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摘 要: 强跟踪容积卡尔曼滤波器在对含有模型误差和时变噪声的非线性系统进行滤波时,容易出现性能降低甚至

发散.鉴于此,提出一种基于变分贝叶斯的强跟踪容积卡尔曼滤波算法. 该算法运用虚拟噪声法补偿模型误差,假设

虚拟噪声均值非零,且满足高斯分布,虚拟噪声方差服从逆 gamma分布,在强跟踪容积卡尔曼滤波器估计状态的同

时,采用变分贝叶斯推理估计虚拟噪声参数. 仿真结果表明,所提出算法对含模型误差与时变噪声的非线性系统具有

较好的估计精度,相比于自适应算法具有更强的鲁棒性.
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Abstract: A strong tracking cubature Kalman filter based on variational Bayesian inference is proposed in order to handle

the problem of the nonlinear system with model errors and time-varying noise. By using the fictitious noise compensating

technique, the model errors are compensated. The fictitious noise is built by assuming the non-zero mean of noise is Gaussian,

and its covariance belongs to the inverse Gamma distribution. The parameter of fictitious noise is estimated by the variational

Bayesian inference and the state is estimated by using the strong tracking cubature Kalman filter. The simulation results show

that the proposed algorithm can achieve better accuracy and robustness than the adaptive algorithm for the nonlinear system

with model errors and time-varying noise.
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0 引引引 言言言

非线性系统的确定采样型滤波算法在解决非线

性状态估计问题时具有较好的效果,其核心思想是先

对状态先验分布获取一定数量的 sigma点,运用 sigma

点近似随机变量高斯分布的均值和协方差.对这些

sigma点经非线性函数直接传递后进行加权求和计

算,使得其达到逼近非线性状态的目的[1]. 确定采样

型滤波算法主要包括采用Unscented技术的无迹卡尔

曼滤波器 (UKF)[2]、采用多项式插值拟合思想的中心

差分卡尔曼滤波器 (CDKF)[3]等. 2009年, Arasaratnam

等[4]提出容积卡尔曼滤波器(CKF), 算法应用三阶球

面-径向容积准则近似最优滤波框架中的状态后验分

布. 相比于UKF和CDKF, CKF具有精度高、计算量

小的特点.

CKF在计算时,需要已知准确的模型参数. 在实

际系统中,由于仪器测量偏差、复杂模型简化误差和

模型参数漂移等原因,导致系统模型含有不同程度的

误差[5]. 为了提高系统对于不确定模型的鲁棒性, 文

献 [6]将CKF与强跟踪滤波器 (STF)相结合, 提出了

一种强跟踪容积卡尔曼滤波器 (STCKF)算法. 由于强

跟踪滤波器的系统噪声和量测噪声一般都是事先给

定的,并且在整个跟踪过程都不发生改变, STCKF缺

乏对系统时变的适应性, 容易引起过调节, 致使状态

预测不够平滑,甚至造成跟踪失败. 为了解决这一问

题,文献 [7]在滤波过程中引入了自适应滤波思想,利

用 Sage-Husa极大后验原理对噪声的统计特性进行
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实时估计和修正, 提出了自适应容积卡尔曼滤波器

(ACKF),但先验初值的设定对噪声统计影响较大.

目前, 变分贝叶斯推理作为一种解决实时系统

未知参数和滤波的估计问题的方法[8]引起了广泛关

注. 文献 [8]提出运用一种新的分布去逼近参数的真

实后验分布,避免了直接对多维概率密度函数进行计

算.起初变分贝叶斯推理被用在机器学习、模式识别

领域.最近,众多学者对其在滤波领域的应用进行了

研究. Särkkä等[9]将变分贝叶斯运用在未知观测白噪

声的估计上; Sun等[10]对于未知输入信息的时变系统

提出了变分贝叶斯最优二阶卡尔曼滤波器; 徐定杰

等[11]针对量测噪声是有色的且随时间发生变化, 设

计了基于变分贝叶斯学习自适应卡尔曼滤波器;朱光

明等[12]针对量测中存在未知偏置和随机测量噪声问

题,提出了一种带测量偏置的鲁棒卡尔曼滤波器; Gao

等[13]将变分贝叶斯理论首次运用在线性高斯模型的

多传感器集中融合问题中.

本文在文献 [11-12]的基础上, 针对含不确定量

测模型误差、时变过程与量测噪声的系统,提出一种

变分贝叶斯强跟踪容积卡尔曼滤波器 (VB STCKF).

算法运用虚拟噪声法对含有模型误差的非线性系统

进行调整,利用变分贝叶斯理论对模型进行推理迭代,

实时估计虚拟量测噪声信息.仿真结果表明, 所提出

算法对含模型误差与时变噪声的非线性系统具有较

好的估计精度,相比于自适应算法具有更强的鲁棒性.

1 问问问题题题描描描述述述

考虑含有不确定量测模型误差以及时变噪声的

非线性系统

xt = Φtxt−1 + ωt, (1)

yt = ht(xt) + ∆ht(xt) + vt. (2)

系统在 t时刻的状态xt ∈ Rnx , 观测状态 yt ∈
Rny , Φt为系统状态转移矩阵, ht(·)为系统量测函数,

∆ht(·)为系统模型误差. ωt、vt为相互独立的高斯白

噪声序列,且满足如下统计特性:

E[ωt] = qt, cov[ωi, ω
T
j ] = Qtδij ;

E[vt] = rt, cov[vi, v
T
j ] = Rtδij .

其中: Qt、Rt为正定对称矩阵, δij为 kronecker-δ函数.

针对以上含有不确定模型误差的非线性系统,通

过采用虚拟噪声补偿技术[14]将带有模型误差系统的

滤波问题转化为带有加性非零均值时变噪声的滤波

问题.由参数 ζt替代式 (2)中的∆ht(xt) + vt,有

yt = ht(xt) + ζt, (3)

其中 ζt为系统虚拟量测噪声. 由于∆ht(·)的值随时
间变化而改变, 时变虚拟噪声 ζt的统计信息如下所

示:

E[ζt] = r∗t , cov[ζi, ζ
T
j ] = R∗

t δij ,

其中 r∗t、R
∗
t 为虚拟噪声的均值与方差矩阵.

最优贝叶斯估计器通过计算模型的后验分布概

率解决状态估计问题.未知噪声均值与方差的后验分

布概率为 p(xt, r
∗
t , R

∗
t |zt), 根据Chapman-Kolmogorov

方程,最优贝叶斯滤波器的预测步表达为

p(xt, r
∗
t , R

∗
t |z1:t−1) =w w w

p(xt|xt−1)p(R
∗
t |R∗

t−1)p(r
∗
t−1|R∗

t−1)×

p(xt−1, r
∗
t−1, R

∗
t−1|z1:t−1)dxt−1dr

∗
t−1dR

∗
t−1. (4)

含系统状态xt和量测噪声统计信息 r∗t、R
∗
t 的联

合递推更新步骤为

p(xt, r
∗
t , R

∗
t |z1:t) ∝

p(zt|xt, r
∗
t , R

∗
t )p(xt, r

∗
t , R

∗
t |z1:t−1). (5)

根据以上推理,本文所要解决的问题由含有模型

误差和时变噪声非线性系统状态估计转变为非线性

系统在量测噪声先验信息未知的情况下,如何获得最

优的后验分布的问题.

2 变变变分分分贝贝贝叶叶叶斯斯斯推推推理理理

根据贝叶斯准则, 在一般性参数估计问题中, Z

表示含有N个观测矢量的集合, Θ表示含有M个未

知参数模型的集合,即

Z = [z1, z2, · · · , zN ], Θ = [θ1, θ2, · · · , θM ].

参数集Θ的后验概率分布为

p(Θ |Z) =
p(Z|Θ)p(Θ)

p(Z)
=

p(Z|Θ)p(Θ)w
· · ·

w
p(Z|Θ)p(Θ)dθ1 · · ·dθM

. (6)

当Θ维数过高或 p(Z|Θ)形式较为复杂时, 难以

获得式 (6)中分母的解析式,故无法获得式 (6)的解析

解. 为了解决这一问题, 引入变分贝叶斯推理, 其思

想是将逆Fisher信息矩阵作为系数矩阵的梯度理论,

运用一个近似分布函数 q(Θ), 在一定条件下逼近后

验概率密度函数 p(Θ |Z). 通常通过计算两个分布的

Kullback-Leibler散度衡量两个分布是否一致.近似分

布 q(Θ)与真实后验分布 p(Θ |Z)的KL散度计算公式

如下所示:

KL(q(Θ)|p(Θ |Z)) =w
q(Θ) log

( q(Θ)

p(Θ |Z)

)
dΘ =

log(p(Z))− F (q(Θ)), (7)

其中自由能量函数

F (q(Θ)) =
w
q(Θ) log

(p(Θ |Z)

q(Θ)

)
dΘ . (8)
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为了使近似分布逼近于真实后验分布,需要计算

自由能量函数F (q(Θ))相对于所需近似分布 q(Θ)的

最大值.对于多个参数的估计,变分贝叶斯假设所估

计的各个参数分布相互独立. 对式 (7)求导得到自由

能量函数的最大值为

q(θi) =

exp(Eq(θj ̸=i)(log p(Z,Θ)))w
exp(Eq(θj ̸=i)(log p(Z,Θ)))dθj

∝

exp(Eq(θj ̸=i)(log p(Z,Θ))). (9)

式 (9)在计算 q(θi)时,需已知Θ与其他参数的概

率分布函数. 变分贝叶斯推理的基本迭代方法是通过

初始化参数, 采用期望最大 (EM)算法反复迭代计算

q(θi), 使自由能量函数达到最大, 直到算法收敛[15].

本文中运用EM算法可以有效地解决状态、均值与方

差耦合问题.对于变分贝叶斯推理收敛性的证明在文

献[15]中有详细阐述.

3 变变变分分分贝贝贝叶叶叶斯斯斯强强强跟跟跟踪踪踪容容容积积积卡卡卡尔尔尔曼曼曼滤滤滤波波波器器器

3.1 STCKF滤滤滤波波波器器器

为了提高滤波器解决状态突变问题的跟踪能

力, 文献 [6]提出了 STCKF滤波器. 算法通过引入渐

消因子, 实时调整增益矩阵的输出,使得滤波器性能

满足最小方差性能指标与不同时刻输出残差向量处

处正交两个条件. 状态向量维数为nx, 令L = 2nx.

STCKF算法在一个周期内的预测步骤为

Xi,t−1|t−1 = St−1|t−1ξi + x̂t−1|t−1, (10)

X∗
i,t|t−1 = ΦtXi,t−1|t−1, (11)

x̂t|t−1 =
1

L

L∑
i=1

X∗
i,t|t−1, (12)

Pt|t−1 =

1

L

L∑
i=1

X∗
i,t|t−1X

∗T
i,t|t−1 − x̂t|t−1x̂

T
t|t−1 +Qt−1. (13)

渐消因子计算为

λt =

tr(Vt −Rt)

tr
( 1

L

L∑
i=1

zi,t|t−1z
T
i,t|t−1 − ẑi,t|t−1ẑ

T
i,t|t−1

) ; (14)

Vt =


εtε

T
t , t = 1;

ρVt−1 + εtε
T
t

1 + ρ
, t > 1.

(15)

其中

εt = zt − ẑt|t−1, P
∗
t|t−1 = λtPt|t−1, (16)

εt为残差. 更新步骤为

Xi,t|t−1 = S∗
t|t−1ξi + x̂t|t−1, (17)

Zi,t|t−1 = h(Xi,t|t−1), (18)

ẑt|t−1 =
1

L

L∑
i=1

Zi,t|t−1, (19)

Pzz,t|t−1 =

1

L

L∑
i=1

Zi,t|t−1Z
T
i,t|t−1 − ẑt|t−1ẑ

T
t|t−1 +Rt, (20)

Pxz,t|t−1 =

1

L

L∑
i=1

Xi,t|t−1Z
T
i,t|t−1 − x̂t|t−1ẑ

T
t|t−1, (21)

Kt = Pxz,t|t−1P
−1
zz,t|t−1, (22)

x̂t|t = x̂t|t−1 +Kt(zt − ẑt|t−1), (23)

Pt|t = Pt|t−1 −KtPzz,t|t−1K
−1
t . (24)

3.2 基基基于于于SCKF的的的变变变分分分贝贝贝叶叶叶斯斯斯推推推理理理过过过程程程

根据广义贝叶斯准则,式 (5)的系统联合概率密

度函数由 4个分布的乘积组成,即

p(xt, r
∗
t , R

∗
t |z1:t) ∝

p(zt|xt, r
∗
t , R

∗
t )p(r

∗
t |R∗

t )p(R
∗
t )p(xt|xt−1). (25)

其中

p(zt|xt, r
∗
t , R

∗
t ) = N(zt|Htxt + r∗t , R

∗
t ),

p(r∗t |R∗
t ) = N(r∗t |η−t , κ−

t R
∗−
t ),

p(R∗
t ) =

d∏
i=1

IG(σ2
t,i|α−

t,i, β
−
t,i),

p(xt|xt−1) = N(xt|m−
t , P

∗−
t ),

上标−表示状态的一步先验估计. 由共轭指数函数

的性质可知,量测噪声的均值 r∗t 与方差R∗
t 分别服从

高斯分布和逆 gamma分布. ηt为量测噪声均值 r∗t 在

高斯分布中的均值, κt为方差调节系数, σ2
t,i为 t时刻

方差阵R∗
t 中对角线上第 i个元素, d为量测变量维数.

以变分贝叶斯推理中各个被估计参数通解的逼近表

达式 (9)为基础, 分别运用 q(xt)、q(r
∗
t )、q(R

∗
t )去逼近

真实后验分布,推导过程如下所示:

ln q(xt) =

− 1

2
(zt −Htxt − r∗t )

T(R∗
t )

−1(zt −Htxt − r∗t )−

1

2
(xt −m−

t )
T(P ∗−

t )−1(xt −m−
t ) + C1. (26)

运用矩阵乘法可知式 (26)也服从均值为mt、协

方差为P ∗
t 的高斯分布,且

mt = m−
t + P ∗−

t HT
t (HtP

∗−
t HT

t +

R∗
t )

−1(zt −Htxt − η−t ), (27)

P ∗
t = ((P ∗−

t )−1 +HT
t (R

∗
t )

−1Ht)
−1. (28)



2258 控 制 与 决 策 第 31 卷

同理,对于虚拟量测噪声均值,其近似分布的对

数形式为

ln q(r∗t ) =

− 1

2
(zt −Htxt − r∗t )

T(R∗
t )

−1(zt −Htxt − r∗t )−

1

2
(r∗t − η−t )

T(κ−
t R

∗−
t )−1(r∗t − η−t ) + C2. (29)

式 (29)经过等效变形也可看作是一个均值为 ηt、方差

为κtR
∗
t 的高斯分布,有

ηt =
κ−
t

κ−
t + 1

(zt −Htxt − η−t ) + η−t , (30)

κt =
κ−
t

κ−
t + 1

. (31)

虚拟量测噪声的方差R∗
t 服从逆 gamma分布,对

下式进行处理:

ln q(R∗
t ) =

−
d∑

i=1

(2 + α−
t,i) ln(σ

2
t,i)−

d∑
i=1

1

σ2
t,i

[
β−
t,i +

1

2
Ext((zt −Htxt − r∗t )i)

2
]
−

d∑
i=1

1

σ2
t,i

[ 1

2κ−
t

Ext((r
∗
t − η−t )i)

2
]
+ C3. (32)

经过变化, q(R∗
t )是满足新 d个独立的逆 gamma分布

的乘积之和,新的逆 gamma分布的参数为

αt,i = α−
t,i + 1, (33)

βt,i = β−
t,i +

1

2
Ext((zt −Htxt − r∗t )i)

2+

1

2κ−
t

Ext((r
∗
t − η−t )i)

2. (34)

根据逆 gamma分布的性质, 噪声方差的估计值

为

R̂∗
t = diag

[βt,1

αt,1
,
βt,2

αt,2
, . . . ,

βt,d

αt,d

]
. (35)

考虑到量测噪声均值和方差的时变性,根据文献

[9], 引入参数µ反应噪声统计特性的波动程度, µ ∼
(0, 1]. µ越接近 1,表明方差的波动程度越小,反之亦

成立.

3.3 VB STCKF实实实现现现

本文提出的变分强跟踪容积卡尔曼滤波算法流

程如下.

Step 1: 系统状态和参数初始化. 分别设定参数初

始值m0、P0、η0、κ0、α0,i、β0,i.

Step 2: 状态和参数预测. 由式 (10)∼ (13)计算状

态预测m−
t 和协方差预测Pt|t−1,根据式 (14)∼ (16)计

算渐消因子调整Pt|t−1,得到P ∗
t|t−1. 预测变分贝叶斯

参数状态为

α−
t,i = µαt−1,i, β

−
t,i = µβt−1,i,

η−t = ηt−1, κ
−
t =

κt−1

µ
.

Step 3: 变分贝叶斯迭代.

Step 3.1: 迭代初始化 (j = 0),根据第 3.1节更新

式 (17)∼ (19),进行量测预测,利用式 (31)和 (33)更新

κt和αt,i;

Step 3.2: 参数更新迭代 (j = j + 1), 通过式 (20)

∼ (24)、(30)和 (34)进行递归运算, 直到 βt,i、ηt收敛

或达到最大迭代数;

Step 3.3: 将收敛得到的参数 ηt、R
∗
t、mt、Pt送入

Step 2中进行循环.

4 实实实验验验分分分析析析

为了验证本文算法的有效性,对纯方位角度跟踪

系统进行建模仿真分析.目标的运动模型采用二维模

型,目标运动状态方程为
ϕk

ϕ̇k

φk

φ̇k

 =


1 T 0 0

0 1 0 0

0 0 1 T

0 0 0 1




ϕk−1

ϕ̇k−1

φk−1

φ̇k−1

+ wk−1,

量测方程为

yk = arc tan
(ϕk

φk

)
+∆+ vk. (36)

其中: ϕk、φk分别为目标在x、y轴上的位置, ϕ̇k、φ̇k

分别为目标在x、y轴上的速度, T 为采样时间, T =

0.5 s, ∆为模型误差. 假设服从均值为 0、方差为 0.15

的高斯分布,初始状态为m0 = [200 −1.1 200 1.2]T.

P0是对角线元素为 1的四维对角阵,量测噪声、过程

噪声参数的初始值分别为

r0 = 0.3, R0 = 0.16, q0 = [0 0 0 0]T,

Q0 =


0.167 0.25 0 0

0.25 0.5 0 0

0 0 0.167 0.25

0 0 0.25 0.5

 .

变分参数的初始值为

α0 = 10, β0 = 1, η0 = 0.4, κ0 = 1.5.

考虑过程噪声方差与量测噪声均可变的情况,假

设真实过程噪声与量测噪声方差变化如下所示:

Rt =

 0.04, t > 167;

0.16, t 6 167.

Qt =

Q0, t 6 300;

3Q0

2
, t > 300.

本文对传统CKF算法、ACKF算法[7]和VB
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STCKF算法进行对比分析, 结果如图 1所示. 由图 1

可见, 量测噪声方差在 167 s发生变化后, 由于传统

CKF缺乏对噪声的实时估计和更新, 在 170 s左右传

统CKF产生震荡,持续发散直到跟踪结束,无法较好

地估计目标状态. ACKF算法虽然能够在量测噪声方

差和过程噪声方差均发生变化时跟踪目标状态,但在

具有较强非线性时刻 50∼ 200 s之间存在较大误差.

本文所提出的VB STCKF算法无论在过程噪声变化

或者量测噪声变化的环境下,均能够保持较高的跟踪

精度.
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图 1 滤波结果

图 2为VB STCKF对虚拟观测噪声均值和方差

的跟踪曲线.在虚拟观测噪声方差发生跳变的情况下,

利用变分贝叶斯方法可以快速估计量测噪声方差,迅

速达到收敛,估计准确度较高. 在对虚拟量测噪声均

值的估计中,变分贝叶斯方法也能够快速收敛.
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图 2 虚拟量测噪声均值与方差的估计曲线

本文在不同量测噪声统计信息初始值的环境下,

对量测噪声均值和方差的估计进行了分析, 结果如

图 3和图 4所示.
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图 3 不同初始参数的虚拟量测噪声均值估计
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图 4 不同初始参数的虚拟量测噪声方差估计

由图 3可见, 不同初始参数条件下, 利用变分贝

叶斯算法均能使虚拟量测噪声均值的估计收敛. 初始

量测噪声均值更接近于真实值时,收敛速度较快. 当

初始量测噪声均值与真实值相差较远时,收敛速度较

慢. 相同的初始量测噪声均值条件下,不同的噪声方

差对其的影响较小. 由图 4可见,在初始阶段,方差初

始参数设置越接近真实值,其收敛速度越快, 偏差较

大的初始值需要花费更长的时间进行计算才会收敛.

一旦估计得到的参数收敛,无论真实数据是否发生变

化,均对估计过程不产生影响.

5 结结结 论论论

本文针对含有量测模型误差、时变噪声的非线

性跟踪系统,在强跟踪容积卡尔曼滤波的基础上引入

变分贝叶斯理论,提出了一种基于变分贝叶斯的强跟

踪容积卡尔曼滤波器. 算法首先将系统模型误差转换

为系统虚拟白噪声,并在滤波前运用变分贝叶斯递归

理论估计噪声均值与方差. 仿真实验结果表明,在含
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有模型误差和时变噪声的条件下,相比于传统的容积

卡尔曼滤波器和自适应容积卡尔曼滤波器,所提出算

法具有较强的鲁棒性和较高的跟踪精度.
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