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摘 要: 针对损失数据线性参数系统的参数辨识问题,借助辅助模型辨识思想推导出其变递推间隔辅助模型递推

最小二乘算法.为了提高该算法的计算效率,利用分解技术得到变递推间隔分解递推最小二乘算法估计系统参数.此

外,在变递推间隔分解递推最小二乘算法中引入遗忘因子,从而提高参数估计精度和收敛速度.仿真结果表明,所提

出的算法能有效估计系统参数.
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Abstract: An interval-varying auxiliary model based recursive least squares(AM-RLS) algorithm is derived for linear-in-

parameter systems with missing data by means of the auxiliary model identification idea. In order to improve the computation

efficiency, an interval-varying decomposition AM-RLS algorithm is proposed for estimating the system parameters. The

introduction of the forgetting factors can improve the parameter estimation accuracy and accelerate the convergence rates of

the interval-varying decomposition based AM-RLS algorithm. The simulation results show that the proposed algorithms can

effectively estimate the parameters of the system.
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0 引引引 言言言

在工业中,系统总是存在许多不可测的变量,如

状态变量和内部变量.辅助模型辨识思想对于信息向

量中包含不可测变量系统的辨识是非常有效的,其基

本思想是利用可测信息建立一个辅助模型,用辅助模

型的输出代替不可测的变量[1].近年来发展出一些基

于辅助模型的辨识方法, 例如有色噪声干扰的双率

输出误差系统基于辅助模型的递推增广最小二乘方

法[2],线性参数系统基于辅助模型的分解最小二乘迭

代算法[3]和伪线性自回归滑动平均系统基于辅助模

型的滤波递推最小二乘估计算法[4].

模型分解技术是一种用来处理参数数目多的大

规模系统参数辨识问题的有效工具.它的关键是将一

个系统分为几个子模型,每个子模型中涉及的协方差

矩阵的维数变小, 从而减小辨识算法的计算负担[5].

文献 [6]针对方程误差自回归滑动平均系统提出了基

于分解的递阶梯度迭代算法和递阶最小二乘迭代算

法;文献 [7]针对输入非线性系统,基于分解技术和关

键变量分离原理推导了最小二乘辨识算法.

在实际应用中, 由于传感器故障或硬件设备限

制等原因,常常会使系统出现在某些采样点的观测数

据难以得到的情况.对丢失数据的重建是信号滤波或

信号建模的基础[8-10],丢失的数据可以用动态模型重

建[11]. Ding等针对含不规则损失数据系统,推导了带

遗忘因子的辅助模型最小二乘算法[12];基于粒子滤波

方法和最大期望算法, Gopaluni研究了缺失观测数据

的非线性过程的辨识问题[13].含损失数据系统的辨

识问题是很重要的,但是常规的辨识算法不能直接应
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用.本文针对存在损失数据的线性参数系统的参数辨

识问题,推导基于辅助模型的变递推间隔递推最小二

乘算法,并在此基础上使用模型分解技术提高算法的

计算效率,同时引入遗忘因子, 从而提高算法的参数

估计精度和收敛速度.

1 系系系统统统描描描述述述与与与辨辨辨识识识模模模型型型

为方便起见定义一些符号:“A =: X”或“X :=

A”代表A被定义为X;符号 In代表一个n×n维的单

位矩阵;上标T代表矩阵/向量的转置; 1n代表一个元

素都是 1的n维列向量.

考虑如下线性参数系统:

A(z)y(t) =
ϕT(t)

F (z)
θ + v(t). (1)

其中: y(t) ∈ R是系统输出; θ ∈ Rm是系统的部分

参数向量; 信息向量ϕ(t) ∈ Rm是由系统的观测数

据构成的; v(t) ∈ R是一个零均值, 方差为σ2的随

机噪声; A(z)和F (z)是单位后移算子 z−1[z−1y(t) =

y(t− 1)]的常系数多项式,即

A(z) := 1 + a1z
−1 + a2z

−2 + · · ·+ anaz
−na ,

ai ∈ R;

F (z) := 1 + f1z
−1 + f2z

−2 + · · ·+ fnf
z−nf ,

fi ∈ R.

假设阶次na和nf都是已知的.为了不失一般

性, 设 t 6 0时, y(t) = 0, ϕ(t) = 0, v(t) = 0.记n :=

m+ na + nf .

辨识目标是利用系统的观测数据 {y(t),ϕ(t)},基

于辅助模型辨识思想和分解技术推导递推算法,从而

估计系统的参数向量 θ及多项式A(z)和F (z)的系数

ai和 fi,并通过计算机仿真评估参数估计精度.

定义中间变量

x(t) :=
ϕT(t)θ

F (z)
∈ R. (2)

定义参数向量ϑ和信息向量φ(t)如下:

ϑ := [aT,fT,θT]T ∈ Rn,

a := [a1, a2, · · · , ana ]
T ∈ Rna ,

f := [f1, f2, · · · , fnf
]T ∈ Rnf ,

φ(t) := [φT
y (t),φ

T
x (t),ϕ

T(t)]T ∈ Rn,

φy(t) :=

[−y(t− 1),−y(t− 2), · · · ,−y(t− na)]
T ∈ Rna ,

φx(t) :=

[−x(t− 1),−x(t− 2), · · · ,−x(t− nf )]
T ∈ Rnf .

借助上述定义,式 (2)可以写为

x(t) =

[1− F (z)]x(t) + ϕT(t)θ = φT
x (t)f + ϕT(t)θ. (3)

将式 (3)代入 (1), 则系统 (1)可以写为下列辨识

模型:

y(t) = [1−A(z)]y(t) + x(t) + v(t),

y(t) = φT
y (t)a+φT

x (t)f + ϕT(t)θ + v(t), (4)

y(t) = φT(t)ϑ+ v(t), (5)

其中参数向量ϑ包含所有待辨识参数 θ、ai和 fi.

2 变变变递递递推推推间间间隔隔隔辅辅辅助助助模模模型型型递递递推推推最最最小小小二二二乘乘乘算算算法法法

对于损失数据系统的参数辨识问题,常规的最小
二乘方法不能直接应用,本节研究损失数据系统的变
递推间隔递推方法解决这个问题.

损失数据系统是指在一段时间内系统大部分数

据是可得到的,少量数据是缺失的. 因为在实践中输
入信号通常是由计算机生成的,所以系统的输入可认
为一般在每一个时刻 t都是可得到的,本文着重于研
究损失输出数据系统的参数辨识问题.损失输出数据
情形如图 1所示.
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图 1 损失输出数据情形

在图 1中:“+”代表损失数据或者坏数据 (异常
数据或不可信数据),即输出 y(3), y(8), y(9), y(23), · · ·
是损失数据, y(15), · · · 是不可信数据.

为了处理数据丢失情况,定义一个整数序列 {ts,
s = 0, 1, · · · }满足 0 = t0 < t1 < t2 < t3 < · · · < ts−1

< ts < · · · ,且 t∗s := ts − ts−1 > 1,使得当 t = ts (s =

0, 1, · · · )时, 观测数据 y(t)和φy(t)可得到, 并且序列
{y(ts),φ(ts) : s = 0, 1, · · · }包含所有可得到的观测输
出数据.　

将式 (3)∼ (5)中的 t用 ts代替,可以得到

x(ts) = φT
x (ts)f + ϕT(ts)θ, (6)

y(ts) = φT
y (ts)a+φT

x (ts)f + ϕT(ts)θ + v(ts) =

φT(ts)ϑ+ v(ts), (7)

φ(ts) := [φT
y (ts),φ

T
x (ts),ϕ

T(ts)]
T,

φy(ts) := [−y(ts − 1), · · · ,−y(ts − na)]
T, (8)

φx(ts) := [−x(ts − 1), · · · ,−x(ts − nf )]
T.

辨识模型 (7)的信息向量φ(ts)中包含 3个信息

向量φy(ts)、φx(ts)和ϕ(ts). ϕ(ts)是已知的; φx(ts)
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包含中间变量x(ts − i), 变量是未知的, 但可以用辅

助模型的输出定义其估计 φ̂x(ts);要实现辨识参数的

目的, φy(ts)必须是已知的, 但是存在丢失少量数据

的情况.对此定义一个整数序列 {ts, s = 0, 1, 2, · · · },

使得所有的 {y(ts),φy(ts)}是可得到的, 这种方法一

般认为是可行的.例如, 对于图 1中的损失输出数据

情形,当na = 3时,定义一个整数序列 {t0, t1, t2, · · · ,
t9, · · · }, 对应的 t0 = 0, t1 = 7, t2 = 13, · · · , t9 =

28, · · · , 使得 {y(t0),φy(t0)}, {y(t1),φy(t1)}, {y(t2),
φy(t2)}, · · · , {y(t9),φy(t9)}, · · · 是可得到的.

对于辨识模型 (7),辨识的困难是信息向量φ(ts)

中含有未知中间变量x(ts − i),解决方式是在推导辨

识方法时,利用辅助模型辨识思想[14],将信息向量中

的未知量x(ts − i)用辅助模型的输出代替.

建立与式 (2)结构相同的辅助模型

xa(ts) =
ϕT(ts)θa
Fa(z)

.

带辅助模型的线性参数系统如图 2所示.
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图 2 带辅助模型的线性参数系统

参考式 (2)写成式 (3)的方法,上式可以写为

xa(ts) = φT
xa(ts)fa + ϕT(ts)θa,

其中: fa和 θa是辅助模型的参数向量, φxa(ts)和

ϕ(ts)是辅助模型在时刻 ts的信息向量.因为辅助模

型是根据系统的可测信息构造的, ϕ(ts)是已知的观

测向量,故可应用于辅助模型中.

使用参数向量 f和 θ的估计 f̂(ts)和 θ̂(ts)作为

辅助模型的参数向量fa和 θa, 即fa = f̂(ts)和 θa =

θ̂(ts), 信息向量φx(ts)的估计 φ̂x(ts)作为辅助模型

的信息向量φxa(ts),即φxa(ts) = φ̂x(ts),那么辅助模

型的输出xa(ts + i)可以用下式计算:

xa(ts + i) = φ̂T
x (ts + i)f̂(ts) + ϕT(ts + i)θ̂(ts),

i = 0, 1, 2, · · · , t∗s+1 − 1.

用辅助模型的输出xa(ts−i)代替未知变量x(ts−i)并

定义φ(ts)的估计

φ̂x(ts) := [−xa(ts − 1), · · · ,−xa(ts − nf )]
T ∈ Rnf .

令 ϑ̂(ts) := [âT(ts), f̂
T(ts), θ̂

T(ts)]
T和 φ̂(ts)分

别为ϑ和φ(ts)在时刻 t = ts的估计.根据式 (7)定义

并极小化准则函数

J(ϑ) :=

s∑
j=1

[y(tj)−φT(tj)ϑ]
2,

可以得到估计参数向量ϑ的变递推间隔辅助模型递

推最小二乘 (V-AM-RLS)算法

ϑ̂(ts) = ϑ̂(ts−1) + P (ts)φ̂(ts)[y(ts)− φ̂T(ts)ϑ̂(ts−1)],

(9)

ϑ̂(t) = ϑ̂(ts), ts 6 t 6 ts+1 − 1, (10)

P−1(ts) = P−1(ts−1) + φ̂(ts)φ̂
T(ts). (11)

式 (10)表示在数据丢失的区间 [ts, ts+1 − 1]内, 参数

估计保持不变.

为了避免协方差阵P (ts)求逆计算,定义如下增

益向量:

L(ts) := P (ts)φ(ts) =

P (ts−1)φ̂(ts)[1 + φ̂T(ts)P (ts−1)φ̂(ts)]
−1,

则协方差矩阵P (ts)可以用下式更新:

P (ts) = [In −L(t)φ̂T(ts)]P (ts−1).

初始化算法, 一般取 ϑ̂(t0)为一个小的实向量,

P (t0)为一个大的正定矩阵, 例如, 置 ϑ̂(t0) = 1n/p0,

P (t0) = p0In, p0 = 106.

3 变变变递递递推推推间间间隔隔隔分分分解解解递递递推推推最最最小小小二二二乘乘乘算算算法法法

当系统参数数目很多时,最小二乘算法协方差矩

阵的维数大,因此算法计算量大.为了提高算法的计

算效率,利用辨识模型分解研究损失数据线性参数系

统的辨识问题.

辨识模型 (7)中包含了 3个子信息向量φy(ts)、

φx(ts)和ϕ(ts),令已知信息向量φy(ts)和ϕ(ts)为一

组, 未知信息向量φx(ts)为一组, 定义已知组信息向

量为

φ1(ts) := [φT
y (ts),ϕ

T(ts)]
T ∈ Rna+m, (12)

对应的参数向量为

θ1 := [aT,θT]T ∈ Rna+m.

引入两个中间变量

y1(ts) := y(ts)−φT
x (ts)f ,

y2(ts) := y(ts)−φT
1 (ts)θ1.

根据递阶辨识原理, 将辨识模型 (7)分解为两个

虚拟子辨识模型

y1(ts) = φT
1 (ts)θ1 + v(ts), (13)

y2(ts) = φT
x (ts)f + v(ts). (14)

待辨识的参数向量 θ1 = [aT,θT]T和f分别被包含在

这两个子辨识模型中.

令λ1和λ2 (0 < λ1, λ2 6 1)为遗忘因子,根据辨
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识模型 (13)和辨识模型 (14)定义两个二次函数

J1(θ1) :=

s∑
j=1

λs−j
1 [y1(tj)−φT

1 (tj)θ1]
2,

J2(f) :=

s∑
j=1

λs−j
2 [y2(tj)−φT

x (tj)f ]
2.

令 θ̂1(ts) = [âT(ts), θ̂
T(ts)]

T和 f̂(ts)分别是 θ1

和f在时刻 ts的估计.极小化 J1(θ1)和 J2(f), 可以

得到估计参数向量 θ1和f的带遗忘因子的变递推间

隔分解递推最小二乘 (V-FF-D-RLS)算法[15-16]

θ̂1(ts) =

θ̂1(ts−1) + P1(ts)φ1(ts)[y1(ts)−φT
1 (ts)θ̂1(ts−1)] =

θ̂1(ts−1) + P1(ts)φ1(ts)[y(ts)−

φT
1 (ts)θ̂1(ts−1)−φT

x (ts)f ], (15)

P1(ts) =

1

λ1

[
P1(ts−1)−

P1(ts−1)φ1(ts)φ
T
1 (ts)P1(ts−1)

λ1 +φT
1 (ts)P1(ts−1)φ1(ts)

]
,

(16)

f̂(ts) =

f̂(ts−1) + P2(ts)φx(ts)[y2(ts)−φT
x (ts)f̂(ts−1)] =

f̂(ts−1) + P2(ts)φx(ts)[y(ts)−

φT
1 (ts)θ1 −φT

x (ts)f̂(ts−1)], (17)

P2(ts) =

1

λ2

[
P2(ts−1)−

P2(ts−1)φx(ts)φ
T
x (ts)P2(ts−1)

λ2 +φT
x (ts)P2(ts−1)φx(ts)

]
.

(18)

信息向量φx(ts)中包含未知项x(ts − i),因此上

述算法不能实现.为了解决这个问题,构造一个辅助

模型

xa(ts + i) := φ̂T
x (ts + i)f̂(ts) + ϕT(ts + i)θ̂(ts),

i = 0, 1, 2, · · · , t∗s+1 − 1. (19)

采用辅助模型输出xa(ts − i)定义信息向量φx(ts)的

估计

φ̂x(ts) :=

[−xa(ts − 1),−xa(ts − 2), · · · ,−xa(ts − nf )]
T. (20)

将 式 (15)、(17)和 (18)中 的φx(t)、f和 θ1分 别

用其相应的估计 φ̂x(ts)、f̂(ts−1)和 θ̂1(ts−1)代替, 可

以得到

θ̂1(ts) = θ̂1(ts−1) + P1(ts)φ1(ts)[y(ts)−

φT
1 (ts)θ̂1(ts−1)− φ̂T

x (ts)f̂(ts−1)], (21)

θ̂1(t) = θ̂1(ts), t ∈ [ts, ts+1 − 1], (22)

f̂(ts) = f̂(ts−1) + P2(ts)φ̂x(ts)[y(ts)−

φT
1 (ts)θ̂1(ts−1)− φ̂T

x (ts)f̂(ts−1)], (23)

f̂(t) = f̂(ts), (24)

P2(ts) =

1

λ2

[
P2(ts−1)−

P2(ts−1)φ̂x(ts)φ̂
T
x (ts)P2(ts−1)

λ2 + φ̂T
x (ts)P2(ts−1)φ̂x(ts)

]
.

(25)

式 (8)、(12)、(16)、(19)∼ (25)构成了估计参数向量 θ1

和f的V-FF-D-RLS算法.

当 ts → ∞时, P1(ts) → 0和P2(ts) → 0,因此,变

递推间隔分解递推最小二乘 (V-D-RLS)算法 (λ1 = λ2

= 1)是不能跟踪时变参数的.引入遗忘因子后, 得到

的V-FF-D-RLS算法具有跟踪时变参数的能力.

V-FF-D-RLS算法的计算步骤如下.

Step 1: 初始化.令 t = 1, s = 0, ts = 0.置初值

θ̂1(t0) = 1na+m/p0, f̂(t0) = 1nf
/p0, P1(t0) = p0 ×

Ina+m, P2(t0) = p0Inf
, xa(ts − i) = 1/p0 (i = 1, 2,

· · · , nf ), p0 = 106.选择λ1, λ2和数据长度Le.

Step 2:采集观测数据ϕ(t).

Step 3: 如果输出数据 y(t)不可得到, 则令 t := t

+ 1,转到Step 2.

Step 4: 置 s := s + 1, ts := t, t∗s := ts − ts−1.收

集输出数据 y(ts),用式 (8)、(20)和 (12)构造信息向量

φy(ts)、φ̂x(ts)和φ1(ts).

Step 5:用式 (16)和 (25)计算P1(ts)和P2(ts).

Step 6:用式 (21)和 (23)刷新参数 θ̂1(ts)和 f̂(ts).

Step 7:用式 (19)计算辅助模型的输出xa(ts + i).

Step 8: 用式 (22)和 (24)设置 θ̂1(t)和 f̂(t), 并从

θ̂1(t)中读取 â(t)和 θ̂(t).

Step 9:如果 t = Le, 则结束计算,并获得参数估

计 θ̂1(ts)和 f̂(ts);否则, t增加 1,转到 Step 2.

辨识算法的计算量可作为评价算法优劣的指标

之一,其大小可以用乘法运算次数和加法运算次数的

和表示[17-19]. V-AM-RLS算法的计算量为N1 := 4n2

+6n+2nf +2m−2, V-D-RLS算法的计算量为N2 :=

4(na +m)2 +4n2
f +6na +6nf +8m.两种算法的计算

量之差为

N1 −N2 = 8nanf + 8nfm+ 2nf − 2 > 0.

可以看出V-D-RLS算法比V-AM-RLS算法计算量小.

4 仿仿仿真真真结结结果果果及及及分分分析析析

考虑如下线性参数系统:

A(z)y(t) =
ϕT(t)

F (z)
θ + v(t),

A(z) =
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1 + a1z
−1 + a2z

−2 = 1 + 1.15z−1 + 0.85z−2,

F (z) =

1 + f1z
−1 + f2z

−2 = 1− 0.55z−1 + 0.13z−2,

θ = [b1, b2]
T = [−0.28, 0.76]T,

ϑ = [a1, a2, f1, f2, b1, b2]
T =

[1.15, 0.85,−0.55, 0.13,−0.28, 0.76]T.

仿真时, 信息向量 {ϕ(t)}采用单位方差的零均
值不相关持续激励信号序列, {v(t)}采用方差为σ2 =

0.502的零均值不相关白噪声序列.收集可测量数据

{ϕ(t), y(ts)}, t∗s = ts − ts−1是一个有上界均匀分布的

随机整数.取数据长度Le = 5000, λ1 = 0.992和λ2 =

0.989.应用V-AM-RLS算法和V-D-RLS算法估计该

实例系统的参数.参数估计及其误差如表 1所示.

表 1 参数估计及其误差

算法 s a1 a2 f1 f2 b1 b2 δ /%

100 1.173 96 0.888 17 −0.519 43 0.279 16 −0.310 93 0.763 72 9.310 68

500 1.169 40 0.867 19 −0.483 65 0.160 88 −0.275 93 0.737 51 4.656 82

V-AM-RLS 1 000 1.163 41 0.859 80 −0.535 78 0.127 01 −0.278 65 0.759 92 1.272 29

3 000 1.160 77 0.852 26 −0.550 22 0.140 98 −0.291 48 0.758 27 1.116 17

5 000 1.161 62 0.852 76 −0.547 60 0.132 39 −0.280 76 0.757 26 0.733 19

100 1.143 00 0.869 72 −0.382 51 −0.018 48 −0.327 09 0.737 83 13.277 62

500 1.147 47 0.853 71 −0.450 37 0.066 72 −0.276 78 0.734 02 6.961 11

V-D-RLS 1 000 1.142 77 0.844 67 −0.508 65 0.069 74 −0.278 85 0.747 01 4.302 90

3 000 1.146 65 0.843 66 −0.531 98 0.108 34 −0.291 08 0.750 41 1.873 38

5 000 1.151 56 0.846 15 −0.532 38 0.107 23 −0.280 87 0.751 62 1.742 40

100 1.143 60 0.867 95 −0.383 75 −0.009 21 −0.314 49 0.757 40 12.681 75

500 1.153 20 0.854 50 −0.466 10 0.098 34 −0.270 39 0.728 25 5.510 77

V-D-FF-RLS 1 000 1.147 56 0.844 84 −0.526 38 0.091 98 −0.276 54 0.746 96 2.710 16

3 000 1.151 81 0.845 74 −0.542 83 0.125 49 −0.292 97 0.752 84 1.017 22

5 000 1.158 05 0.848 88 −0.538 46 0.118 58 −0.277 48 0.754 87 1.095 09

真值 1.150 00 0.850 00 −0.550 00 0.130 00 −0.280 00 0.760 00

参数估计误差 δ := ∥ϑ̂(ts) − ϑ∥/∥ϑ∥ × 100%随

递推步数 s变化曲线如图 3所示.
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图 3 参数估计误差 δ随 s变化

由表 1和图 3可以得到下列结论:随着数据长度

增加,所得算法精度越来越高;噪声方差越小,参数估

计误差越小; V-D-FF-RLS算法比V-D-RLS算法的参

数估计精度高,且收敛速度快. 仿真结果表明算法对

初值不敏感.

5 结结结 论论论

本文基于辅助模型辨识思想和辨识模型分解,

研究了一类包含损失输出数据的线性参数系统的变

递推间隔递推最小二乘辨识算法.所得V-D-RLS算法

与V-AM-RLS算法相比, 能有效地减小计算量.仿真

结果表明, 所得算法可以获得高精度的参数估计,引

入遗忘因子后得到的V-FF-D-RLS算法可以有效提高

参数估计精度和收敛速度,并具有跟踪时变参数的能

力.本文提出的辨识算法的收敛性是需要进一步研究

的课题.
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