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摘 要: 针对线性多变量系统,将前馈解耦控制与有限时间最优跟踪控制相结合,提出一种新的最优解耦控制方法.

首先,将关于状态的微分方程转化成关于输出的微分方程,将系统内部矩阵和控制输入矩阵分别分解成对角矩阵和

对角元为零的矩阵;然后,通过引入中间虚拟变量,采用前馈和输出反馈的方法对系统进行解耦;最后,采用有限时间

最优跟踪控制方法实现系统对任意参考输入的跟踪. 仿真结果表明了所提出方法的有效性和优越性.
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Abstract: A new optimal decoupling control method is proposed for linear multi-variable systems, by combining

feedforward decoupling control with finite-time optimal tracking control. Firstly, the differential equation on outputs is

derived, and then the internal matrix and control input matrix are respectively decomposed into a diagonal matrix and the

one whose diagonal elements are zeros. Then, an intermediate virtual variable is introduced, and the feedforward and output

feedback methods are used to decouple the system. Finally, the finite-time optimal tracking control method is adopted

to realize the tracking of the outputs of the closed-loop system to arbitrary reference inputs. Simulation results show the

effectiveness and superiority of the proposed method.
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0 引引引 言言言

自 20世纪 60年代, Morgan[1]针对由输入输出模

型描述的多变量线性系统,首次提出解耦控制问题以

来,多变量系统回路间的解耦控制就引起了人们的广

泛关注.到了 20世纪 80年代,线性多变量自适应解耦

控制已成为自适应控制和多变量控制的重要研究领

域[2].

20世纪 90年代末期, 随着神经网络、模糊推理

等智能方法的引入,控制学者和工程师们开始了非线

性多变量智能解耦控制方法的研究.文献 [3-6]分别

将一步超前自适应解耦控制方法、一步超前加权自适

应前馈解耦控制方法、自适应广义预测解耦控制方法

和自适应PID解耦控制方法与多模型切换相结合,提

出了基于多模型与神经网络的自适应解耦控制方法,

证明了闭环系统的有界输入、有界输出稳定性和跟踪

误差的有界性.文献 [7-9]分别将基于神经网络前馈

补偿的一步超前最优加权解耦控制、基于神经网络前

馈补偿的近似动态解耦控制与多模型切换相结合,提

出了基于多模型与神经网络的智能解耦控制方法,证

明了闭环系统的有界输入、有界输出稳定性和跟踪误

差的有界性.

上述方法虽然可以实现复杂工业过程的解耦控

制,但是由于控制器的设计没有考虑系统对性能的要

求, 无法满足日渐提高的性能指标,影响了以节能降

耗为目标的复杂工业过程的整体优化控制. 随着科

学技术的迅速发展,人们对许多控制系统 (如宇宙飞

船、导弹、卫星和现代工业设备与生产过程等)的性

能要求越来越高,希望它们在某种性能指标的意义下

是最优的.

本文针对线性多变量系统,将前馈解耦控制与有
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限时间最优跟踪控制相结合,提出一种新的最优解耦

控制方法. 该方法可以实现系统对任意参考输入的跟

踪,并使控制系统在某一性能指标的意义下最优.

1 问问问题题题描描描述述述

考虑如下线性多变量连续时间时不变系统:

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), x(t0) = x0;

y(t) = Cx(t). (1)

其中: x(t) ∈ Rn为状态向量, u(t) ∈ Rm为控制向量,

y(t) ∈ Rm为输出向量, 0 < m 6 n; A ∈ Rn×n, B ∈
Rn×m, C ∈ Rm×n为时不变矩阵,并且CTC可逆. 本

文的目标是求取最优解耦控制律u∗(t)使得闭环系统

输出 y(t)尽可能跟踪事先指定的参考输入 yr(t)的变

化, 尽可能减小回路间耦合的影响,并使闭环系统具

有一定的最优特性.

2 最最最优优优解解解耦耦耦跟跟跟踪踪踪控控控制制制

2.1 解解解耦耦耦控控控制制制策策策略略略

为进行解耦控制器设计,首先将关于状态的微分

方程转化成关于输出的微分方程,即

ẏ(t) = Āy(t) + B̄u(t), y(t0) = y0 = Cx0. (2)

其中: Ā = CA(CTC)−1CT, B̄ = CB. 然后,将系统中

第 i个通道输入ui(t)对第 j个通道的输出 yj(t) (i ̸=
j)的耦合影响视为可测干扰,采用前馈方法予以消除,

并采用反馈方法消除自治系统 (u(t) = 0)中第 i个输

出变量对第 j个输出变量的影响.于是,式 (2)可写成

ẏ(t) = Ā1y(t) + Ā2y(t) + B̄1u(t) + B̄2u(t). (3)

其中: Ā1 = diagĀii为对角矩阵, 其对角线上的元素

等于 Ā主对角线上的元素; Ā2 = Ā − Ā1为主对角线

元素为零的矩阵,代表自治系统中不同变量之间的相

互相影响; B̄1 = diagB̄ii为对角矩阵, 其对角线上的

元素等于 B̄主对角线上的元素; B̄2 = B̄ − B̄1为主对

角线元素为零的矩阵, 代表不同通道间的耦合.最后

通过引入辅助输入向量 v(t) ∈ Rm,设计如下解耦控

制器:

S1u(t) + S2u(t) = −Ky(t) + Lv(t). (4)

其中: S1、L为相应维数的对角矩阵, S1可逆; S2、K

为主对角元素为零的矩阵.用S1左乘式 (3), 并用 B̄1

左乘式 (4),得到

ẏ(t) = S−1
1 (S1Ā1)y(t) + S−1

1 (S1Ā2 − B̄1K)y(t)+

S−1
1 (S1B̄2 − B̄1S2)u(t) + S−1

1 B̄1Lv(t). (5)

由式 (5)可知, 为实现式 (2)的解耦, 应选择S1、S2、

K使得如下等式成立:

S1Ā2 = B̄1K, (6)

S1B̄2 = B̄1S2, (7)

则式 (5)转化为

ẏ(t) = Ā1y(t) + S−1
1 B̄1Lv(t). (8)

因为矩阵 Ā1和S−1
1 B̄1L均为对角矩阵,所以式 (2)实

现了完全解耦.

2.2 最最最优优优跟跟跟踪踪踪控控控制制制策策策略略略

下面针对式 (8)设计辅助输入量 v(t), 使得如下

性能指标达到最小:

J =
1

2
eT(tf )Fe(tf )+

1

2

w tf

t0
[eT(t)Qe(t) + vT(t)Rv(t)]dt. (9)

其中: e(t) = y(t) − yr(t)为跟踪误差, Q = QT > 0,

R = RT > 0, F = FT > 0为加权矩阵.令
=

A= Ā1,
=

B= S−1
1 B̄1L,则由最优控制理论[10]可知,最优跟踪控

制 v(t)为

v(t) = −R−1
=

B
T

P (t)y(t) +R−1
=

B
T

g(t). (10)

其中: P (t)和 g(t)根据下式求解:

Ṗ (t) = −P (t)
=

A −
=

A
T

P (t)+

P (t)
=

B R−1
=

B
T

P (t)−Q, (11)

ġ(t) = −[
=

A
T

−P (t)
=

B R−1
=

B
T

]g(t)−Qyr(t), (12)

其边界条件分别为

g t( )0
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图 1 最优解耦跟踪控制系统结构
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P (tf ) = F, (13)

g(tf ) = Fyr(tf ). (14)

综上所述,最优解偶跟踪控制器是由内环解耦控

制器和外环跟踪控制器组成的双环控制器.由式 (4)

和 (10)可知,最优解耦控制律为

u(t) = − (S1 + S2)
−1Ky(t) + (S1+

S2)
−1L[−R−1

=

B
T

P (t)y(t) +R−1
=

B
T

g(t)],

(15)

其结构如图 1所示.

3 仿仿仿真真真研研研究究究

为验证本文所提出的最优解耦控制方法的有效

性,本文分别针对内部矩阵为对角和非对角的被控对

象进行仿真实验.

3.1 内内内部部部矩矩矩阵阵阵为为为对对对角角角阵阵阵的的的数数数值值值算算算例例例

考虑如下被控对象:

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), x(t0) = x0;

y(t) = Cx(t). (16)

其中: x(t) ∈ R2, u = [u1, u2]
T ∈ R2, y = [y1, y2]

T ∈
R2分别为系统的状态、输入和输出量;系统的内部动

态矩阵、控制输入矩阵和输出矩阵分别为

A =

[
1.5 0

0 4

]
, B =

[
1.5 0

0 4

]
, C =

[
1 0

0 1

]
.

根据Bristol耦合性度量法则[11], 对于一对调节

量与被调量, 当相对增益在 0.3∼ 0.7之间或者大于

1.5时,表明系统存在非常严重的耦合,此时必须进行

解耦设计.易知,上述系统的相对增益矩阵为

RGA =

[
4 −3

−3 4

]
.

由于相对增益矩阵中对角线元素都是大于 1.5

的, 表明u2-y1回路和u1-y2回路分别对u1-y1回路和

u2-y2回路有非常严重的耦合影响.针对上述系统,选

择期望输出为

yr(t) =

[
y1r(t)

y2r(t)

]
=

[
0.3× sign(cos(πt/20))

0.2× sign(sin(πt/20))

]
,

(17)

终端时间 tf = 40. 根据式 (6)和 (7),选择加权矩阵

S1 =

[
2 0

0 4

]
, S2 =

[
0 2

3 0

]
,

K =

[
0 0

0 0

]
, L =

[
1 0

0 1

]
.

因此
=

A= A,
=

B= L. 选择

P (tf ) = F =

[
1 0

0 1

]
, Q =

[
2 0

0 2

]
,

R =

[
0.000 5 0

0 0.000 5

]
.

图 2为采用本文所提出的最优解耦控制方法的

输出曲线.从图 2可以看出,当 t = 10 s时,虽然 y1r(t)

发生跳变, 但没有影响 y2(t)的跟踪效果; 当 t = 20 s

时, 虽然 y2r(t)发生跳变, 但没有影响 y1(t)的跟踪效

果;同时,当 t = 30 s时,虽然 y1r(t)发生跳变,但同样

没有影响 y2(t)的跟踪效果. y1(t)和 y2(t)都能很好地

跟踪参考输入的变化.
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图 2 采用最优解耦控制方法的闭环系统输出与参考输入

为进行比较,采用经典的最优跟踪控制方法[9]的

仿真结果如图 3所示.从图 3可以看出,在 0 ∼ 10 s之

间,参考输入没有发生变化的情况下, y1(t)和 y2(t)都

能很好地跟踪参考输入; 但在 10 ∼ 20 s之间, 由于

y1r(t)发生了跳变, y1(t)和 y2(t)都没有跟踪上参考输

入.同理, 在 30 ∼ 40 s之间, y1(t)和 y2(t)也没有跟踪

上参考输入.
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图 3 采用经典最优跟踪控制方法

的闭环系统输出与参考输入

3.2 内内内部部部矩矩矩阵阵阵为为为非非非对对对角角角阵阵阵的的的数数数值值值算算算例例例

考虑如下被控对象:

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), x(t0) = x0;

y(t) = Cx(t). (18)

其中: x(t) ∈ R2, u = [u1, u2]
T ∈ R2, y = [y1, y2]

T ∈
R2分别为系统的状态、输入和输出量;系统的内部动

态矩阵、控制输入矩阵和输出矩阵分别为

A =

[
1.5 6

6 4

]
, B =

[
2 3

4 4

]
, C =

[
1 0

0 1

]
.

易知,上述系统的相对增益矩阵为
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RGA =

[
1.6 −0.6

−0.6 1.6

]
.

因此u2-y1回路和u1-y2回路分别对u1-y1回路和u2-

y2回路有非常严重的耦合影响.选择期望输出为

yr(t) =

[
y1r(t)

y2r(t)

]
=

[
sin(πt/10)

cos(πt/10)

]
, (19)

终端时间 tf = 20,根据式 (6)和 (7),选择加权矩阵

S1 =

[
2 0

0 4

]
, S2 =

[
0 3

4 0

]
,

K =

[
0 6

6 0

]
, L =

[
1 0

0 1

]
.

因此
=

A= A1,
=

B= L. 选择

P (tf ) = F =

[
1 0

0 1

]
, Q =

[
3 0

0 3

]
,

R =

[
0.005 0

0 0.005

]
.

图 4为采用本文所提出的最优解耦控制方法的

输出曲线.从图 4可以看出, y1(t)和 y2(t)都能很好地

跟踪参考输入的变化.
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图 4 采用最优解耦控制方法的闭环系统输出与参考输入

同样为了进行比较,采用经典的最优跟踪控制方

法[10]的仿真结果如图 5所示.从图 5可以看出, y1(t)

和 y2(t)都没有跟上参考输入的变化.
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图 5 采用经典最优跟踪控制方法

的闭环系统输出与参考输入

4 结结结 论论论

本文针对一类连续时间线性多变量系统,提出了

一种有限时间最优解耦控制方法. 该解耦控制器是由

内环前馈解耦控制和外环有限时间最优跟踪控制组

成的.首先,通过引入中间虚拟变量,采用前馈和输出

反馈的方法对系统进行解耦;然后,针对解耦后系统,

采用有限时间最优跟踪控制方法,实现系统对任意参

考输入的跟踪; 最后, 通过仿真对比验证了所提出方

法的有效性及优越性.
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