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基于序列二次规划法的新型分数阶PIλ-PDµ控制器设计
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摘 要: 针对被控对象具有分数阶特性的系统需要相应的分数阶控制器来提高控制效果,提出一种新型的分数

阶PIλ-PDµ控制器,系统的前向通道采用分数阶PIλ控制器,被控对象的内反馈环采用分数阶PDµ控制器,利用序

列二次规划法辨识分数阶PIλDµ控制器的参数,并设计了一种结构变换法求取分数阶PIλ-PDµ控制器的参数;然

后, 基于Oustaloup滤波器采用整数阶近似及模型降阶法对分数阶被控对象进行求解. 系统仿真结果表明, 与整数

阶PI-PD控制器相比,分数阶PIλ-PDµ控制器的抗干扰性较强,能更好地满足系统的动态响应要求.
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Design of a new fractional order PIλ-PDµ controller based on SQP
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Abstract: It is necessary to use the fractional order controller to improve control efficiency for the system with fractional

characteristics. Therefore, a novel fractional order PIλ-PDµ controller is proposed. The forward channel of the system

contains a fractional order PIλ controller, and the feedback loop uses PDµ controller. The method of sequential quadratic

programming(SQP) is used to identify the parameters of the fractional order PIλDµ controller. The parameters of the

fractional order PIλ-PDµ controller are acquired by using structure transformation method. Then, by using of integer order

approximation and reducing order approach, the fractional system is solved with the oustaloup filter. The simulation results

show that the dynamic performance and interference immunity of the fractional order PIλ-PDµ controller designed are better

than the integer order PI-PD controller in the existing results.
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0 引引引 言言言

目前控制系统中应用较为广泛、技术成熟的一

种控制方法是 PID控制.该方法具有易实现、结构简

单、鲁棒性强等优点,因此在多数工业控制中占据着

主导地位. 文献 [1]提出了一种 PI-PD控制器结构,并

用于整数阶系统,但当对象有分数阶特性时, 往往不

能得到理想的控制效果. KAHA[2] 将PI-PD控制器运

用在具有不稳定环节和积分环节的对象上,在跟随性

和抗扰性上都取得了较好的控制效果.无论是 PID控

制器还是 PI-PD控制器,大多数学者的研究主要考虑

它们的微分和积分阶次都是整数阶的情况, 研究成

果比较丰富.随着越来越多的研究领域涉及分数阶微

积分理论, 许多学者开始关注并将其与控制理论结

合.分数阶微积分实际上是整数阶微积分的延伸, 实

际生活中一些复杂系统用传统的整数阶模型来描述

并不是十分精确,因此利用分数阶微积分这一数学工

具可以准确地建立对象的分数阶模型. 针对这些分

数阶模型, 一些控制器应运而生. Lamara[3]给出了一

种CRONE控制器及参数优化方法; Podlubony[4]提出

了PIλDµ分数阶控制器; 李旺[5]提出了QFT控制器.

实际上分数阶控制器的微分和积分阶次可以为任何

实数, 整数阶的控制器恰好是其特例, 因而加深对分

数阶控制器的研究还是很有必要的. 严慧等[6]分析

了分数阶PIλDµ控制器的控制性能, 研究表明分数

阶PIλDµ控制性能优于整数阶PID.

本文在查阅大量资料的基础上, 利用整数阶 PI-
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PD控制器的结构[7], 提出一种新型的分数阶PIλ-
PDµ控制器. 首先通过辨识分数阶PIλDµ控制器参

数得到分数阶PIλ-PDµ控制器参数;其次通过分数阶
微分环节的Oustaloup滤波器近似, 得到分数阶被控
对象理想的整数阶表达形式; 同时, 利用序列二次规
划法, 基于 ITAE误差性能指标对控制器参数进行辨
识; 最后, 通过仿真比较分数阶PIλ-PDµ控制器与整

数阶 PI-PD控制器的动态性能,表明本文设计的分数
阶PIλ-PDµ控制器的抗干扰性较强,能更好地满足系
统的动态响应要求.

1 分分分数数数阶阶阶微微微积积积分分分

分数阶微积分是微积分的一个分支,它是对函数
进行分数阶的微分和积分. 它的阶次可以是整数也可
以是小数,利用其描述自然现象更为全面. 利用分数
阶微分方程理论知识可以建立被控对象的分数阶模

型. 分数阶微积分以加权形式涵盖了函数的整体信
息,而整数阶微积分仅仅决定函数的局部特征, 所以
利用分数阶微积分建立对象的分数阶模型,可以更为
准确地描述系统实际的动态响应,提高对动态系统的
设计、表征和控制的能力. 连续分数阶微积分算子定
义为

aD
α
t =


dα

dtα
, Re(α) > 0;

1, Re(α) = 0;w t

a
(dτ)

−α
, Re(α) < 0.

(1)

常用的分数阶微积分定义有Grunwald-Letnikov
定义、Riemann-Liouville定义和Caputo定义[8]. 利用
GL定义与RL定义描述一些实际函数时,结果是一样
的,因此两者在一定情况下可以等效. 但是,若对实际
采样信号进行数值求解,则GL定义的描述更为简洁
明了. 本文的分数阶模型与分数阶控制器的描述都是
基于GL分数阶微积分定义的.

GL定义是目前使用较为广泛的一种分数微积分
定义形式,其数学表达式为

aD
α
t f(t) = lim

h→0

1

hα

[(t−a)/h]∑
j=0

(−1)
j
[ α

j

]
f(t− jh), (2)

其中w
(α)
j = (−1)j

[ α

j

]
为函数 (1− z)α的多项式系

数,该系数可由下列递推公式求出:

w
(α)
0 = 1, w

(α)
j =

(
1− α+ 1

j

)
w

(α)
j−1, j = 1, 2, · · · ,

(3)

则GL定义式可改写为

aD
α
t f(t) = lim

h→0

1

hα

[(t−a)/h]∑
j=0

w
(α)
j f(t− jh). (4)

其中: h为仿真时间步长, 取足够小的步长h即可求

出该微分方程的近似数值解; α取值限定在 (−1,1)内,

当微分阶次绝对值大于 1时,可将其化为整数阶与分
数阶相乘的形式.

由式 (4)可以看出,函数的某一时刻分数阶微分
值由前面所有采样时刻的函数值共同决定,说明分数
阶微分是非局部算子, 即分数阶微分具有记忆性, 而
整数阶微分只取决于当前时刻函数值.一些实际的具
有记忆性的系统模型恰好可以使用分数阶微积分辨

识模型参数,弥补了整数阶微积分辨识时的不足之处,
但随之产生的问题是计算分数阶微分需要进行大量

的数据计算.观察式 (1),发现随着项数的增大, w(α)
j 逐

渐衰减, 说明对于当前时刻的分数阶微分值, 越接
近当前时刻的函数值越起主要作用, 因此在计算

aD
α
t f(t)时, 可以对所需计算的数据量作截短处理.

假设取时间长度为L,则式 (2)的近似表达式为

t−LD
α
t f(t) = lim

h→0

1

hα

[L/h]∑
j=0

w
(α)
j f(t− jh). (5)

2 分分分数数数阶阶阶PIλ-PDµ控控控制制制器器器设设设计计计

分数阶PIλ-PDµ控制器的比例-积分-微分位于

闭环系统的前向通道上,而在分数阶PIλ-PDµ控制器

中, 本文进行了重新设计, 即将PIλ部分放置于系统

的前向通道上, PDµ部分放于被控对象的反馈部分.

当λ、µ都等于 0时,相当于常规的 P控制器. 当λ = 0

时, 被控对象加入PDµ控制器作为反馈, 再进行 P控

制器的控制;当µ = 0时,为分数阶PIλ控制器. 设分

数阶PIλ、PDµ两个控制器的表达式为

GPIλ(s) = Kp

(
1 +

1

Tisλ

)
, (6)

GPDµ(s) = Kf (1 + Tds
µ). (7)

分数阶PIλ-PDµ控制结构如图 1所示.

G sPIλ( ) G s( )

G sPDμ( )

r s( )+
-

+

-

c s( )

图 1 PIλ-PDµ 控制结构

设分数阶线性定常系统的传递函数为

G(s) =
1

aksβk + · · ·+ a1sβ1 + a0sβ0
=

1
k∑

i=0

ais
βi

,

(8)

加入PDµ控制器作为反馈后,被控对象传递函数为

G1(s) =
1

aksβk + · · ·+ a1sβ1 +KfTdsµ +Kf
. (9)

该系统闭环传递函数如下:

Φ(S) =
KpTis

λ +Kp

bksαk + · · ·+ b1sα1 + b0sα0 + kpsλ + βsλ+µ
.

(10)
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2.1 控控控制制制器器器结结结构构构的的的变变变换换换

将图 1所示控制结构进行变换,则分数阶控制系
统如图 2所示.

G s +G sPD PIμ λ( ) ( )

G sPIλ( ) + Σ $%&
PI D

λ μ
!"#

G s( )
r

ITAE SQP

-

y

[K ,p K ,K ,λ,μi d ]

图 2 变换后的控制结构

设分数阶PIλDµ控制器的表达式如下:

GPIλDµ(s) = K∗
p(1 +K∗

i s
−λ +K∗

ds
−µ). (11)

由GPIλDµ(s) = GPIλ(s) +GPDµ(s)得

GPIλDµ(s) =

(Kp +Kf )
[
1 +

Kp

Kp +Kf

1

Tisλ
+

Kf

Kp +Kf
Tds

µ
]
.

(12)

比较式 (11)与 (12),当λ = 1, µ = 1时,即为整数阶PI-
PD控制器. 通过选取一个中间变量λ, λ为任意实数,
可得分数阶PIλDµ控制器与分数阶PIλ-PDµ控制器

的参数关系如下:

Kp =
α

1 + α
K∗

p , (13)

Kf =
1

1 + α
K∗

p , (14)

Ti =
α

1 + α

1

K∗
i

, (15)

Td = (1 + α)K∗
d . (16)

由式 (13)∼ (16)可知,分数阶PIλ-PDµ控制器的参数

可通过分数阶PIλDµ控制器参数得到,改变α值可改

变分数阶PIλ-PDµ控制器参数,从而观察被控对象的
动态响应特性.

2.2 分分分数数数阶阶阶被被被控控控对对对象象象的的的模模模型型型降降降阶阶阶近近近似似似

实际中存在的系统在一定程度上受到了非整数

阶次的影响,例如,具有记忆性、遗传性的黏粘性物质
以及大规模扩散或热传导等动态过程均为典型的非

整数阶系统或过程. 具有记忆性质的旋转梁、某些物
质热扩散过程以及存在特殊规律衰耗的RC电路,其
电压电流关系均可以用如下类似传递函数描述:

G(s) =
1

0.8s2.2 + 0.5s0.9 + 1
. (17)

整数阶的理论方法只适用于微积分阶次是整数

的情形, 而分数阶微积分阶次是分数的, 因此不能用
分析整数阶的方法分析分数阶系统.目前研究分数阶
系统的主要方法是对分数阶系统进行有理函数的近

似化和离散化,即将分数阶系统转化为一般的控制系
统进行理论研究.

分数阶系统的近似方法主要有两种: 直接近似
化和间接近似化.也可以借用信号处理的一些工具来
近似分数阶系统.目前效果较好的近似方法是改进的

Oustaloup近似法,该方法可以提高近似频段两端的近
似效果, 提高了整体的近似精度. 本文对式 (17)中的
分数阶微分环节用改进的Oustaloup滤波器近似[8],得
到的结果为 23阶表达式G0(s). 对G0(s)进行模型降

阶,选取不同的阶次组合,比较误差函数值,结果如表
1所示.

表 1 不同阶次组合下的降阶模型与比较

r m 降阶模型 误差J

0 1 Gr1(s) =
1.191

s + 1.191
1.287 6

0 2 Gr2(s) =
1.369

s2 + 0.340 6s2 + 1.369
0.26

0 3 Gr3(s) =
5.509

s3 + 4.042s2 + 2.66s + 5.509
0.155 3

1 2 Gr4(s) =
−0.259 1s + 1.444

s2 + 0.342 6s + 1.444
0.213

1 3 Gr5(s) =
0.9258s + 1.217

s3 + 1.098s2 + 1.647s + 1.217
0.04

表 1中, r和m分别表示分子与分母的阶次.其中
Gr5(s)误差最小, 拟合程度较高, 从而可确定被控对
象的整数阶表达式如下:

Gi(s) =
0.925 8s+ 1.217

s3 + 1.098s2 + 1.647s+ 1.217
. (18)

2.3 基基基于于于序序序列列列二二二次次次规规规划划划法法法的的的分分分数数数阶阶阶PIλDµ控控控制制制器器器

参参参数数数辨辨辨识识识

针对不同结构的控制器,其参数优化方法也有所
不同.本文分数阶PIλDµ控制器参数的最优控制问题

为非线性约束优化问题,常用的优化方法有惩罚函数
法、增广乘子法、序列二次规划法 (SQP)[10]. SQP方
法收敛速度快、效率较高. 因此本文选取序列二次规
划法对控制器的参数进行辨识.

有约束非线性规划问题表示如下:

min f(X).

s.t. hi(X) = 0, i = 1, 2, · · · ,m;

gj(X) > 0, j = 1, 2, · · · , n. (19)

其中: f(X)为目标函数, hi(X)和 gj(X)为等式约束

条件和不等式约束条件.将该问题用拉格朗日函数描
述为

L(X,λ) = f(X) +

m∑
i=1

λihi(X) +

n∑
j=m+1

λjgj(X),

(20)

其中λi和λj是Lagrange算子. 序列二次规划法的思
想是将求解式转换为二次规划, 为确保每次迭代时
Xk向可行解接近时,目标函数呈现下降趋势,可进一
步将Xk+1的二次规划问题改为求搜索方向 d的二次

规划问题,可得到如下形式的二次规划 (QP)子问题:

min
d∈Rn

1

2
dTHkd+ (∆f(Xk))

Td.

s.t. (∇hi(X))
T
d+ hi(X) = 0;

(∇gj(X))
T
d+ gj(X) = 0. (21)
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可以得到

Xk+1 = Xk + αkdk.

其中αk为步长. SQP的迭代过程如下:

Step 1: 确定初值X0,H0;

Step 2: 解二次规划子问题, 确定搜索方向 dk和

λk+1
i,j ;

Step 3: 令Xk+1 = Xk + αkdk, 并判断是否满足
收敛条件, 若满足, 则选取 (Xk+1, λ

k+1)为原问题最

优解,不满足则返回 Step 2继续迭代.

选择不同的误差性能指标进行分数阶PIλDµ控

制器参数整定时,所得系统闭环控制效果是不一样的.
鉴于 ITAE误差性能指标可以使调节时间变短, 较好
地抑制长时间存在的误差,本文选择 ITAE (时间乘以
误差绝对值积分)准则作为设计分数阶PIλDµ控制器

的优化准则,即

ITAE =
w ∞

0
t |e(t)| dt. (22)

针对控制系统相对稳定性, 采用相位裕度[11]作

为控制器设计的一个规则.控制系统开环传递函数在
wc处的幅值特性为

|G(jwc)|dB = |G(jwc)||P (jwc)|dB = 0. (23)

控制系统开环传递函数相位满足如下关系:(d(Arg[C(jw)P (jw)])

dw

)
w=wc

= 0. (24)

本文以式 (22)为目标函数,以式 (23)和 (24)为非
线性等式约束条件,对分数阶PIλDµ控制器参数进行

辨识. 分数阶PIλDµ控制器参数辨识步骤如下:

Step 1: 建立被控对象传递函数模型;

Step 2: 对于分数阶微积分阶次采用网格化的方
法, 即积分阶次λ和微分阶次µ变化范围在 0.1∼ 0.9
之间,步距为 0.1;

Step 3: 基于以上描述对比例系数Kp、积分系数

Ki、微分系数Kd进行优化辨识;

Step 4: 综合目标函数值、动态性能、稳态误差等
因素选择最理想的参数组合;

Step 5: 分数阶控制器的数字实现.

在 ITAE误差准则下,设计分数阶 PIλDµ控制器,
一般而言, λ和µ的不同组合会得到不同的 ITAE值.
图 3显示了λ和µ在范围 [0.1, 0.9]内的不同组合得到
的 ITAE值.

在 ITAE评价准则下, 由图 3选取 ITAE最小值
0.129 4时对应的λ和µ的值.分数阶PIλDµ控制器微

积分的阶次λ = 0.8, µ = 0.9,由序列二次规划法得到
的分数阶控制器的参数如下:

Kp = 13.179, Ki = 154.79, Kd = 225.35.

对应的分数阶PIλDµ控制器传递函数如下:

Gc(s) = 13.179 +
154.79

s0.8
+ 225.35s0.9. (25)

00
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0.4
0.6

0.8
1.0

0.5
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50

100
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200
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T

A
E

图 3 不同λ和µ的 ITAE值

与分数阶PIλDµ控制器相比, 分数阶PIλ-PDµ控制

器的灵活性更好,更适用于具有积分和不稳定的分数
阶控制系统.

3 仿仿仿真真真结结结果果果

根据式 (13)∼ (16),令α = 1,分数阶PIλ-PDµ控

制器参数Kp = 6.6, Kf = 6.6, Ti = 0.0426, Td =

34.2,则分数阶PIλ-PDµ控制器的PIλ和PDµ部分的

传递函数如下:

GPIλ(s) = 6.6×
(
1 +

1

0.042 6s0.8

)
, (26)

GPDµ(s) = 6.6× (1 + 34.2s0.9). (27)

考虑λ = 1, µ = 1的情况, 利用上述方法辨识
得到整数阶PID控制器参数K∗

p = 5.4, K∗
i = 1.344,

K∗
d = 0.85. 令α = 1/2, 则整数阶PI-PD控制器的PI
和 PD部分的传递函数如下:

GPI(s) = 1.478×
(
1 +

1

0.248s

)
, (28)

GPD(s) = 4.0361× (1 + 1.28s). (29)

图 4中虚线代表具有最小 ITAE评价值的分数阶
PIλ-PDµ控制器下的阶跃响应, 实线代表整数阶 PI-
PD控制器的控制效果. 观察以上两条响应曲线可以
看出,采用分数阶控制器的响应曲线与整数阶控制器
的响应曲线相比,在稳态性能很好的情况下, 系统超
调量减小较多, 上升时间变化不大,但调节时间明显
缩短,系统的控制性能得到了改善.
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图 4 不同控制器下系统的阶跃响应

图 5为两种控制器作用下的Bode图. 由虚线部
分可知, 在截止频率附近相位是平滑的, 表明随着增
益在一定范围内变化时,系统具有较好的鲁棒性. 系
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统响应特性基本不变,表明系统具有较好的增益变化
鲁棒性. 比较两者曲线可知,采用分数阶PIλ-PDµ控

制器时,系统相角裕度比采用整数阶 PI-PD控制器变
化不大,但幅值裕度明显增大,带宽频率大,从而系统
具有较好的快速性.
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图 5 整数阶 PI-PD控制器和分数阶

PIλ-PDµ控制器作用的Bode图

当系统在 30 s时出现幅值为 3的阶跃扰动时,整
数阶 PI-PD控制器和分数阶PIλ-PDµ控制器作用下

系统的阶跃响应如图 6所示. 整数阶控制下系统出现
一定的振荡和超调,而分数阶控制器能够更快使系统
恢复稳定状态,表明分数阶PIλ-PDµ控制器作用下系

统抑制外界干扰的能力较强.
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图 6 加扰动后两种控制器作用效果对比

4 结结结 论论论

通过仿真研究发现, 分数阶PIλ-PDµ控制器既

具有整数阶 PI-PD控制器的特点, 又优于整数阶 PI-
PD控制器. 分数阶PIλ-PDµ控制器具有 6个可调参
数, 灵活性高,能适时调整参数以适应被控对象的需
求. 基于序列二次规划法和误差性能指标 ITAE辨识
分数阶PIλDµ控制器的参数, 进而得到分数阶PIλ-
PDµ的参数Kf、Kp、Ti、Td、λ、µ 的值,而文中α值

是给定的,改变α值可以获得多组分数阶PIλ-PDµ控

制器参数值. 实际上, α在某一范围内变化时对系统
的动态特性影响很小.

本文将分数阶PIλ-PDµ控制器运用在一个典型

的分数阶系统上, 并利用改进的Oustaloup方法对该

系统进行了模型降阶与求解. 分析表明,系统的阶跃

响应超调量变小,动态性能优于整数阶 PI-PD控制器,

并且可以很好地抑制系统外界的扰动.
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