
第 31卷 第 12期
Vol. 31 No. 12

控 制 与 决 策
Control and Decision

2016年 12月
Dec. 2016

广义毕达哥拉斯模糊集成算子及其决策应用

文章编号: 1001-0920 (2016) 12-2280-07 DOI: 10.13195/j.kzyjc.2015.1537

刘卫锋, 常 娟, 何 霞

(郑州航空工业管理学院 理学院，郑州 450015)

摘 要: 研究毕达哥拉斯模糊决策环境下的集成算子及其决策应用.给出拟加权几何集成算子和拟有序加权几何算

子的概念,并分析它们的性质.将有序加权平均算子、有序加权几何算子、拟有序加权平均算子和拟有序加权几何算

子推广到毕达哥拉斯模糊决策环境,定义毕达哥拉斯模糊有序加权平均算子、广义毕达哥拉斯模糊有序加权平均算

子、毕达哥拉斯模糊有序加权几何算子、广义毕达哥拉斯模糊有序加权几何算子、拟毕达哥拉斯模糊有序加权平均

算子和拟毕达哥拉斯模糊有序加权几何算子.提出基于广义毕达哥拉斯模糊集成算子的决策方法,并通过实例验证

其可行性.
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0 引引引 言言言

在决策过程中, 由于集成算子的有效性能够更

加明确地反映决策结果,正确地体现决策效果,关于

集成算子的研究一直是多属性决策研究的一个核心

问题.目前, 最常见的集成算子有 (加权)算术平均算

子[1]、(加权)几何平均算子[2]、有序加权平均算子[3]、

有序加权几何算子[4]以及有序加权调和平均算子[5]、

广义有序加权平均算子[6]、拟有序加权平均算子[7]等.

其中, 拟有序加权平均算子最为广泛,它囊括了几乎

常见的集成算子.该算子通过生成函数将多种信息

集成算子综合在一个函数表达式中, 决策者通过控

制生成函数调整决策结果, 不同的生成函数对应于

不同的集成算子, 因此研究该算子及相关的广义集

成算子对于发展多属性决策具有重要的理论和现实

意义.考虑到决策中信息往往具有不确定性, 将上述

集成算子推广到不确定性决策环境势在必行.许多学
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者为此做出了努力, 提出了诸如广义区间数有序加

权平均算子[8]、广义语言有序加权平均算子[9]、广义

直觉模糊有序加权平均算子[10]、广义直觉模糊几何

算子[11]、不确定诱导拟算术OWA算子[12]、拟算术直

觉模糊OWA算子[13]、诱导拟算术不确定语言集成算

子[14]、犹豫模糊集成算子[15]、拟算术三角模糊OWA

算子[16]等.

作为模糊集[17]的一种有效推广, 由于直觉模糊

集[18]可以从支持、反对、中立 3方面全面描述客观世

界,受到了许多学者的关注[19-23].但是,在直觉模糊决

策过程中,可能出现如下情况: 决策者给出的方案满

足属性的隶属度和非隶属度之和大于 1.为此, 文献

[24-25]在研究了各种模糊集的补运算基础上, 结合

上述情况,提出了允许隶属度和非隶属度之和超过 1,

而其平方和不超过 1的毕达哥拉斯模糊集,使得决策

者在决策过程中不必重新修改直觉模糊属性值也可

以进行决策; 同时, Yager提出了毕达哥拉斯模糊信

息集成的加权平均 (PFWA)算子和有序加权几何算子

(PFOWG).近期,一些学者研究了毕达哥拉斯模糊集

及其决策应用.文献 [26]定义了毕达哥拉斯模糊数的

运算及距离等概念, 研究了毕达哥拉斯模糊TOPSIS

法及其决策应用;文献 [27]将毕达哥拉斯模糊集与软

集[28]相结合,提出了毕达哥拉斯模糊软集,并探讨了

其决策应用; 文献 [29-30]研究了区间值毕达哥拉斯

模糊集及其决策应用;文献 [31]研究了毕达哥拉斯模

糊数的连续性及微分等内容.由这些研究文献可以看

出, 关于毕达哥拉斯模糊集的研究还是非常薄弱的,

有待进一步完善和深入研究.

在上述研究基础上,本文继续研究和完善毕达哥

拉斯模糊集成算子理论和方法.首先, 提出拟加权几

何 (QWG)算子和拟有序加权几何 (QOWG)算子, 并

证明它们具有幂等性、单调性和有界性等性质;其次,

在毕达哥拉斯模糊数运算[26]基础上, 定义毕达哥拉

斯模糊有序加权平均 (PFOWA)算子、广义毕达哥拉

斯模糊有序加权平均 (GPFOWA)算子,毕达哥拉斯模

糊有序加权几何 (PFOWG)算子以及广义毕达哥拉斯

模糊有序加权几何 (GPFOWG)算子, 并分别研究它

们的性质; 然后, 将拟有序加权平均 (QOWA)算子和

QOWG算子推广到毕达哥拉斯模糊决策环境,分别定

义拟毕达哥拉斯模糊有序加权平均 (QPFOWA)算子

和拟毕达哥拉斯模糊有序加权几何 (QPFOWG)算子,

它们分别将多种毕达哥拉斯模糊信息集成算子综合

在一个函数表达式中, 使得 PFOWA算子、GPFOWA

算子以及 PFOWG算子和GPFOWG算子成为它们的

特例; 最后,提出基于广义毕达哥拉斯模糊集成算子

的决策方法,并通过实例说明其可行性和有效性.

1 相相相关关关概概概念念念

定义 1[3] 设 ai ∈ R+(i = 1, 2, · · · , n)为一组待
集成数据, 其中R+ = {x | x > 0}, 如果函数OWA :

(R+)n → R+, OWA(a1, a2, · · · , an) =
n∑

j=1

wjbj ,则称

OWA为有序加权平均算子,简称OWA算子.其中: bj
为 ai (i = 1, 2, · · · , n)中第 j大的数, 权重向量 (w1,

w2, · · · , wn)满足wj > 0且
n∑

j=1

wj = 1.

定义 2[4] 设 ai ∈ R+(i = 1, 2, · · · , n)为一组待
集成数据, 其中R+ = {x | x > 0}, 如果函数OWG :

(R+)n → R+, OWG(a1, a2, · · · , an) =

n∏
j=1

b
wj

j , 则称

OWG为有序加权几何算子,简称OWG算子.其中: bj
为 ai (i = 1, 2, · · · , n)中第 j大的数, 权重向量 (w1,

w2, · · · , wn)满足wj > 0且
n∑

j=1

wj = 1.

定义 3[6] 设 ai ∈ R+(i = 1, 2, · · · , n)为一组待
集成数据,其中R+ = {x | x > 0},如果函数GOWA :

(R+)n→ R+, GOWA(a1, a2, · · · , an) =
( n∑

j=1

wjb
λ
j

) 1
λ

,

则称GOWA为广义有序加权平均算子, 简称GOWA

算子.其中: bj为 ai(i = 1, 2, · · · , n)中第 j大的数,权

重向量 (w1, w2, · · · , wn)满足wj > 0且
n∑

j=1

wj = 1,

参数λ ∈ R− {0}.

定义 4[7] 设 ai ∈ R+(i = 1, 2, · · · , n)为一组待
集成数据, R+ = {x | x > 0},若函数QOWA : (R+)n

→ R+, QOWA(a1, a2, · · · , an) = f−1
( n∑

j=1

wjf(bj)
)

,

则称QOWA为拟有序加权平均算子, 简称QOWA算

子.其中: bj为 ai (i = 1, 2, · · · , n)中第 j大的数,权重

向量 (w1, w2, · · · , wn)满足wj > 0且
n∑

j=1

wj = 1.

定义 5[18] 设X为论域, 则称三元组A = {⟨x,
µA(x), νA(x)⟩ | x ∈ X}为X上的一个直觉模糊集.其

中: νA : X → [0, 1], νA : X → [0, 1]为X上的模糊集,

µA(x)、νA(x)分别表示X上元素x属于A的隶属度

和非隶属度,且对于 ∀x ∈ X,µA(x), νA(x) ∈ [0, 1],有

µA(x) + νA(x) 6 1.

定义 6[24-25] 设X为论域,则称三元组A = {⟨x,
µA(x), νA(x)⟩ | x ∈ X}为X上的一个毕达哥拉斯模

糊集.其中: νA : X → [0, 1], νA : X → [0, 1]为X上的

模糊集, µA(x)、νA(x)分别表示X上元素x属于A的

隶属度和非隶属度, 且对于 ∀x ∈ X,µA(x), νA(x) ∈
[0, 1],有µ2

A(x) + ν2A(x) 6 1.
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称πA(x) =
√

1− µ2
A(x)− ν2A(x)为x属于A的

犹豫度.

称α = ⟨µα, να⟩为毕达哥拉斯模糊数[26].全体毕

达哥拉斯模糊数集合记作PHN.

定义 7[26] 设α = ⟨µα, να⟩, αi = ⟨µαi , ναi⟩ (i =
1, 2)为毕达哥拉斯模糊数,定义:

1) α1

⊕
α2 = ⟨

√
µ2
α1

+ µ2
α2

− µ2
α1
µ2
α2
, να1να2⟩;

2) α1

⊗
α2 = ⟨µα1µα2 ,

√
ν2α1

+ ν2α2
− ν2α1

ν2α2
⟩;

3) λα = ⟨
√

1− (1− µ2
α)

λ, νλα⟩, λ > 0;

4) αλ = ⟨µλ
α,
√

1− (1− ν2α)
λ⟩, λ > 0.

定义 8[25] 设αi = ⟨µαi , ναi⟩ (i = 1, 2)为毕达哥

拉斯模糊数,定义α1 > α2 ⇔ µα1 > µα2 , να1 6 να2 .

定义 9[26] 设α = ⟨µα, να⟩为毕达哥拉斯模糊
数,定义 sα = µ2

α − ν2α为α的得分函数.

定义 10[26] 设αi = ⟨µαi , ναi⟩ (i = 1, 2)为毕达

哥拉斯模糊数, 定义: 1)若 sα1 < sα2 , 则α1 < α2; 2)

若 sα1
= sα2

,则α1 ≈ α2.

2 拟拟拟有有有序序序加加加权权权几几几何何何算算算子子子

定义 11 设 ai ∈ R+ (i = 1, 2, · · · , n)为一组待
集成数据, R+ = {x | x > 0}, 若函数QWG : (R+)n

→ R+, QWG(a1, a2, · · · , an) = f−1
( n∏

i=1

(f(ai))
wi

)
,

则称QWG为拟加权几何算子,简称QWG算子.其中:

f为严格单调连续函数,权重向量 (w1, w2, · · · , wn)满

足wi > 0且
n∑

i=1

wi = 1.

定理 1 设 ai ∈ R+ (i = 1, 2, · · · , n)为一组待集
成数据.

1) 幂等性.如果 ai = a, i = 1, 2, · · · , n, 则有

QWG(a1, a2, · · · , an) = a.

2)单调性.设 ci ∈ R+ (i = 1, 2, · · · , n)为另一组
待集成数据,且 ai 6 ci (i = 1, 2, · · · , n),则QWG(a1,

a2, · · · , an) 6 QWG(c1, c2, · · · , cn).

3)有界性.令 amin = min
i
{ai}, amax = max

i
{ai},

则 amin 6 QWG(a1, a2, · · · , an) 6 amax.

定义 12 设 ai ∈ R+ (i = 1, 2, · · · , n)为一组待
集成数据, R+ = {x | x > 0},若函数QOWG : (R+)n

→ R+, QOWG(a1, a2, · · · , an) = f−1
( n∏

j=1

(f(bj))
wj

)
,

则称QOWG为拟有序加权几何算子, 简称QOWG算

子.其中: bj为 ai (i = 1, 2, · · · , n)中第 j大的数; f为

严格单调连续函数; (w1, w2, · · · , wn)是与QOWG算

子相关联的权重向量,且满足wj > 0,
n∑

j=1

wj = 1.

定理 2 设 ai ∈ R+ (i = 1, 2, · · · , n)为一组待集

成数据.

1) 幂等性.如果 ai = a, i = 1, 2, · · · , n, 则有

QOWG(a1, a2, · · · , an) = a.

2)单调性.设 ci ∈ R+ (i = 1, 2, · · · , n)为另一组
待集成数据, ai 6 ci (i = 1, 2, · · · , n), 则QOWG(a1,

a2, · · · , an) 6 QOWG(c1, c2, · · · , cn).

3)有界性.令 amin = min
i
{ai}, amax = max

i
{ai},

则 amin 6 QOWG(a1, a2, · · · , an) 6 amax.

4) 置换不变性.设 a
′

i (i = 1, 2, · · · , n)为 ai (i =

1, 2, · · · , n)的一个置换,则QOWG(a
′

1, a
′

2, · · · , a
′

n) =

QOWG(a1, a2, · · · , an).
证证证明明明 由于定理 2中的 3)和 4)可由 1)和 2)得

到,这里只证 1)和 2).

1)若 ai = a, i = 1, 2, · · · , n,则

QOWG(a1, a2, · · · , an) =

f−1
( n∏

j=1

(f(a))wj

)
= f−1

(
(f(a))

n∑
j=1

wj
)
= a.

2)设

QOWG(a1, a2, · · · , an) = f−1
( n∏

j=1

(f(bj))
wj

)
,

QOWG(c1, c2, · · · , cn) = f−1
( n∏

j=1

(f(dj))
wj

)
.

其中: bj为 ai (i = 1, 2, · · · , n)中第 j大的数, dj为

ci (i = 1, 2, · · · , n)中第 j大的数.

由 ai 6 ci (i = 1, 2, · · · , n)可知, ci 6 di (i =

1, 2, · · · , n),则有:

① 当 f严格增加时, f−1也严格增加, 即 f(bi)

6 f(di),从而有
n∏

j=1

(f(bi))
wj 6

n∏
j=1

(f(di))
wj ,

由此可得

f−1
( n∏

j=1

(f(bi))
wj

)
6 f−1

( n∏
j=1

(f(di))
wj

)
,

故

QOWG(a1, a2, · · · , an) 6 QOWG(c1, c2, · · · , cn).

②当 f严格递减时, f−1也严格递减,即 f(bi) >
f(di),从而有

n∏
j=1

(f(bi))
wj >

n∏
j=1

(f(di))
wj ,

由此可得

f−1
( n∏

j=1

(f(bi))
wj ) 6 f−1(

n∏
j=1

(f(di))
wj

)
,

因此有QOWG(a1, a2, · · · , an) 6 QOWG(c1, c2, · · · ,
cn). 2
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3 广广广义义义毕毕毕达达达哥哥哥拉拉拉斯斯斯模模模糊糊糊集集集成成成算算算子子子

3.1 广广广义义义毕毕毕达达达哥哥哥拉拉拉斯斯斯模模模糊糊糊有有有序序序加加加权权权平平平均均均算算算子子子

定义 13 设αi = ⟨µαi , ναi⟩ (i = 1, 2, · · · , n)为
一组毕达哥拉斯模糊数, 如果函数PFOWA : PFNn

→ PFN, PFOWA(α1, α2, · · · , αn) =

n⊕
j=1

wjβj , 则称

PFOWA 为毕达哥拉斯模糊有序加权平均算子,简称

PFOWA算子.其中: βj为αi (i = 1, 2, · · · , n)中第 j大

的毕达哥拉斯模糊数, 权重向量 (w1, w2, · · · , wn)满

足wj > 0且
n∑

j=1

wj = 1.

定理 3 设αi = ⟨µαi , ναi⟩ (i = 1, 2, · · · , n)为一
组毕达哥拉斯模糊数,则

PFOWA(α1, α2, · · · , αn) =

n⊕
j=1

wjβj =

⟨√√√√1−
n∏

j=1

(1− µ2
βj
)wj ,

n∏
j=1

ν
wj

βj

⟩
.

证证证明明明 当n = 2时,有

PFOWA(α1, α2) =

2⊕
j=1

wjβj =

⟨
√

1− (1− µ2
β1
)w1 , νw1

β1
⟩
⊕

⟨
√

1− (1− µ2
β2
)w2 , νw2

β2
⟩ =

⟨√√√√1−
2∏

j=1

(1− µ2
βj
)wj ,

2∏
j=1

ν
wj

βj

⟩
.

假设当n = k时,下式成立:

PFOWA(α1, α2, · · · , αk) =⟨√√√√1−
k∏

j=1

(1− µ2
βj
)wj ,

k∏
j=1

ν
wj

βj

⟩
,

则当n = k + 1 时,有

PFOWA(α1, α2, · · · , αk+1) =

k+1⊕
j=1

wjβj =

k⊕
j=1

wjβj

⊕
wk+1βk+1 =

⟨√√√√1−
k∏

j=1

(1− µ2
βj
)wj ,

k∏
j=1

ν
wj

βj

⟩⊕
⟨
√

1− (1− µ2
βk+1

)wk+1 , ν
wk+1

βk+1
⟩ =

⟨√√√√1−
k+1∏
j=1

(1− µ2
βj
)wj ,

k+1∏
j=1

ν
wj

βj

⟩
.

由数学归纳法可知,定理成立. 2

容易证明PFOWA算子具有幂等性、有界性和置

换不变性.

定义 14 设αi = ⟨µαi , ναi⟩ (i = 1, 2, · · · , n)为
一组毕达哥拉斯模糊数,若函数GPFOWA : PFNn →

PFN, GPFOWA(α1, α2, · · · , αn) =
( n⊕

j=1

wjβ
λ
j

)1/λ

,

则称GPFOWA为广义毕达哥拉斯模糊有序加权平

均算子, 简称GPFOWA算子.其中: βj为αi (i = 1, 2,

· · · , n)中第 j大的毕达哥拉斯模糊数,权重向量 (w1,

w2, · · · , wn)满足wj > 0且
n∑

j=1

wj = 1,参数λ > 0.

定理 4 设αi = ⟨µαi
, ναi

⟩ (i = 1, 2, · · · , n)为一
组毕达哥拉斯模糊数,则有

GPFOWA(α1, α2, · · · , αn) =⟨(√√√√1−
n∏

j=1

(1− µ2λ
βj
)wj

)1/λ

,

√√√√1−
[
1−

n∏
j=1

(1− (1− ν2βj
)λ)wj

]1/λ⟩
.

证证证明明明 首先, 使用数学归纳法证明
n⊕

j=1

wjβ
λ
j =

⟨√√√√1−
n∏

j=1

(1− µ2λ
βj
)wj ,

n∏
j=1

(
√

1− (1− ν2βj
)λ)wj

⟩
.

当n = 2时,有
2⊕

j=1

wjβ
λ
j = w1β

λ
1

⊕
w2β

λ
2 =

w1⟨µλ
β1
,
√

1− (1− ν2β1
)λ⟩

⊕
w2⟨µλ

β2
,
√

1− (1− ν2β2
)λ⟩ =

⟨
√

1− (1− µ2λ
β1
)w1 , (

√
1− (1− ν2β1

)λ)w1⟩
⊕

⟨
√

1− (1− µ2λ
β2
)w2 , (

√
1− (1− ν2β2

)λ)w2⟩ =

⟨√√√√1−
2∏

j=1

(1− µ2λ
βj
)wj ,

2∏
j=1

(
√

1− (1− ν2βj
)λ)wj

⟩
.

假设当n = k时,有
k⊕

j=1

wjβ
λ
j =

⟨√√√√1−
k∏

j=1

(1− µ2λ
βj
)wj ,

k∏
j=1

(
√

1− (1− ν2βj
)λ)wj

⟩
,

则当n = k + 1时,有
k+1⊕
j=1

wjβ
λ
j =

k⊕
j=1

wjβ
λ
j

⊕
wk+1β

λ
k+1 =

⟨√√√√1−
k∏

j=1

(1− µ2λ
βj
)wj ,

k∏
j=1

(
√

1− (1− ν2βj
)λ)wj

⟩⊕
⟨
√

1− (1− µ2λ
βk+1

)wk+1 , (
√

1− (1− ν2βk+1
)λ)wk+1⟩ =
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⟨√√√√1−
k+1∏
j=1

(1− µ2λ
βj
)wj ,

k+1∏
j=1

(
√

1− (1− ν2βj
)λ)wj

⟩
.

并有( n⊕
j=1

wjβ
λ
j

)1/λ

=

(⟨√√√√1−
n∏

j=1

(1− µ2λ
βj
)wj ,

n∏
j=1

(
√

1− (1− ν2βj
)λ)wj

⟩)1/λ

=

⟨(√√√√1−
n∏

j=1

(1− µ2λ
βj
)wj

)1/λ

,

√√√√1−
[
1−

n∏
j=1

(1− (1− ν2βj
)λ)wj

]1/λ⟩
.

由上面证明可知定理 4成立. 2

当λ = 1时, GPFOWA算子为PFOWA算子.

当λ → 0时, lim
λ→0

GPFOWA(α1, α2, · · · , αn) =

⟨
e

n∏
j=1

(lnµβj
)wj

,

√
1− e

n∏
j=1

(ln(1−ν2
βj

))wj⟩
.

可以证明, GPFOWA算子具有幂等性、有界性和

置换不变性.

3.2 广广广义义义毕毕毕达达达哥哥哥拉拉拉斯斯斯模模模糊糊糊有有有序序序加加加权权权几几几何何何算算算子子子

定义 15 设αi = ⟨µαi , ναi⟩ (i = 1, 2, · · · , n)为
一组毕达哥拉斯模糊数, 如果函数PFOWG : PFNn

→ PFN, PFOWG(α1, α2, · · · , αn) =

n⊗
j=1

β
wj

j , 则称

PFOWG为毕达哥拉斯模糊有序加权几何算子, 简称

PFOWG算子.其中: βj为αi (i = 1, 2, · · · , n)中第 j

大的毕达哥拉斯模糊数, 权重向量 (w1, w2, · · · , wn)

满足wj > 0且
n∑

j=1

wj = 1.

定理 5 设αi = ⟨µαi , ναi⟩ (i = 1, 2, · · · , n)为一
组毕达哥拉斯模糊数,则

PFOWG(α1, α2, · · · , αn) =⟨ n∏
j=1

µ
wj

βj
,

√√√√1−
n∏

j=1

(1− ν2βj
)wj

⟩
.

易证PFOWG算子具有幂等性、有界性和置换不

变性.

定义 16 设αi = ⟨µαi
, ναi

⟩ (i = 1, 2, · · · , n)为
一组毕达哥拉斯模糊数,如果函数GPFOWG : PFNn

→ PFN, GPFOWG(α1, α2, · · · , αn) =
1

λ

n⊗
j=1

(λβj)
wj ,

则称GPFOWG为广义毕达哥拉斯模糊有序加权几

何算子, 简称GPFOWG算子.其中: βj为αi (i = 1, 2,

· · · , n)中第 j大的毕达哥拉斯模糊数,权重向量 (w1,

w2, · · · , wn)满足wj > 0且
n∑

j=1

wj = 1,参数λ > 0.

定理 6 设αi = ⟨µαi , ναi⟩ (i = 1, 2, · · · , n)为一
组毕达哥拉斯模糊数,则

GPFOWG(α1, α2, · · · , αn) =⟨√√√√1−
[
1−

n∏
j=1

(1− (1− µ2
βj
)λ)wj

]1/λ
,

(√√√√1−
n∏

j=1

(1− ν2λβj
)wj

)1/λ⟩
.

定理 6证明与定理 4证明类似,此略.

当λ = 1时, GPFOWG算子为PFOWG算子.

当λ → 0时, lim
λ→0

GPFOWG(α1, α2, · · · , αn) =

⟨√
1− e

n∏
j=1

(ln(1−µ2
βj

))wj

, e

n∏
j=1

(ln νβj
)wj⟩

.

可以证明GPFOWG算子具有幂等性、有界性和

置换不变性.
4 拟拟拟毕毕毕达达达哥哥哥拉拉拉斯斯斯模模模糊糊糊集集集成成成算算算子子子

定义 17 设αi = ⟨µαi , ναi⟩ (i = 1, 2, · · · , n)为
一组毕达哥拉斯模糊数, 如果QPFOWA : PFNn →

PFN, QPFOWA(α1, α2, · · · , αn)=f−1
( n⊕
j=1

wjf(βj)
)

,

则称QPFOWA为拟毕达哥拉斯模糊有序加权平均算

子, 简称QPFOWA算子.其中: f为严格单调连续函

数, βj为αi (i = 1, 2, · · · , n)中第 j大的毕达哥拉斯

模糊数, 权重向量 (w1, w2, · · · , wn)满足wj > 0且
n∑

j=1

wj = 1.

当 f(x) = x时, QPFOWA算子为 PFOWA算子.

当 f(x) = xλ时, QPFOWA算子为GPFOWA算子.

定义 18 设αi = ⟨µαi , ναi⟩ (i = 1, 2, · · · , n)为
一组毕达哥拉斯模糊数, 如果QPFOWG : PFNn →

PFN, QPFOWG(α1, α2, · · · , αn)=f−1
( n⊗
j=1

f(βj)
wj

)
,

则称QPFOWG为拟毕达哥拉斯模糊有序加权几何

算子, 简称QPFOWG算子.其中: f为严格单调连续

函数, βj为αi (i = 1, 2, · · · , n)中第 j大的毕达哥拉

斯模糊数, 权重向量 (w1, w2, · · · , wn)满足wj > 0且
n∑

j=1

wj = 1.

当 f(x) = x时, QPFOWG算子为 PFOWG算子.

当 f(x) = λx时, QPFOWG算子为GPFOWG算子.

5 决决决策策策应应应用用用

设X = {x1, x2, · · · , xm}为方案集, C = {c1, c2,
· · · , cn}为属性集, (w1, w2, · · · , wn)为属性权重向量,
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其中wj > 0且
n∑

j=1

wj = 1.方案xi在属性 cj下的属

性值αij为毕达哥拉斯模糊数,于是得到毕达哥拉斯

模糊数决策矩阵M = (αij)mn.下面结合广义毕达哥

拉斯模糊集成算子提出一种毕达哥拉斯模糊信息下

的决策方法,具体步骤如下.

Step 1:根据实际情况建立毕达哥拉斯模糊决策

矩阵;

Step 2:利用广义毕达哥拉斯模糊集成算子得到

方案综合属性值;

Step 3:求出每个方案综合属性值的得分函数;

Step 4:根据得分函数实现方案排序择优.

例 1[26] 现对国内 4家航空公司X = {x1, x2,

x3, x4}的服务质量进行评价,经专家确定评价指标有

4个,分别是: c1为定售票服务, c2为登记程序, c3为客

舱服务, c4为响应性.指标权重向量为 (0.15, 0.25,

0.35, 0.25).经过专家评估建立毕达哥拉斯模糊数决

策矩阵M = (αij)44,其中评价值αij = ⟨µαij , ναij ⟩ (i,
j = 1, 2, 3, 4)为毕达哥拉斯模糊数.根据专家提供的

决策矩阵,评价这 4家国内航空公司的服务质量.

Step 1:由实际情况建立毕达哥拉斯模糊决策矩

阵,见表 1;

表 1 毕达哥拉斯模糊决策矩阵

航空公司 c1 c2 c3 c4

x1 ⟨0.9, 0.3⟩ ⟨0.7, 0.6⟩ ⟨0.5, 0.8⟩ ⟨0.6, 0.3⟩
x2 ⟨0.4, 0.7⟩ ⟨0.9, 0.2⟩ ⟨0.8, 0.1⟩ ⟨0.5, 0.3⟩
x3 ⟨0.8, 0.4⟩ ⟨0.7, 0.5⟩ ⟨0.6, 0.2⟩ ⟨0.7, 0.4⟩

x4 ⟨0.7, 0.2⟩ ⟨0.8, 0.2⟩ ⟨0.8, 0.4⟩ ⟨0.6, 0.6⟩

Step 2: 由GPFOWA算子 (取λ = 1)得到各方案

综合属性值为

x1 = ⟨0.698 1, 0.699 0⟩, x2 = ⟨0.690 9, 0.514 9⟩,

x3 = ⟨0.689 9, 0.576 1⟩, x4 = ⟨0.728 3, 0.559 5⟩;

Step 3:每个方案的得分函数为

sx1 = −0.001 3, sx2 = 0.212 2,

sx3 = 0.144 1, sx4 = 0.217 4;

Step 4:根据得分函数, 方案优劣排序为x4 ≻ x2

≻ x3 ≻ x1,即x4是最优的.

为了考察参数对集成结果的影响,分别选取参数

值λ = 0.5, 1, 1.5, 2, 2.5, 3, 通过GPFOWA算子计算出

方案综合属性值,并将综合属性值和排序结果列入表

2.同时根据文献 [25]和文献 [26]中的方法求出方案

排序,并将其结果列入表 2.

表 2 方案综合属性值和方案排序

λ x1 x2 x3 x4 方案排序

0.5 ⟨0.689 4, 0.771 3⟩ ⟨0.673 1, 0.589 3⟩ ⟨0.687 8, 0.648 9⟩ ⟨0.725 9, 0.633 2⟩ x4 ≻ x2 ≻ x3 ≻ x1

1 ⟨0.698 1, 0.699 0⟩ ⟨0.690 9, 0.514 9⟩ ⟨0.689 9, 0.576 1⟩ ⟨0.728 3, 0.559 5⟩ x4 ≻ x2 ≻ x3 ≻ x1

1.5 ⟨0.707 5, 0.656 4⟩ ⟨0.708 1, 0.473 9⟩ ⟨0.692 1, 0.536 4⟩ ⟨0.730 8, 0.519 1⟩ x4 ≻ x2 ≻ x3 ≻ x1

2 ⟨0.717 1, 0.626 0⟩ ⟨0.723 8, 0.446 0⟩ ⟨0.694 6, 0.509 8⟩ ⟨0.733 4, 0.491 8⟩ x2 ≻ x4 ≻ x3 ≻ x1

2.5 ⟨0.726 7, 0.602 3⟩ ⟨0.737 9, 0.425 0⟩ ⟨0.697 1, 0.490 0⟩ ⟨0.736 1, 0.471 3⟩ x2 ≻ x4 ≻ x3 ≻ x1

3 ⟨0.736 2, 0.582 9⟩ ⟨0.750 2, 0.408 2⟩ ⟨0.699 8, 0.474 4⟩ ⟨0.738 7, 0.455 0⟩ x2 ≻ x4 ≻ x3 ≻ x1

5 ⟨0.770 0, 0.528 4⟩ ⟨0.785 0, 0.363 2⟩ ⟨0.710 8, 0.432 8⟩ ⟨0.748 8, 0.411 2⟩ x2 ≻ x4 ≻ x3 ≻ x1

文献 [25] PFWA ⟨0.635 0, 0.550 0⟩ ⟨0.690 0, 0.265 0⟩ ⟨0.680 0, 0.355 0⟩ ⟨0.735 0, 0.370 0⟩ x2 ≻ x4 ≻ x3 ≻ x1

文献 [26] TOPSIS x2 ≻ x3 ≻ x4 ≻ x1

由表 2中计算结果可知: 当λ = 2, 2.5, 3, 5时,方

案排序均为x2 ≻ x4 ≻ x3 ≻ x1, 与文献 [25]中利用

PFWA算子集成结果完全相同,而与文献 [26]中利用

TOPSIS方法得到的结果不尽相同, 但是最优方案都

是x4; 当λ = 0.5, 1, 1.5时, 方案排序均为x4 ≻ x2 ≻
x3 ≻ x1.可见参数λ的变化会对方案排序结果产生

重要的影响.

6 结结结 论论论

首先, 提出了拟加权几何算子和拟有序加权几

何算子,证明其具有幂等性、单调性、有界性等性质;

其次, 将OWA算子和OWG算子推广到毕达哥拉斯

决策环境, 提出了 PFOWA算子和PFOWG算子以及

GPFOWA算子和GPFOWG算子, 并分别探讨了它们

的性质; 然后, 定义了QPFOWA算子和QPFOWG算

子,进一步推广了毕达哥拉斯模糊集成算子;最后,提

出了毕达哥拉斯模糊信息的广义集成算子决策方法,

并通过实例验证了该方法的有效性.本文研究结果对

于发展有序加权几何算子具有重要的理论意义,同时

也丰富了毕达哥拉斯模糊信息集成算子理论.
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