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摘 要: 针对振荡幅度大的小样本振荡序列预测问题,构建灰色区间预测模型. 首先对原始序列的上下界序列直接

建立非等间隔GM(1,1)模型,得到取值包络带的上下包络曲线以描述系统发展的边界;然后给出原始序列区间预测

值和基本预测值的计算方法,建立区间预测算法;最后研究区间预测模型的灰指数规律性和时效性. 数值实验揭示,

发展系数的取值不是影响区间预测模型时效性的唯一因素;应用实例表明,所提出方法能够有效地提高序列的预测

精度.
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Abstract: In order to forecast the small sample large oscillating sequences, this paper proposes a grey interval forecasting

method. Firstly, two non-equidistance GM(1,1) models are built for upper and lower sequences respectively, and the

development boundary of the system are described by the upper and lower envelope curves. Then, the computing method

for the interval and basic forecasting values of the original sequence are proposed, and the algorithm is constructed. Finally,

the grey exponent law and timeliness of interval forecasting model are studied. The numerical experiment shows that the

value of the development coefficient is not the only factor influencing the timeliness. The application example shows that the

forecasting accuracy can be effectively enhanced.
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0 引引引 言言言

由于现实系统的复杂多样性,在进行系统分析和

建模时,收集的系统行为数据也是杂乱无章的. 概率

论与数理统计以概率分布为基础,研究系统数据的统

计规律,但其建模结果仅在大样本的原始数据下才有

理论保证, 对于小样本 (一般指样本量小于 30)序列,

难以建立可靠的预测模型.

自邓聚龙提出灰色GM(1,1)模型[1],并将其成功

运用到小样本系统的建模预测以来,灰色预测模型已

被国内外学者广泛接受,解决了许多领域的实际预测

问题[2-9]. 然而,由于灰色预测建模的原理通过序列生

成弱化原始序列的随机不确定性,采用微分方程近似

描述系统的发展规律,当微分方程的解具有单调性、

序列具有振荡特征时,预测模型只能描述系统行为序

列的大致变化趋势,而不能识别序列的振荡特征.

为了解决振荡序列的预测问题,文献 [10]提出灰

色预测模型GM(1, 1 − τ, r), 以适应具有少数据、非

线性和时滞性特征的序列预测建模, 提出GM(1, 1|
tan(k−τ)p, sin(k−τ)p)[11],以适应具有波动性和周期

性特征序列的预测建模. 文献 [12]运用绝对关联分析

方法优选时滞参数,但模型中其他参数的选择仍具有

一定的主观性.文献 [13-14]以平均相对误差为目标
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函数优化GM(1,1)幂模型的幂指数,以提高模型对小

样本振荡序列的预测精度,但GM(1,1)幂模型固定的

时间响应函数不能适应剧烈变化的实际数据. 钱吴永

等提出数据变换的构造准则[15],并在文献 [16]中运用

加速平移变换和加权均值生成变换提高了振荡序列

GM(1,1)模型的预测精度.文献 [17-18]运用傅立叶级

数修正GM(1,1)模型的残差,提高了模型的预测精度.

针对振荡幅度大的小样本振荡序列,文献 [19]构

建灰色区间预测模型预测系统负荷,但其上下包络是

上下界序列的一时距GM(1,1)模型时间响应函数曲

线, 忽略了时距对建模精度的影响. 文献 [20]选取不

同的级比阈值将序列划分为上界和下界序列,然后将

非等间隔上下界序列转化为等间隔序列建立GM(1,1)

模型,给出了序列的预测区间,其建模过程较繁琐,且

两者均没有研究区间预测模型的性质.本文在此基

础上,对序列的上下界序列直接建立非等间隔GM(1,

1)模型得到序列区间预测模型的上下包络曲线和取

值包络带,给出区间预测模型的算法, 研究区间预测

模型的灰指数规律性,揭示影响区间预测模型预测时

效的因素,以期拓展区间预测模型的应用范围、完善

灰色预测模型的理论基础. 最后通过应用实例表明所

提出方法能够有效地提高序列的预测精度.

1 灰灰灰色色色区区区间间间预预预测测测模模模型型型及及及算算算法法法

1.1 灰灰灰色色色区区区间间间预预预测测测模模模型型型

定义 1 设原始非负振荡序列[14]

X(0) = {x(0)(1), x(0)(2), · · · , x(0)(n)}.

X(0)的上缘点构成的序列

X(0)
u = {x(0)

u (tu1 ), x
(0)
u (tu2 ), · · · , x(0)

u (tun1
)}

为上界序列; X(0)的下缘点构成的序列

X
(0)
l = {x(0)

l (tl1), x
(0)
l (tl2), · · · , x

(0)
l (tln2

)}

为下界序列.

对上下界序列分别建立非等间距GM(1,1)模型.

设原始非负序列为

X(0) = {x(0)(t1), x
(0)(t2), · · · , x(0)(tm)},

则有:

1)间距序列: ∆t = {∆t1,∆t2, · · · ,∆tm}, ∆t1 =

1, ∆tk = tk − tk−1, k = 2, 3, · · · ,m;

2)一阶累加序列: X(1) = {x(1)(t1), x
(1)(t2), · · · ,

x(1)(tm)}, x(1)(tk) =

k∑
i=1

∆tix
(0)(ti), k = 1, 2, · · · ,m;

3)紧邻均值序列: Z = {z(t2), z(t3), · · · , z(tm)},

z(tk) = 0.5(x(1)(tk−1) + x(1)(tk)), k = 2, 3, · · · ,m.

对非等间距GM(1,1)模型x(0)(tk) + az(1)(tk) =

b作最小二乘估计,得到参数 a、b的估计值为

[a, b]
T
= (BTB)

−1
BTY.

其中

B =


−z(1)(t2) 1

−z(1)(t3) 1
...

...

−z(1)(tm) 1

 , Y =


x(0)(t2)

x(0)(t3)
...

x(0)(tm)

 .

将初始条件 x̂(1)(t1) = x(1)(t1) = x(0)(t1)和参数

a、b代入,并求解非等间距GM(1,1)模型的白化方程
dx(1)(t)

dt
+ ax(1)(t) = b,

则有:

1)时间响应函数为

x̂(1)(t) =
(
x(1)(t1)−

b

a

)
e−a(t−t1) +

b

a
; (1)

2)时间响应序列为

x̂(1)(tk) =
(
x(1)(t1)−

b

a

)
e−a(tk−t1) +

b

a
; (2)

3)还原值为

x̂(0)(tk+1) =
x̂(1)(tk+1)− x̂(1)(tk)

∆tk+1
=

eat1
(
x(1)(t1)−

b

a

)e−atk+1 − e−atk

tk+1 − tk
,

k = 1, 2, · · · ,m− 1; (3)

4)原始序列残差为

δ(tk+1) = x(0)(tk+1)− x̂(0)(tk+1),

k = 1, 2, · · · ,m− 1; (4)

5)平均相对误差为

η =
1

m− 1

m−1∑
k=1

|δ(tk+1)|
x(0)(tk+1)

. (5)

注 1 当∆tk = d (k = 2, 3, · · · ,m), d为固定常

数时, 非等间距GM(1,1)模型退化为等间距GM(1,1)

模型. 特别地,当∆tk = 1 (k = 1, 2, · · · ,m)时,非等间

距GM(1,1)模型即为经典的GM(1,1)模型.

定义 2 设原始振荡序列对应的折线序列为

x(t), xu(t)和xl(t)分别为依赖于上界序列和下界序

列的连续函数,若对于任意的 t ∈ R恒有

xl(t) 6 x(t) 6 xu(t),

则称xl(t)为x(t)的下界函数, xu(t)为x(t)的上界函

数,并称

S = {(t, x(t))|xl(t) 6 x(t) 6 xu(t)}

为x(t)的取值带.

定义 3 设X(0) = {x(0)(1), x(0)(2), · · · , x(0)(n)}
为非负振荡序列, X(0)

u 为上界序列, X(0)
l 为下界序列,

则称

Sgm = {(t, x(1)(t))|x(1)
l (t) 6 x(1)(t) 6 x(1)

u (t)}

为一阶累加序列X(1)的取值包络带,其中
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x̂(1)
u (t) =

(
x(1)
u (tu1 )−

bu
au

)
e−au(t−tu1 ) +

bu
au

,

x̂
(1)
l (t) =

(
x
(1)
l (tl1)−

bl
al

)
e−al(t−tl1) +

bl
al

分别为X
(0)
u 和X

(0)
l 对应非等间距GM(1,1)模型的时

间响应函数,称为上包络曲线和下包络曲线.

由定义 2和定义 3可知,原始序列的区间预测值

为

Stn+k
= [x̂

(0)
l (tn+k), x̂

(0)
u (tn+k)], k = 1, 2, · · · . (6)

由式 (3)可知

x̂
(0)
l (tn+k) =

x̂
(1)
l (tn+k)− x̂

(1)
l (tk)

tn+k − tk
,

x̂(0)
u (tn+k) =

x̂
(1)
u (tn+k)− x̂

(1)
u (tk)

tn+k − tk
.

原始序列的基本预测值为

x̂(0)(tn+k) =
x̂
(0)
l (tn+k) + x̂

(0)
u (tn+k)

2
. (7)

1.2 区区区间间间预预预测测测算算算法法法

灰色区间预测算法步骤如下.

Step 1: 辨识原始序列的上缘点构成的上界序列

和下缘点构成的下界序列.

Step 2: 对上界序列和下界序列分别建立非等间

距GM(1,1)模型, 运用式 (1)得到取值包络带的上下

包络曲线.

Step 3: 运用式 (3)∼ (5)计算上下界序列的模拟

误差和平均相对误差,评估模型的精度等级[2-3].

Step 4: 给定预测步长,运用式 (6)和 (7)计算原始

序列的区间预测值和基本预测值.

2 区区区间间间预预预测测测模模模型型型的的的性性性质质质

文献 [2]指出,发展系数 au和 al的可容区为 (−2,

0)
∪
(0, 2),按照发展系数阈值界定了模型的有效区、

慎用区、不宜区和禁区,并给出了发展系数与模型预

测范围的关系. 由于发展系数在区间 (−1, 0)
∪
(0, 1)

内取值时, 才能对序列直接建立GM(1,1)模型, 下文

仅讨论发展系数在此区间内取值时,包络预测模型在

区间 [1, n + n0]内的性质 (n0为依发展系数取值确定

的预测步长).

定理 1 设X(1) = {x(1)(t1), · · · , x(1)(tm)}为一
阶累加序列, X(1)的点均在指数曲线x(1)(t) = beat +

c上的充要条件为,对于任意 k = 2, 3, · · · ,m,有

∆tk = tk − tk−1 = c1,

x(1)(tk+1)− x(1)(tk)

x(1)(tk)− x(1)(tk−1)
= c2,

其中 c1, c2 ∈ R+.

证证证明明明 必要性. 由X(1)的点均在指数曲线

x(1)(t) = beat + c上,可知

x(1)(tk+1)− x(1)(tk)

x(1)(tk)− x(1)(tk−1)
=

eatk+1 − eatk

eatk − eatk−1
⇒

x(0)(tk+1)∆tk+1

x(0)(tk)∆tk
= ea∆tk

ea∆tk+1 − 1

ea∆tk − 1
.

对于 k = 2, 3, · · · ,m− 1,有以下方程组成立:

ea∆t2
ea∆t3 − 1

ea∆t2 − 1
=

x(0)(t3)∆t3
x(0)(t2)∆t2

,

...

ea∆tk
ea∆tk+1 − 1

ea∆tk − 1
=

x(0)(tk+1)∆tk+1

x(0)(tk)∆tk
,

...

ea∆tm−1
ea∆tm − 1

ea∆tm−1 − 1
=

x(0)(tm)∆tm
x(0)(tm−1)∆tm−1

.

(8)

显然地,仅当
∆t2 = · · · = ∆tm = c1,

x(0)(t3)

x(0)(t2)
= · · · = x(0)(tm)

x(0)(tm−1)
= c2,

方程组 (8)有唯一解 a =
ln c2
c1

.

充分性. 由
x(1)(tk+1)− x(1)(tk)

x(1)(tk)− x(1)(tk−1)
= c2可知

x(1)(tk+1)− (1 + c2)x
(1)(tk) + c2x

(1)(tk−1) = 0. (9)

由∆tk = tk − tk−1 = c1可知式 (9)为差分方程,其解

为

x(1)(t) = b(c2)
t/c1 + c.

由于 c1, c2 ∈ R+,令 a =
ln c2
c1

,方程的解可表示为

x(1)(t) = beat + c.

即X(1)的点均在指数曲线x(1)(t) = beat + c上. 2

定理 1表明, 仅当序列X(1)为等间隔,且非齐次

级比为常数时, 序列具有白指数规律.对于非等间隔

的序列,序列具有灰指数规律.结合定义 3可知,序列

的取值包络带也具有灰性.

定义 4 对于任意的 1 6 t1 < t2 6 n+ n0,若

x(1)
u (t1)− x

(1)
l (t1) = x(1)

u (t2)− x
(1)
l (t2),

则称Sgm为平行包络带;若

x(1)
u (t2)− x

(1)
l (t2) > x(1)

u (t1)− x
(1)
l (t1) > 0,

则称Sgm为扩张包络带;若

x(1)
u (t1)− x

(1)
l (t1) > x(1)

u (t2)− x
(1)
l (t2) > 0,

则称Sgm为收缩包络带.

定义 5 若存在 1 6 t0 < n+ n0,使得

x(1)
u (t0) < x

(1)
l (t0),

则称Sgm为病态包络带.

定理 2 令 g(t) = x
(1)
u (t)−x

(1)
l (t),包络带Sgm =

{(t, x(1)(t))|x(1)
l (t) 6 x(1)(t) 6 x

(1)
u (t)}在区间 [1, n +



2296 控 制 与 决 策 第 31 卷

n0]内具有以下性质:

1)若 au = al, (alx
(1)
l (tl1) − bl)e

alt
l
1 = (aux

(1)
u (tu1 )

− bu)e
aut

u
1 ,则Sgm为平行包络带;

2)若 g′(t) > 0, g(1) > 0,则Sgm为扩张包络带;

3)若 g′(t) < 0, g(n + n0) > 0, 则Sgm为收缩包

络带;

4)若 g(n+ n0)g(1) < 0,则Sgm为病态包络带.

证证证明明明 由 g(t) = x
(1)
u (t)− x

(1)
l (t)可知

g(t) = x(1)
u (tu1 )− x

(1)
l (tl1)−

1

al
(alx

(1)
l (tl1)− bl)(e

−al(t−tl1) − 1)+

1

au
(aux

(1)
u (tu1 )− bu)(e

−au(t−tu1 ) − 1),

g′(t) = (alx
(1)
l (tl1)− bl)e

alt
l
1e−alt−

(aux
(1)
u (tu1 )− bu)e

aut
u
1 e−aut.

1)由 au = al, (alx
(1)
l (tl1) − bl)e

alt
l
1 = (aux

(1)
u (tu1 )

− bu)e
aut

u
1 可知, g′(t) = 0,且

g(t) = lim
t→∞

g(t) =
bu − bl
au

=
bu − bl

al
.

对于任意的 1 6 t1 < t2 6 n+ n0,有

x(1)
u (t1)− x

(1)
l (t1) =

x(1)
u (t2)− x

(1)
l (t2) =

bu − bl
al

,

即证得Sgm为平行包络带,如图 1(a)所示.

2)由 g′(t) > 0, g(1) > 0可知, g(t)为增函数,且

g(t) > g(1) > 0, t ∈ [1, n+ n0],

即证得Sgm为扩张包络带,如图 1(b)所示.

3)由 g′(t) < 0, g(n + n0) > 0可知, g(t)为减函

数,且

g(t) > g(n+ n0) > 0, t ∈ [1, n+ n0],

即证得Sgm为收缩包络带,如图 1(c)所示.

4)由 g(n+ n0)g(1) < 0和介值性定理可知,至少

存在一点 t0 ∈ (1, n+ n0),使得

g(t0) = 0.

求指数方程解析解是困难的,可用牛顿切线法求得近

似数值解 t0, 这里不再论述. 由此证得Sgm为病态包

络带,如图 1(d)所示. 2

任何预测方法均有预测时效问题,即在保证一定

的预测精度或可信度的基础下, 模型能够向后预测

多少步. 定理 2表明, 灰色区间预测模型的向后预测

步长n0不仅与发展系数取值有关系, 而且与振荡序

列的结构有联系.区间预测模型的病态性正是由于预

测步长n0的取值超越了模型的预测能力导致的, 此

时为了保证预测值可信度, n0的最大取值为 [t0] − n,

[t0]表示 t0的整数部分.
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图 1 4种取值包络带示意图

3 数数数值值值实实实验验验与与与应应应用用用实实实例例例

3.1 数数数值值值实实实验验验

设原始振荡序列

X(0) = {x(0)(k)}161 =

{0.45, 5, 1, 6, 1.6, 6.31, 2.16, 6.63, 2.91, 6.97, 3.93,

7.33, 5.3, 7.7, 7.16, 8.4}.

灰色区间预测模型的建立过程如下.

Step 1: 上缘点构成的上界序列为

X(0)
u =

{x(0)
u (2), x(0)

u (4), x(0)
u (6), x(0)

u (8),

x(0)
u (10), x(0)

u (12), x(0)
u (14)} =

{5.00, 6.00, 6.31, 6.63, 6.97, 7.33, 7.70};

下缘点构成的下界序列为

X
(0)
l =

{x(0)
l (3), x

(0)
l (5), x

(0)
l (7), x

(0)
l (9),

x
(0)
l (11), x

(0)
l (13), x

(0)
l (15)} =

{1.00, 1.60, 2.16, 2.91, 3.93, 5.30, 7.16}.

Step 2: 上下界序列均是间距为 2的等间距序列,

其时间响应式分别为 x̂(1)
u (t) = 234.573 1e0.024 95(t−2) − 229.573 1,

x̂(0)
u (tk+1) = 0.5(x̂(1)

u (tk+1)− x̂(1)
u (tk));
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(1)
l (t) = 9.144 7e0.148 79(t−3) − 8.114 7,

x̂
(1)
0 (tk+1) = 0.5(x̂

(1)
l (tk+1)− x̂

(1)
l (tk)).

Step 3: 对上下界序列进行模拟的平均相对误差

分别为 0.023 7%和 1.441 9%, 精度均为一级, 可作中

长期预测,模拟结果如表 1所示.

表 1 上下界序列的模拟结果

序号 实际值 预测值 相对误差/%

2 5.00 5.00 0

3 1.00 1.00 0

4 6.00 6.00 0.000 0

5 1.60 1.584 7 0.956 3

6 6.31 6.306 9 0.049 1

7 2.16 2.133 9 1.206 9

8 6.63 6.629 5 0.006 9

9 2.91 2.873 5 1.253 6

10 6.97 6.968 7 0.018 8

11 3.93 3.869 4 1.541 0

12 7.33 7.325 2 0.065 7

13 5.30 5.210 5 1.688 2

14 7.70 7.699 9 0.001 1

15 7.16 7.016 4 2.005 4

Step 4: 运用牛顿切线法求得上下界序列的响应

函数在 t0 = 22.72时相交,即取值包络带是病态的,如

图 2所示. 故仅当预测步长n0 6 7时, 区间预测模型

的预测值才具有可信性.
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图 2 原始序列区间预测的包络带

3.2 应应应用用用实实实例例例

某系统 1974∼ 1982年的实测负荷资料如表 2所

示. 由文献 [19]中的上下限划分法可知, 上下界序列

分别为

X(0)
u =

{x(0)
u (2), x(0)

u (4), x(0)
u (6), x(0)

u (9)} =

{14.47, 14.76, 15.39, 14.52},

X
(0)
l =

{x(0)
l (1), x

(0)
l (3), x

(0)
l (5), x

(0)
l (7), x

(0)
l (8)} =

{13.95, 13.37, 14.41, 14.44, 13.61};

表 2 区间预测模型对系统负荷的模拟结果

序号 年份 实测值 (102kcal/m2·d) 预测值 相对误差/%

1 1974 13.95 13.95 0

2 1975 14.47 14.47 0

3 1976 13.37 13.81 3.28

4 1977 14.76 15.03 1.82

5 1978 14.41 13.91 3.46

6 1979 15.39 14.90 3.19

7 1980 14.44 14.01 2.94

8 1981 13.61 14.09 3.55

9 1982 14.52 14.74 1.51

上下界序列的时间响应式分别为
x̂(1)
u (t) = −3 490.912e0.004 32(t−2) + 3505.382,

x̂(0)
u (tk+1) =

x̂
(1)
u (tk+1)− x̂

(1)
u (tk)

tk+1 − tk
;

x̂
(1)
l (t) = 3 708.30e0.003 71(t−1) − 3 649.35,

x̂
(0)
l (tk+1) =

x̂
(1)
l (tk+1)− x̂

(1)
l (tk)

tk+1 − tk
.

对上下界序列进行模拟的平均相对误差分别为

2.17%和 3.31%, 模型具有一级精度,模拟结果如表 2

所示.

预测 1983年系统负荷:上界序列的预测值为

x(0)
u (10) = x(1)

u (10)− x(1)
u (9) = 14.61;

下界序列的预测值

x
(0)
l (10) =

x
(1)
l (10)− x

(1)
l (8)

2
= 14.17;

基本预测值为

x(0)(10) =
x
(0)
u (10) + x0

l (10)

2
= 14.39.

1983年系统负荷的实测值为 14.24, 在预测区间

[14.17, 14.61]内,且基本预测值与实测值的相对误差

仅为 1.05%. 本文模型的预测区间和基本预测值的精

度均高于文献 [19]预测结果 [14.15, 14.66]和 14.405.

4 结结结 论论论

本文鉴于传统灰色预测建模依赖于序列光滑的

前提,不能适用于振荡幅度大的小样本序列预测问题,

基于系统具有动态发展特性的事实,运用上下包络曲

线界定系统发展的边界, 提出了灰色区间预测方法,

研究了预测模型的算法和性质. 所提出方法也适用于

非等时距原始序列,原始序列的状态值和变化区间的

预测, 给决策控制提供了一定的选择余地, 具有理论

和实践意义.

选择适当的上下界序列,是高精度长期预测的前

提,原始序列的级比结构和上下界序列的选择、模型

时效性的关系,是需要进一步探讨的问题.
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