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摘 要: 针对带有未知参数和非线性输入的两个不同的混沌系统之间的同步问题进行研究.提出一个相比于传统滑

模面具有更快收敛速度的终端滑模面,并结合自适应控制理论和滑模控制理论,设计一个自适应滑模控制律,使同步

误差在有限时间内收敛到滑模面,并沿滑模面在有限时间内收敛到零点,最终实现两个不同的混沌系统之间的同步.

最后,以带有不确定性和外部扰动的Lorenz 系统和Liu 系统为例进行数值仿真,仿真结果表明,同步误差在有限时

间内收敛到零点,从而验证了所设计控制律的有效性和可行性.
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Finite-time sliding mode synchronization control of chaotic systems with
uncertain parameters

GAO Jun-shan, SONG Ge†, DENG Li-wei
( Institute of Automation，Harbin University of Science and Technology，Harbin 150080，China)

Abstract: The problem of chaos synchronization between two different chaotic systems with uncertain parameters and

nonlinear inputs is investigated. A terminal sliding surface with a faster convergence speed than conventional sliding surface

is introduced. Based on the adaptive control theory and the sliding mode control technique, an adaptive sliding mode

controller is designed to guarantee the convergence of synchronization errors to the sliding surface and zero equilibrium

in finite-time. Finally, numerical simulations about the Lorenz system and the Liu system are carried out, and simulation

results show that synchronization errors converge to zero in finite-time, and the effectiveness and applicability of the proposed

control scheme is proved adequately.
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0 引引引 言言言

近年来,在非线性领域中,混沌同步已经成为研

究的热门课题.由于混沌系统对初始条件和参数变化

的极其敏感性和随机性,使得混沌同步在保密通信、

生物工程,信息处理等领域中得到广泛的应用[1-3].迄

今为止, 科学家们已经提出了许多有效的同步控制

方法, 例如:线性与非线性反馈同步控制[4-5]、自适应

同步控制[6-7]、滑模同步控制[8]、脉冲同步控制[9]、

模糊逻辑同步控制[10]、H∞同步控制
[11]等.在众多控

制方法中, 由于滑模控制对系统的不确定性和外部

扰动具有很强的鲁棒性, 对参数变化不敏感以及设

计简单等优点, 近年来得到了广泛的关注与研究.文

献 [12]利用滑模控制方法研究了一类不同结构和

不同维数的混沌系统之间的同步与反同步问题; 文

献 [13]针对带有外部扰动和不确定性的混沌系统,设

计了一个鲁棒滑模控制器来实现两个混沌系统之间

的同步.在工程应用中, 混沌系统的参数可能在一定

范围内波动, 因为它不可避免地受到外界环境的干

扰, 所以混沌系统的参数不可能完全可知. 因此, 对

带有未知参数的混沌系统同步的研究更具有实际意

义.针对系统中的未知参数, 学者们提出了自适应方

法来估计未知参数的值,文献 [14]设计了一个自适应

反馈控制器,从而实现了两个带有不确定参数的混沌

系统之间的渐近同步; 文献 [15] 研究了一类带有未

知参数的四维混沌系统的自适应投影同步问题; 文

献 [16]在系统参数未知的情况下,将观测器法与自适
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应法相结合, 实现了一类受扰混沌系统之间的同步.

除了未知参数对系统的影响, 由于受到激励的限制,

在设计控制律的过程中非线性输入对系统的影响也

不可忽略.文献 [17]利用滑模控制方法研究了两个不

同的带有非线性输入的混沌系统之间的渐近同步;文

献 [18]设计了一个模糊自适应观测器来实现带有非

线性和死区输入的混沌系统的投影同步;文献 [19]利

用自适应输出反馈滑模控制方法研究了带有非线性

输入的Rö ssler系统之间的同步问题.

在上述文献中大多只能保证驱动系统与响应系

统之间的渐近同步,从实际应用的角度考虑,有限时

间内达到同步更有实际价值.对此,文献 [20] 设计了

一个有限时间连续状态反馈控制律, 实现了Duffing

系统和Lorenz系统之间的同步;文献 [21]利用有限时

间控制技术研究了两个统一的带有未知参数的混沌

系统之间的同步问题.然而,在实际工程应用中,系统

中的未知参数、非线性输入、不确定性以及外部扰动

等诸多因素都会限制和影响控制器的使用. 上述文

献只考虑了部分因素对系统的影响,为了提高控制器

的可靠性, 同时更符合工程应用的实际情况, 本文综

合考虑了能影响控制器使用的多种因素.针对上述文

献中控制方法存在的不足,本文选择两个带有未知参

数、非线性输入以及不确定性和外部扰动的混沌系统

作为研究对象,设计一个新的有限时间自适应滑模控

制律,使驱动系统和响应系统能在有限时间内达到同

步.与现有的方法相比较, 本文所设计的控制器更适

合实际应用,具有很强的鲁棒性和较快的响应速度.

本文提出一个新的终端滑模面,通过比较同步误

差沿滑模面收敛到平衡点的时间,证明所设计的滑模

面比传统滑模面具有更快的收敛速度.通过设计自适

应律来估计系统中的未知参数,基于自适应律和有限

时间滑模控制方法,设计自适应滑模控制律来保证同

步误差在有限时间内到达滑模面,并保持在滑模面上,

最终使驱动系统与响应系统在有限时间内达到同步.

最后通过数值仿真验证了所设计控制律的有效性.

1 系系系统统统模模模型型型与与与问问问题题题描描描述述述

本文所研究的混沌系统模型如下[22]:

驱动系统为

ẋ1(t) = f1(x1, x2, · · · , xn) + F1(x1, x2, · · · , xn)θ+

∆f1(x1, x2, · · · , xn, t) + dm1 (t),

ẋ2(t) = f2(x1, x2, · · · , xn) + F2(x1, x2, · · · , xn)θ+

∆f2(x1, x2, · · · , xn, t) + dm2 (t),

...

ẋn(t) = fn(x1, x2, · · · , xn) + Fn(x1, x2, · · · , xn)θ+

∆fn(x1, x2, · · · , xn, t) + dmn (t); (1)

响应系统为

ẏ1(t) = g1(y1, y2, · · · , yn) +G1(y1, y2, · · · , yn)ψ+

∆g1(y1, y2, · · · , yn, t) + ds1(t) + ϕ1(u1),

ẏ2(t) = g2(y1, y2, · · · , yn) +G2(y1, y2, · · · , yn)ψ+

∆g2(y1, y2, · · · , yn, t) + ds2(t) + ϕ2(u2),

...

ẏn(t) = gn(y1, y2, · · · , yn) +Gn(y1, y2, · · · , yn)ψ+

∆gn(y1, y2, · · · , yn, t) + dsn(t) + ϕn(un). (2)

其中:x(t) = [x1, x2, · · · , xn]T, y(t) = [y1, y2, · · · ,
yn]

T为系统的状态变量; fi(x)和 gi(y) (i = 1, 2, · · · ,
n)为连续的非线性函数;Fi(x)和Gi(y) (i = 1, 2, · · · ,
n)分别表示n ×m矩阵F (x)和G(y)的第 i 行, 矩阵

F (x)和G(y)中的元素为连续的非线性函数; θ =

[θ1, θ2, · · · , θn]T和ψ=[ψ1, ψ2, · · · , ψn]T表示未知参
数向量; ∆fi(x, t)和∆gi(y, t)(i = 1, 2, · · · , n)为系统
中的不确定性; dmi (t)和 dsi (t)(i = 1, 2, · · · , n)为外
部扰动;u(t) = [u1(t), u2(t), · · · , un(t)]T为控制输
入;ϕi(ui)(i = 1, 2, · · · , n)为ui的连续非线性函数.

定义驱动系统与响应系统之间的同步误差为

e(t) = x(t)− y(t),由式 (1)减去 (2)可得如下同步误差

系统:

ė1(t) =

f1(x) + F1(x)θ +∆f1(x, t) + dm1 (t)−

g1(y)−G1(y)ψ −∆g1(y, t)− ds1(t)− ϕ1(u1),

ė2(t) =

f2(x) + F2(x)θ +∆f2(x, t) + dm2 (t)−

g2(y)−G2(y)ψ −∆g2(y, t)− ds2(t)− ϕ2(u2),

...

ėn(t) =

fn(x) + Fn(x)θ +∆fn(x, t) + dmn (t)−

gn(y)−Gn(y)ψ −∆gn(y, t)− dsn(t)− ϕn(un). (3)

为了方便下文控制律的设计, 给出下列假设条

件:

假假假设设设 1 [23] 假设存在正数αi和 βi, 使得不确

定性∆fi(x, t)和∆gi(y, t)满足如下不等式:

|∆fi(x, t)| 6 αi∥x∥, (4)

|∆gi(y, t)| 6 βi∥y∥, (5)

其中 ∥ · ∥表示欧几里得范数.

假假假设设设 2 [24-25] 假设存在正数Dm
i 和Ds

i ,使得外
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部扰动满足下列范围:

|dmi (t)| <Dm
i , |dsi (t)| <Ds

i . (6)

假假假设设设 3 假设未知的参数向量满足约束条件

∥θ∥ 6 Θ , ∥ψ∥ 6 Ψ , (7)

其中Θ和Ψ是已知的正常数.

假假假设设设 4 [26] 假设存在区间 [pi, qi],其中 pi > 0,

使得非线性函数ϕi(ui) 满足下列范围:

piu
2
i 6 uiϕi(ui) 6 qiu

2
i . (8)

以混沌系统 (1)作为驱动系统,以混沌系统 (2)作

为响应系统, 设计适当的控制律u(t), 使得存在一个

常数T = T (e(0)) > 0,使同步误差

lim
t→T

∥e(t)∥ = 0, (9)

且当 t > T 时, ∥e(t)∥ ≡ 0,从而实现驱动系统 (1)与响

应系统 (2) 在有限时间内同步[27].

在设计控制律之前,给出下列引理:

引引引理理理 1 [22] 考虑下列系统,其中 f : D → Rn在

开区间D ∈ Rn上是连续的函数,初始条件x(0) = x0,

则有

ẋ = f(x), f(0) = 0, x ∈ Rn. (10)

假设存在一个连续可导的正定函数V (x) : D → R.

其中: ρ > 0, 0 < η < 1,使得

V̇ (x) + ρV η(x) 6 0, (11)

则系统 (10)在有限时间内稳定,且T 满足

T (x0) 6
V 1−η(x0)

ρ(1− η)
. (12)

引引引理理理 2 [23] 对于状态变量x,若初始条件x0 >

0,满足下列条件:

ẋ = −k1x− k2sign(x), k1, k2 > 0, (13)

则状态变量x在有限时间内趋于零点,且时间T 满足

T =
1

k1
ln
(k1x0 + k2

k2

)
. (14)

引引引理理理 3 对于 v1, v2, · · · , vn ∈ R, 有下列不等

式成立:

|v1|+ |v2|+ · · ·+|vn| >
√
v21 + v22 + · · ·+ v2n. (15)

引引引理理理 4 假设ui(t) = λisgn(si), λi > 0, sgn(si)

为 si的符号函数,则下列不等式成立:

−siϕi(ui) 6 −piλi|si|. (16)

证证证明明明 用λisgn(si)代替ui(t),代入式 (8)可得

piλ
2
i sgn(si)

2 6 λisgn(si)ϕi(ui). (17)

因为 sgn(si)
2 = 1,所以

piλ
2
i 6 λisgn(si)ϕi(ui), (18)

两边同时乘以−|si|/λi,且 sgn(si) = si/|si|,可得

−siϕi(ui) 6 −piλi|si|. (19)

由此,引理 4得证. 2
2 有有有限限限时时时间间间自自自适适适应应应滑滑滑模模模控控控制制制律律律设设设计计计

下面设计一个自适应滑模控制律来实现驱动系

统与响应系统在有限时间内达到同步.设计控制律分

为以下两部分: 1) 设计一个新的终端滑模面,与传统

滑模面相比,它具有更快收敛速度,使同步误差沿滑

模面快速收敛到原点; 2)设计一个自适应滑模控制律

以保证同步误差在有限时间到达滑模面.

2.1 滑滑滑模模模面面面设设设计计计

下面设计如下新形式的终端滑模面:

si(t) = ei(t) + k1
w t

0
ei(τ)dτ + k2

w t

0
sgn(ei(τ))dτ,

k1, k2 > 0. (20)

滑模运动存在的充分必要条件为 si(t) = 0,

ṡi(t) = ėi(t) + k1ei(t) + k2sgn(ei(t)) = 0.
(21)

由此可得误差系统为

ėi(t) = −k1ei(t)− k2sgn(ei(t)). (22)

而文献 [13, 22]所设计的传统滑模面为

si(t) = ei(t) + k3
w t

0
sgn(ei(τ))|ei(τ)|∂dτ,

k3 > 0, 0 < ∂ < 1,
(23)

由滑模运动的存在条件可得到误差系统为

ėi(t) = −k3sgn(ei(t))|ei(t)|∂ . (24)

定定定理理理 1 如果系统误差 ei的初始值 ei(0) <

e,且设 k2 = k3,则式 (22) 中的系统误差收敛到原

点的时间T1小于式 (24) 中系统误差收敛到原点的时

间T2,即T1 < T2.

证证证明明明 由Lyapunov稳定性定理, 选取Lyapunov

函数为V (t) =
1

2
e2i ,并对其求导,可得

V̇ (t) = eiėi. (25)

分别将式 (22)和 (24)代入 (25),可得

V̇ (t) = −k1e2i − k2|ei| 6 0, (26)

V̇ (t) = −k3(2V )
∂+1
2 = −κV

∂+1
2 6 0, (27)

其中κ=k32
∂+1
2 .

由引理 1和引理 2可得到收敛时间为

T1 =
1

k1
ln
(k1ei(0) + k2

k2

)
, (28)

T2 =
|ei(0)|1−∂

k3(1− ∂)
. (29)

设T0 =
ei(0)

k2
,有下列不等式成立:

T1 =
1

k1
ln
(k1ei(0) + k2

k2

)
<

1

k1

k1ei(0)

k2
=
ei(0)

k2
= T0. (30)
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为了比较收敛时间T1与T2的大小, 选取函数

f(ξ) = eξi (0)/ξ,其中 0 < ξ < 1,并对其求导,可得

f ′(ξ) =
ξeξi (0) ln ei(0)− eξi (0)

ξ2
=

eξi (0)(ξ ln ei(0)− 1)

ξ2
. (31)

当 ei(0) < e, 0 < ξ < 1时, f ′(ξ) < 0. 那么, T0和T2

可由下式表示:

T0 =
f(1)

k2
, T2 =

f(1− α)

k3
. (32)

当 k2 = k3时,可以得到T0 < T2,并由式 (30)可知T1

< T2, 因此, 本文所设计的滑模面 (20)可使式 (22)中

的同步误差在有限时间内收敛到原点. 2
2.2 自自自适适适应应应滑滑滑模模模控控控制制制律律律设设设计计计

利用上述所设计的滑模面,结合自适应控制理论

和滑模控制理论,设计一个自适应滑模控制律,使得

同步误差在有限时间内到达滑模面,并一直保持在滑

模面上. 本文所设计的自适应滑模控制律如下:

ui(t) =
1

pi

[
|fi(x)− gi(y)|+ |Fi(x)θ̂ −Gi(y)ψ̂|+

µ(∥θ̂∥+Θ+∥ψ̂∥+Ψ)
|si|

c2i ∥s∥
2+

αi∥x∥+ βi∥y∥+ Li +Dm
i +Ds

i+

|k1ei + k2sgn(ei)|
]
sgn(si)=λisgn(si). (33)

其中: pi, ci, Li, k1和 k2都是大于零的常数; θ̂和 ψ̂分

别为未知参数向量 θ和ψ的估计值; µ = min{Lici
(i = 1, 2, · · · , n)} > 0; s(t) = [s1, s2, · · · , sn]T. 为了处

理未知参数,设计如下形式的自适应律:
˙̂
θ = [F (x)]Tδ, θ̂(0)=θ̂0; (34)

˙̂
ψ = −[G(y)]Tδ, ψ̂(0) = ψ̂0. (35)

其中: δ = [c1
2s1, c2

2s2, · · · , cn2sn]T, θ̂0 和 ψ̂0分别为

估计值 θ̂和 ψ̂ 的初始值.

定定定理理理 2 混沌同步误差系统 (3)选取滑模面切

换函数 (20) , 在自适应滑模控制律 (33)的作用下, 系

统在有限时间

T ′ =

√
2

µ

(1
2

( n∑
i=1

c2i s
2
i (0) + ∥θ̂(0)− θ∥2+

∥ψ̂(0)− ψ∥
2
))1/2

(36)

内收敛到滑模面.

证证证明明明 由Lyapunov稳定性定理, 选择Lyapunov

函数为

V (t) =
1

2

[ n∑
i=1

[c2i s
2
i ] + ∥θ̂ − θ∥

2
+ ∥ψ̂ − ψ∥

2
]
, (37)

对上式求导可得

V̇ (t) =

n∑
i=1

[c2i siṡi] + (θ̂ − θ)T
˙̂
θ + (ψ̂ − ψ)T

˙̂
ψ. (38)

将式 (21)中的 ṡi代入 (38),可得

V̇ (t) =

n∑
i=1

[c2i si(ėi(t) + k1ei(t) + k2sgn(ei(t)))]+

(θ̂ − θ)T
˙̂
θ + (ψ̂ − ψ)T

˙̂
ψ. (39)

将同步误差系统 (3)、自适应律 (34)和 (35)代入 (39)

可得

V̇ (t) =

n∑
i=1

[c2i si(fi(x)− gi(y) + Fi(x)θ −Gi(y)ψ+

∆fi(x, t)−∆gi(y, t) + dmi (t)− dsi (t)−

ϕi(ui) + k1ei(t) + k2sgn(ei(t)))]+

(θ̂ − θ)T[F (x)]Tδ − (ψ̂ − ψ)T[G(y)]Tδ. (40)

因为
n∑
i=1

c2i siFi(x)θ = θT[F (x)]Tδ,

n∑
i=1

c2i siGi(y)ψ = ψT[G(y)]Tδ

恒成立,所以式 (40)可化简为

V̇ (t) =

n∑
i=1

[c2i si(fi(x)− gi(y) + ∆fi(x, t)−

∆gi(y, t) + dmi (t)− dsi (t)− ϕi(ui)+

k1ei(t) + k2sgn(ei(t)))] + θ̂T[F (x)]Tδ−

ψ̂T[G(y)]Tδ. (41)

通过放缩,可得

V̇ (t) 6
n∑
i=1

[c2i |si|(|fi(x)− gi(y)|+ |∆fi(x, t)−

∆gi(y, t)|+ |dmi (t)− dsi (t)|+

|k1ei(t) + k2sgn(ei(t))|)− c2i siϕi(ui)]+

θ̂T[F (x)]Tδ − ψ̂T[G(y)]Tδ. (42)

根据假设 1和假设 2,可得

V̇ (t) 6
n∑
i=1

[c2i |si|(|fi(x)− gi(y)|+ αi∥x∥+

βi∥y∥+Dm
i +Ds

i + |k1ei(t)+

k2sgn(ei(t))|)− c2i siϕi(ui)]+

θ̂T[F (x)]Tδ − ψ̂T[G(y)]Tδ. (43)

由引理 4可得

V̇ (t) 6
n∑
i=1

[c2i |si|(|fi(x)− gi(y)|+ αi∥x∥+

βi∥y∥+Dm
i +Ds

i + |k1ei(t)+

k2sgn(ei(t))|)− c2i piλi|si|]+

θ̂T[F (x)]Tδ − ψ̂T[G(y)]Tδ. (44)
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由式 (33) ,并将λi的值代入 (44),可得

V̇ (t) 6
n∑
i=1

[c2i |si|(|fi(x)− gi(y)|+ αi∥x∥+

βi∥y∥+Dm
i +Ds

i + |k1ei(t)+

k2sgn(ei(t))|)− c2i pi|si|(1/pi·

(|fi(x)− gi(y)|+ |Fi(x)θ̂ −Gi(y)ψ̂|+

µ(∥θ̂∥+Θ + ∥ψ̂∥+Ψ)
|si|

c2i ∥s∥
2+

αi∥x∥+ βi∥y∥+ Li +Dm
i +Ds

i+

|k1ei + k2sgn(ei)|))] + θ̂T[F (x)]Tδ−

ψ̂T[G(y)]Tδ. (45)

将式 (45)化简可得

V̇ (t) 6
n∑
i=1

[
−c2i |si|

(
|Fi(x)θ̂ −Gi(y)ψ̂|+

µ(∥θ̂∥+Θ + ∥ψ̂∥+Ψ)
|si|

c2i ∥s∥
2+Li

)]
+

θ̂T[F (x)]Tδ − ψ̂T[G(y)]Tδ. (46)

由于

θ̂T[F (x)]Tδ − ψ̂T[G(y)]Tδ =

(θ̂T[F (x)]T −ψ̂T[G(y)]T)δ 6
|θ̂T[F (x)]T − ψ̂T[G(y)]

T||δ| =
|θ̂T[F (x)]T|δ| − ψ̂T[G(y)]

T|δ||
恒成立. 其中: | · |为矩阵和向量中各个元素的绝对值,

|δ| = [c21|s1|, c22|s2|, · · · c2n|sn|]T. 可以得到

V̇ (t) 6
n∑
i=1

[
−c2i |si|

(
|Fi(x)θ̂ −Gi(y)ψ̂|+

µ(∥θ̂∥+Θ + ∥ψ̂∥+Ψ)
|si|

c2i ∥s∥
2+Li

)]
+

|θ̂T[F (x)]T|δ| − ψ̂T[G(y)]
T|δ||. (47)

由于
n∑
i=1

c2i |si|Fi(x)θ̂ = θ̂T[F (x)]T|δ|,

n∑
i=1

c2i |si|Gi(y)ψ̂ = ψ̂T[Gi(y)]
T|δ|

恒成立,可以得到

V (t) 6
n∑
i=1

[
− c2i |si|

(
µ(∥θ̂∥+Θ · · ·+

· · · ∥ψ̂∥+Ψ)
|si|

c2i ∥s∥2
+ Li

)]
. (48)

又由
n∑
i=1

|si|2

∥s∥2
= 1,可得

V̇ (t) 6
n∑
i=1

[−c2i |si|Li]− µ(∥θ̂∥+Θ + ∥ψ̂∥+Ψ).

(49)

由假设 3可知

∥θ̂∥+Θ > ∥θ̂∥+ ∥θ∥ > ∥θ̂ − θ∥,

同理有

∥ψ̂∥+Ψ > ∥ψ̂∥+ ∥ψ∥ > ∥ψ̂ − ψ∥,

由此可得

V̇ (t) 6
n∑
i=1

[−c2i |si|Li]− µ(∥θ̂ − θ∥+ ∥ψ̂ − ψ∥), (50)

其中
µ = min{Lici(i = 1, 2, · · · , n)} > 0.

由引理 3可得

V̇ (t) 6 −µ
( n∑
i=1

[ci|si|] + ∥θ̂ − θ∥+ ∥ψ̂ − ψ∥
)
6

−
√
2µ

(1
2

( n∑
i=1

[c2i s
2
i ] + ∥θ̂ − θ∥2 + ∥ψ̂ − ψ∥2

)) 1
2 6

−
√
2µV (t)1/2. (51)

由引理 1可知, 同步误差收敛到滑模面 (si(t) = 0)的

时间为

T ′ =

√
2

µ

(1
2

( n∑
i=1

c2i s
2
i (0) + ∥θ̂(0)− θ∥2+

∥ψ̂(0)− ψ∥2
)) 1

2

, (52)

因此,所设计的自适应滑模控制律可以使同步误差在

有限时间内收敛到滑模面. 2
注注注 1 抖振问题是滑模控制方法在工程中应用

的主要障碍, 抖振产生的本质原因是开关的切换动

作造成控制的不连续性, 由于本文所设计的自适应

滑模控制律 (33) 包含 |si|/∥s∥2和 sgn(xi)两项, 会造

成控制律不连续.为了避免发生抖振现象,采用连续

化高增益法, 用
|si|

∥s∥2 + ε
代替

|si|
∥s∥2

, 并用
xi

|xi|+ ε
代

替符号函数 sgn(xi). 其中: ε是一个很小的正数,仿真

时取 ε = 0.001; sgn(xi)统一代表了控制律 (33)中的

sgn(ei)和 sgn(si).

3 系系系统统统仿仿仿真真真研研研究究究

3.1 系系系统统统仿仿仿真真真参参参数数数设设设定定定

为了验证本文所提出理论的正确性以及所设计

的自适应滑模控制律的有效性,下面采用Matlab数值

仿真的形式进行验证, 选定Lorenz系统为驱动系统,

选定Liu系统为响应系统,其形式如下:

驱动系统为
ẋ1 = 10(x2 − x1),

ẋ2 = 28x1 − x2 − x1x3,

ẋ3 = x1x2 − 8/3x3;

(53)
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响应系统为 
ẏ1 = 10(y2 − y1),

ẏ2 = 40y1 − y1y3,

ẏ3 = 4y21 − 2.5y3.

(54)

将式 (53)和 (54)改写成与 (1)和 (2)相同的形式,

即

ẋ =


0

−x2 − x1x3

x1x3


︸ ︷︷ ︸

f(x)

+


x2 − x1 0 0

0 x1 0

0 0 −x3


︸ ︷︷ ︸

F (x)


10

28

8/3


︸ ︷︷ ︸

θ

,

(55)

ẏ =


0

−y1y3
4y21


︸ ︷︷ ︸

g(y)

+


y2 − y1 0 0

0 y1 0

0 0 −y3


︸ ︷︷ ︸

G(y)


10

40

2.5


︸ ︷︷ ︸

ψ

. (56)

系统中的不确定项和外部扰动项选取为

∆f1(x, t) = 0.15 sin(t)x1, ∆f2(x, t) = 0.2 sin(t)x2,

∆f3(x, t) = 0.25 sin(t)x3, ∆g1(y, t) = 0.15 cos(t)y1,

∆g2(y, t) = 0.2 cos(t)y2, ∆g3(y, t) = 0.25 cos(t)y3,

dmi (t) = 0.4 sin(t), dsi = 0.4 cos(t), i = 1, 2, 3.

选取滑模面为

si(t) = ei(t) + k1
w t

0
ei(τ)dτ + k2

w t

0

ei(τ)

|ei(τ)|+ ε
dτ.

(57)

自适应滑模控制律选取如下形式:

ui(t) =

1

pi

[
|fi(x)− gi(y)|+ |Fi(x)θ̂ −Gi(y)ψ̂|+ µ(∥θ̂∥+

Θ + ∥ψ̂∥+Ψ)
|si|

c2i ∥s∥
2 + αi∥x∥+ βi∥y∥+ Li+

Dm
i +Ds

i +
∣∣∣k1ei + k2

ei
|ei|+ ε

∣∣∣] si
|si|+ ε

=

λi
si

|si|+ ε
. (58)

图 1和图 2分别为带有不确定性和外部扰动的

驱动系统和响应系统.
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图 1 驱动系统
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图 2 响应系统

为了展现本文所设计的控制律具有更快的收敛

速度,与传统的滑模控制律进行对比, 传统滑模面和

控制律分别选取为

si(t) = ei(t) + k3
w t

0

ei(τ)

|ei(τ)|+ ε
|ei(τ)|∂dτ, (59)

ui(t) =

1

pi

[
|fi(x)− gi(y)|+ |Fi(x)θ̂ −Gi(y)ψ̂|+ µ(∥θ̂∥+

Θ + ∥ψ̂∥+Ψ)
|si|

c2i ∥s∥
2 + αi∥x∥+ βi∥y∥+ Li+

Dm
i +Ds

i +
∣∣∣k3|ei|∂ ei

|ei|+ ε

∣∣∣] si
|si|+ ε

=

λi
si

|si|+ ε
. (60)

其中滑模面和控制律的参数选取为: k1 = 20, k2 = 10,

k3 = 10, ∂ = 0.5; α1 = 0.15, α2 = 0.2, α3 = 0.25;

β1 = 0.1, β2 = 0.15, β3 = 0.2; Dm
i = Ds

i = 0.4, i = 1,

2, 3; c1 = 4, c2 = 3, c3 = 2; L1 = L2 = L3 = 1; p1 =

p2 = p3 = 2; Θ = Ψ = 35; θ̂和ψ̂的初始值分别为

[1, 1, 1]和 [2, 2, 2]; 非线性输入ϕi(ui) = [5+3 sin(t)]ui,

i = 1, 2, 3; Lorenz系统的初始值为 [x1(0), x2(0), x3(0)]

= [2, 2, 2], Liu系统的初始值为 [y1(0), y2(0), y3(0)] =

[1, 1, 1].

3.2 仿仿仿真真真结结结果果果分分分析析析

利用上述设定的仿真参数对系统进行Matlab仿

真. 图 3为滑模面切换函数, 图中的小图是部分时间

段的局部放大图;图 4为控制律变化曲线;图 5为利用

本文所设计的控制律 (58)得到的同步误差变化曲线;

图 6为利用传统控制律 (60)得到的同步误差变化曲

线;图 7和图 8分别为自适应参数 θ̂和 ψ̂ 的变化曲线.
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图 3 切换滑模面
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图 4 自适应滑模控制律
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图 5 控制律 (58)作用下的同步误差
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图 6 控制律 (60)作用下的同步误差
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图 8 自适应参数 ψ̂

由图 3可知, 切换滑模面在控制律的作用下, 可

在很短的时间内收敛到零点; 由图 4可知, 为了保证

同步误差快速地收敛到零点, 控制律在控制作用开

始时具有很大的值,当误差收敛到零点之后, 仍有一

定的控制量去抑制外部扰动和不确定性带来的同步

误差的变化; 从图 5和图 6的对比可知, 在本文所设

计的控制律的作用下, 同步误差收敛到零点的速度

更快, 从而实现了驱动系统和响应系统之间的同步;

由图 7和图 8可知,在滑模面收敛到零点后,自适应参

数 θ̂ 和 ψ̂ 趋近于恒定的值.

4 结结结 论论论

本文设计了一个自适应滑模控制律,实现了两个

带有未知参数和非线性输入以及带有不确定性和外

部扰动的混沌系统之间的同步控制.为了使系统具有

更好的滑模运动, 首先提出了一个新的终端滑模面,

并从理论推导和数值仿真两方面证明了它比传统滑

模面具有更快的收敛速度;然后, 针对系统中的未知

参数,设计了自适应律;最后,基于自适应理论和滑模

控制理论,设计了自适应滑模控制律,使同步误差在

有限时间内收敛到滑模面,并沿滑模面在有限时间内

收敛到零点,最终实现了驱动系统与响应系统在有限

时间内达到同步.数值仿真的结果表明, 同步误差可

在有限时间内收敛到零点, 具有较快的收敛速度,并

验证了所设计控制律的有效性和可行性.
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