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摘 要: 针对状态和控制输入均含有时滞的离散时间系统,提出最优跟踪控制的设计方法. 通过引入一种新的状态

向量,将含有状态和控制输入时滞的离散时间系统转化为含有虚拟扰动项的无时滞离散时间系统.根据最优控制理

论,构造离散Riccati矩阵方程和离散 Stein矩阵方程的序列,并证明该解序列一致收敛于变换后的离散时间系统的最

优跟踪控制策略.利用最优控制的逐次逼近设计方法,得到最优跟踪控制的近似解,并给出求解最优跟踪控制律的算

法. 仿真算例表明了所提出最优跟踪控制方法的有效性.
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Optimal output tracking control for discrete-time systems with delayed
state and input
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Abstract: This paper proposes a design method of optimal tracking control for discrete-time systems with the delayed state

and input. By introducing a new state vector, the original system is transformed into a non-delay discrete-time system with

virtual disturbance. According to the optimal control theory, a sequence of discrete Riccati matrix equations and Stein matrix

difference equations are constructed, and the solution sequence is proved to converge to the optimal tracking strategy of the

transformed discrete-time system. By using the successive approximation design method of optimal control, the approximate

solution of the optimal tracking control is obtained, and a design algorithm of the optimal tracking control law is presented.

Simulation examples are given to illustrate the effectiveness of the proposed approach.

Keywords: time delay system；discrete-time system；optimal control；optimal output tracking；successive
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0 引引引 言言言

在各种实际应用系统中时滞是普遍存在的,近年

来,时滞系统的跟踪控制问题出现了很多新的研究结

果.文献 [1]针对含有不确定时滞的线性系统,提出了

一种自适应反步控制方法,解决了系统的轨迹跟踪问

题. 文献 [2]研究了含时滞的网络控制系统的H∞输

出跟踪控制问题.文献 [3]针对含时变时滞和扰动的

线性系统的鲁棒跟踪控制问题,提出了一种组合非线

性反馈方法. 文献 [4]针对含多时滞和外部扰动的多

输入多输出线性系统, 采用组合非线性反馈和滑模

控制相结合的方法实现了鲁棒跟踪和模型跟踪.文献

[5]使用一种基于序列的近似方法, 将非线性时滞系

统的输出跟踪问题转化为不含时滞的两点边值问题.

针对具有时滞的海洋平台的最优减振控制问题,文献

[6]提出了一种含有记忆项的前馈反馈控制律.

由于计算机控制普遍采用的是离散数字信号,离

散时间系统的分析与控制一直是人们关注的热点问

题.文献 [7]在有限容量网络环境下,对于非线性离散

时间系统的步进式跟踪控制问题,提出利用预测控制

和积分控制来补偿网络时滞,消除跟踪误差. 文献 [8]

针对含时滞的非线性离散时间系统的最优跟踪控制

问题,使用启发式动态规划迭代算法设计了最优跟踪
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控制律.针对多时滞离散线性系统,文献 [9]首先利用

坐标变换将原系统化为最小时滞等效系统,然后设计

了基于自适应动态规划算法的最优跟踪控制器. 针对

海洋平台的最优跟踪控制问题,文献 [10]设计了一个

离散的前馈反馈最优跟踪控制器.

含有时滞的离散时间系统可通过扩维的方法消

除时滞. 文献 [11]研究了含多时滞和正弦扰动的离散

时间系统的控制问题,通过向量变换和扩维将系统变

为在形式上无时滞的新系统.然而, 扩维方法只适合

维数较低和小时滞的系统, 否则会引起“维度灾难”

和物理不可实现问题.时滞系统二次性能指标的最优

控制问题往往导致求解既含有超前项又含有时滞项

的两点边值问题[5]. 对于一般的系统而言, 求解这一

问题的解析解是非常困难的. 近年来，对于非线性系

统的最优控制问题,人们提出了一种逐次逼近设计方

法[12]. 逐次逼近设计方法已被推广用于解决时滞和

非线性离散时间系统的最优跟踪控制问题[13-14].

本文研究既含有状态时滞又含有控制输入时滞

的离散时间系统的最优跟踪控制问题.首先提出一种

状态向量的变量代换,将时滞离散时间系统转换为形

式上无时滞的系统;然后利用最优控制的逐次逼近设

计方法[12]得到最优跟踪控制的近似解. 仿真算例表

明了所提出最优跟踪控制方法的有效性.

1 系系系统统统描描描述述述及及及模模模型型型转转转换换换

考虑一类含状态和控制输入时滞的离散系统

x(k + 1) = Ax(k) +A1x(k − h) +Bu(k − τ);

x(k) = α(k), k = −h,−h+ 1, · · · , 0;

u(k) = 0, k = −τ,−τ + 1, · · · , 0. (1)

其中: x ∈ Rn, u ∈ Rr, y ∈ Rm; A、A1、B分别为适

当维数的常量矩阵; h和 τ分别为状态时滞和控制输

入时滞,均为正整数; α(k)为初始状态.

引入一个新的状态向量. 令

x̃(k) = x(k) + ϕ(k), (2)

其中

ϕ(k) =

k−1∑
i=k−h

Ak−h−i−1A1x(i)+

k−1∑
i=k−τ

Ak−τ−i−1Bu(i). (3)

将式 (2)代入系统 (1),并假设

ỹ(t) = C̃x̃(k), (4)

其中 C̃为适当维数的常量矩阵. 得到系统的另一种表

达形式为

x̃(k + 1) = Ãx̃(k) + Ã1ϕ(k) + B̃u(k),

ỹ(k) = C̃x̃(k). (5)

其中: Ã = A + A−hA1, Ã1 = −A−hA1, B̃ = A−τB.

如果将ϕ(k)看作系统 (5)的虚拟扰动项,则系统 (5)在

形式上是无时滞的.

假设系统 (5)的参考输入 ȳ可描述为 z(k + 1) = Fz(k),

ȳ(k) = Hz(k).
(6)

其中: z ∈ Rn, ȳ ∈ Rm, F 和H分别为适当维的常量

矩阵. 跟踪误差为

e(k) = ȳ(k)− ỹ(k). (7)

本文的目的是找到一个最优跟踪控制律u∗(k),

使二次性能指标

J =
1

2
eT(N)QNe(N)+

1

2

N−1∑
k=0

[eT(k)Qe(k) + uT(k)Ru(k)] (8)

在满足动态约束 (5)∼ (7)的前提下取得最小值,其中

Q、QN ∈ Rn×n、R ∈ Rr×r均为正定矩阵.

2 最最最优优优跟跟跟踪踪踪控控控制制制律律律的的的设设设计计计

首先, 整理二次性能指标 J , 将式 (5)∼ (7)代入

(8),得到

J =

1

2
zT(N)HTQNHz(N)− zT(N)HTQN C̃x̃(N)+

1

2
x̃T(N)C̃TQN C̃x̃(N)+

1

2

N−1∑
k=0

[zT(k)HTQNHz(k)−

2zT(k)HTQN C̃x̃(k) + x̃T(k)C̃TQN C̃x̃(k)+

uT(k)Ru(k)]. (9)

根据离散时间系统最优控制理论,结合性能指标 (9),

可得到最优跟踪控制律为

u(k) = −R−1B̃Tλ(k + 1). (10)

其中λ(k + 1)为如下两点边值问题的解:

x̃(k + 1) = Ãx̃(k) + Ã1ϕ(k)− B̃R−1B̃Tλ(k + 1),

λ(k) = C̃TQC̃x̃(k) + C̃TQHz(k) + ÃTλ(k + 1),

λ(N) = C̃TQN C̃x̃(N)− C̃QNHz(N),

x̃(k) = α(k), k = −h,−h+ 1, · · · , 0. (11)

注意到,两点边值问题 (11)中含有伴随向量的超

前项λ(k + 1), 而ϕ(k)本质上是由原系统 (1)中的时

滞部分转化得到的. 欲求解两点边值问题 (11)的解析

解十分困难,所以利用逐次逼近的方法解决两点边值

问题 (11),进而得到最优跟踪控制律.
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引理 1[15] 下列不等式成立:
k∑

i=1

ij 6 (k + 1)j+1

j + 1
,

j = 1, 2, · · · , k = 1, 2, · · · . (12)

引理 2 考虑离散时间系统

x̃(k + 1) = G(k + 1)x̃(k)− T1(k + 1)z(k)−

T2(k + 1)g(k) + T3(k + 1)ϕ(k),

k = 0, 1, · · · , x̃(0) = ã0. (13)

其中: x̃ ∈ Rn为状态向量; G(k)、T1(k)、T2(k)、T3(k)

为已知时变矩阵, ã0为已知初始向量; z(k) ∈ Rn满足

z(k + 1) = Fz(k), z(0) = z0, (14)

z0为已知初始向量; g(k)为ϕ(k)的函数向量, g(k)和

ϕ(k)满足

∥g(ϕ(k))∥ 6 α∥ϕ(k)∥,

∥g(v(k))− g(w(k))∥ 6 β∥v(k)− w(k)∥; (15)

ϕ(k)为x(k)的函数向量, ϕ(k)满足

∥ϕ(x(k))∥ 6 γ∥x(k)∥,

∥ϕ(v(k))− ϕ(w(k))∥ 6 µ∥v(k)− w(k)∥, (16)

α、β、γ和µ为正常数.

定义函数向量序列 {x̃[j](k)}为

x̃[0](k) =

k∏
m=0

G(k −m)ã0−

k∑
i=1

[ k−i−1∏
m=0

G(k −m)
]
T1(i)F

i−1z0,

x̃[j](k) =

k∏
m=0

G(k −m)ã0−

k∑
i=1

[ k−i−1∏
m=0

G(k −m)
]
T1(i)F

i−1z0−

k∑
i=1

[ k−i−1∏
m=0

G(k −m)
]
T2(i)g

[j−1](i− 1)+

k∑
i=1

[ k−i−1∏
m=0

G(k −m)
]
T3(i)ϕ

[j−1](i− 1),

x̃[j](0) = ã0, z(0) = z0, j = 1, 2, · · · . (17)

其中: G(0) = I ,
k−i−1∏
m=0

G(k −m) = I , I为单位阵. 假

设ϕ[0](i)满足

∥ϕ[0](i)∥ 6 η, i = 0, 1, · · · , (18)

则序列 {x̃[j](k)}一致收敛于方程 (13)的解.

证证证明明明 由式 (17)可推导出

x̃[1](k)− x̃[0](k) =

−
k∑

i=1

[ k−i−1∏
m=0

G(k −m)
]
T2(i)gj−1(i− 1)+

k∑
i=1

[ k−i−1∏
m=0

G(k −m)
]
T3(i)ϕj−1(i− 1). (19)

令

b̄ =

sup
k∈[0,N)

{∥∥∥k−i−1∏
m=1

G(k −m)
∥∥∥, i = 0, 1, · · · , k − j,

}
,

b = max{1, b̄},

t2 = sup
k∈[−h,0]

∥T2∥,

t3 = sup
k∈[−h,0]

∥T3∥. (20)

由式 (15)∼ (17)可得

∥x̃[1](k)− x̃[0](k)∥ 6

bt2

∥∥∥ k∑
i=1

g0(i− 1)
∥∥∥+ bt3

∥∥∥ k∑
i=1

ϕ0(i− 1)
∥∥∥ 6

bt2α
∥∥∥ k∑

i=1

ϕ0(i− 1)
∥∥∥+ bt3

∥∥∥ k∑
i=1

ϕ0(i− 1)
∥∥∥ 6

b(t2α+ t3)kη, k = 0, 1, · · · . (21)

同理有

x̃[2](k)− x̃[1](k) =

−
k∑

i=1

[ k−i−1∏
m=0

G(k −m)
]
T2(i)[g1(i− 1)− g0(i− 1)]+

k∑
i=1

[ k−i−1∏
m=0

G(k −m)
]
T3(i)[ϕ1(i− 1)− ϕ1(i− 1)].

(22)

进而有

∥x̃[2](k)− x̃[1](k)∥ 6

bt2

k∑
i=1

∥g1(i− 1)− g0(i− 1)∥+

bt3

k∑
i=1

∥ϕ1(i− 1)− ϕ0(i− 1)∥ 6

b(t2α+ t3)

k∑
i=1

∥ϕ1(i− 1)− ϕ0(i− 1)∥ 6

b(t2α+ t3)γ

k∑
i=1

∥x̃1(i− 1)− x̃0(i− 1)∥ 6

b(t2α+ t3)γ

k∑
i=1

b(t2α+ t3)iη 6

b2(t2α+ t3)
2γη

k2

2!
. (23)
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由引理 1,利用数学归纳法,得到

∥x̃[j](k)− x̃[j−1](k)∥ 6

b(t2α+ t3)γ

k∑
i=1

∥x̃j(i− 1)− x̃j−1(i− 1)∥ 6

bj(t2α+ t3)
jγj−1η

kj

j!
,

k = 0, 1, · · · , j = 1, 2, · · · . (24)

由三角不等式可知,对于任意正整数 γ,下列不等式成

立:

∥x̃[j+r](k)− x̃[j](k)∥ 6

η

j+r−1∑
i=j

bi(t2α+ t3)
iγi−1 k

i

i!
6

ηbj(t2α+ t3)
jγj−1kj

j!
exp[b(t2α+ t3)γk],

k = 0, 1, · · · , N, j = 1, 2, · · · . (25)

不等式 (25)意味着

lim
j→∞

∥x̃[j+r](k)− x̃[j](k)∥ = 0, ∀r > 0, (26)

可见, {x̃[j](k)}是一个Cauchy序列. 此序列一定收敛,

且其上限是方程 (13)的解. 2

定理 1 考虑如方程 (5)∼ (8)描述的最优跟踪控

制问题,最优跟踪控制律是存在且唯一的. 最优跟踪

控制律为

u∗(k) =

−R−1B̃TT (k)[P1(k + 1)Ãx̃(k)+

P2(k + 1)Fz(k) + P1(k + 1)Ã1 lim
j→∞

ϕ[j](k)+

lim
j→∞

g[j](k + 1)]. (27)

P1(k)为如下离散Riccati矩阵方程的唯一半正定解:

P1(k) = C̃TQC̃ + ÃTT (k)P1(k + 1)Ã,

P1(N) = C̃TQN C̃. (28)

P2(k)为如下离散 Stein矩阵方程的唯一解:

P2(k) = C̃TQH + ÃTT (k)P2(k + 1)F,

P2(N) = −C̃QNH. (29)

其中

ϕ[j](k) =

k−1∑
i=k−h

Ak−h−i−1A1[x̃
[j](i)−ϕ[j](i)]+

k−1∑
i=k−τ

Ak−τ−i−1Bu[j](i),

ϕ[−1](k) = 0. (30)

g[j](k)为如下伴随向量差分方程的解:

g[−1](k) = 0;

g[j](k) =

ÃTT (k)P1(k + 1)Ã1ϕ
[j](k) + ÃTT (k)g[j](k + 1),

k = 0, 1, · · · , N − 1;

g[j](N) = 0, j = 0, 1, · · · . (31)

其中

T (k) = (I + P1(k + 1)S)−1, S = B̃R−1B̃T,

λ[j](k) = P1(k)x̃
[j](k) + P2(k)z(k) + g[j−1](k). (32)

x̃[j](k)为如下状态向量差分方程的解:

x̃[j](k + 1) =

[I − ST (k)P1(k + 1)]Ãx̃[j](k)−

ST (k)P2(k + 1)Fz(k)+

[I − T (k)P1(k + 1)]Ã1ϕ
[j−1](k)−

ST (k)g[j−1](k + 1),

k = 0, 1, · · · ;

x̃[j](0) = α̃0, j = 0, 1, · · · . (33)

证证证明明明 令

λ(k) = P1(k)x̃(k) + P2(k)z(k) + g(k). (34)

根据两点边值问题 (11)中的第 3式,令

P1(N) = C̃TQN C̃, P2(N) = −C̃QNH,

g(N) = 0. (35)

结合方程 (6)和 (11)求出

λ(k + 1) =

T (k)P1(k + 1)Ãx̃(k) + T (k)P1(k + 1)Ã1ϕ(k)+

T (k)P2(k + 1)Fz(k) + T (k)g(k + 1). (36)

将式 (36)代入方程 (11)的第 2式,可以得到

λ(k) =

[C̃TQC̃ + ÃTT (k)P1(k + 1)Ã]x̃(k)+

[ÃTT (k)P2(k + 1)F + C̃TQH]z(k)+

ÃTT (k)P1(k + 1)Ã1ϕ(k)+

ÃTT (k)g(k + 1), k = 0, 1, · · · , N − 1. (37)

对比方程 (34)和 (37), 利用方程 (35), 可以得到离散

Riccati矩阵方程 (28)、离散Stein矩阵方程 (29)和

g(k) =

ÃTT (k)P1(k + 1)Ã1ϕ(k) + ÃTT (k)g(k + 1),

k = 0, 1, · · · , N − 1, g(N) = 0. (38)

根据最优控制理论, 存在唯一的半正定矩阵P1满足

方程 (28). 将P1代入离散 Stein矩阵方程 (29),能唯一

确定P2. 因此,最优控制律存在并唯一.将方程 (36)代
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入等式 (10),得到

u∗(k) =

−R−1B̃TT (k)[P1(k + 1)Ãx̃(k) + P2(k + 1)Fz(k)+

P1(k + 1)Ã1ϕ(k) + g(k + 1)]. (39)

下面求解伴随向量 g(k)和由时滞转化而来的向

量ϕ(k). 将方程 (39)代入 (11)得到

x̃(k + 1) =

[I − ST (k)P1(k + 1)]Ãx̃(k)−

ST (k)P2(k + 1)Fz(k) + [I−

ST (k)P1(k + 1)]Ã1ϕ(k)− ST (k)g(k + 1),

k = 0, 1, · · · ;

x̃(0) = α̃0, j = 0, 1, · · · . (40)

在方程 (30)中构造一个虚拟扰动向量ϕ(k)的差分方

程序列,在方程 (31)中构造一个伴随向量 g(k)的差分

方程序列,在方程 (33)中构造一个状态向量差分方程

序列和如下控制向量序列:

u[j](k) =

−R−1B̃TT (k)[P1(k + 1)Ãx̃[j](k)+

P2(k + 1)Fz(k) + P1(k + 1)Ã1ϕ
[j−1](k)+

g[j−1](k + 1)]. (41)

注意到, 在方程 (33)的第 j次迭代中, ϕ[j−1](k)

和 g[j−1](k+1)均为已知的函数向量,这是一个非齐次

线性差分方程. 通过整理, 可以得到第 j个状态向量

x̃[j](k). 将 x̃[j](k)代入方程 (41)可以得到第 j个控制

向量u[j](k).将 x̃[j](k)和u[j](k)代入方程 (30), 得到

ϕ[j](k). 将ϕ[j](k)代入方程 (31), 仍然是非齐次线性

向量差分方程,可以得到解 g[j](k).

根据引理 2, {x̃[j](k)}、{ϕ[j](k)}和 {g[j](k)}一致
收敛. 由于控制向量序列 {u[j](k)}只依赖于以上 3个

向量,它也一致收敛. 当 j趋近于无穷时, {u[j](k)}的
极限u∗(k)便是最优跟踪控制律. 2

综合以上最优跟踪控制器的设计过程,给出计算

第 j阶最优跟踪控制律的算法步骤.

Step 1: 利用方程(6)得到 ȳ(k).解方程(28)和(29),

分别得到P1(k)和P2(k).令 j = 0,给出性能指标的迭

代误差σ > 0.

Step 2: 解方程 (33), 得到 x̃[j](k).将 x̃[j](k)代入

方程 (41),得到u[j](k).

Step 3: 将u[j](k)代入方程 (5),得到闭环系统.利

用方程 (30)可得ϕ[j](k),解方程 (31)得到 g[j](k).

Step 4: 利用方程 (7)得到 e[j](k). 计算得

Jj =

1

2
e[j]

T
(N)QNe[j](N)+

1

2

N−1∑
k=0

[e[j]
T
(k)Qe[j](k) + u[j]T(k)Ru[j](k)]. (42)

Step 5: 如果 |(Jj−1 − Jj)/Jj | < σ, 则停止计算,

得到输出u[j](k),否则,令 j = j + 1,继续 Step 2.

3 仿仿仿真真真示示示例例例

考虑由方程 (1)、(6)和 (7)所描述的系统

A =

[
1 0.1

−0.03 0.98

]
, A1 =

[
−0.2 0

0 0.4

]
,

B =

[
0

0.5

]
, C =

[
1

0

]
, F =

[
0.9 0.1

−0.06 0.8

]
,

H =

[
1

0

]
, x0 =

[
0

1

]
, z0 =

[
0

1

]
,

Q = 4, Qn = 1, R = 1. (43)

给出系统的状态时滞h = 1,控制时滞 τ = 2,性能指

标的迭代误差σ = 0.02. 当 |(JM − JM−1)/JM | < σ

时, 可以认为第M阶的次优跟踪律是最优输出跟踪

律.相应的二次型性能指标选取为

J =
1

2
e2(50) +

1

2

49∑
k=0

[4e2(k) + u2(k)]. (44)

系统输出 ỹ(k)与参考输入 ȳ(k)的对比仿真曲线如图

1所示. 误差 e(k)和最优输出跟踪控制变量u(k)的仿

真曲线如图 (2)和图 (3)所示.各阶性能指标值 Jj及

其迭代误差σj如表 1所示. 由表 1可见, 性能指标值

随迭代次数的增加而减小, 最终趋于平稳, 此时的稳

定值即为最优性能指标 JM . 当 j = 6时,性能指标的

相对误差小于给定值,所以u6(k)可看作近似最优输

出跟踪控律.

表 1 性能指标值Jj及其迭代误差σj

j 1 2 3 4 5 6

J 168.02 133.76 107.83 90.30 85.00 83.45

σ ― 0.204 0.194 0.165 0.059 0.018

0 20 40 60

k

0

1

2

3

4 desired y
j=1

j=2

j=3

y

图 1 系统输出 ỹ(k)与参考输入 ȳ(k)的对比仿真曲线
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图 2 系统误差 e(k)的仿真曲线
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图 3 最优输出跟踪控制变量u(k)的仿真曲线

4 结结结 论论论

本文研究了含有状态时滞和控制输入时滞的线

性离散时间系统的最优跟踪控制问题,提出了一种无

时滞转化策略,运用逐次逼近的方法求出最优控制律

的近似解. 仿真算例表明了所提出最优跟踪控制方法

的有效性.

参考文献(References)

[1] Zhu Y, Su H, Krstic M. Adaptive backstepping control of

uncertain linear systems under unknown actuator delay[J].

Automatica, 2015, 54: 256-265.

[2] Gao H, Chen T W. Network-based H output tracking

control[J]. IEEE Trans on Automatic Control, 2008, 53(3):

655-667.

[3] Mobayen S. An LMI-based robust tracker for

uncertain linear systems with multiple time-varying delays

using optimal composite nonlinear feedback technique[J].

Nonlinear Dynamics, 2015, 80(1/2): 917-927.

[4] Majd V, Mobayen S. An ISM-based CNF tracking

controller design for uncertain MIMO linear systems

with multiple time-delays and external disturbances[J].

Nonlinear Dynamics, 2015, 80(1/2): 591-613.

[5] Tang G Y, Fan M Q. Series-based approximate approach of

optimal tracking control for nonlinear systems with time-

delay[J]. Progress in Natural Science, 2008, 18(12): 1571-

1576.

[6] Ma H, Tang G Y, Hu W. Feedforward and feedback optimal

control with memory for offshore platforms under irregular

wave forces[J]. J of Sound and Vibration, 2009, 328(4/5):

369-381.

[7] Zhang H, Shi Y, Liu M X. H∞ step tracking control for

networked discrete-time nonlinear systems with integral

and predictive actions[J]. IEEE Trans on Industrial

Informatics, 2013, 9(1): 337-345.

[8] Zhang H G, Song R Z, Wei Q L, et al. Optimal tracking

control for a class of nonlinear discrete-time systems with

time delays based on heuristic dynamic programming[J].

IEEE Trans on Neural Networks, 2011, 22(12): 1851-1862.

[9] Liu Y, Zhang H G, Luo Y H, et al. ADP based optimal

tracking control for a class of linear discrete-time system

with multiple delays[J]. J of the Franklin Institute, 2016,

353(9): 2117-2136.

[10] Zhang B L, Liu Y J, Ma H, et al. Discrete feedforward and

feedback optimal tracking control for offshore steel jacket

platforms[J]. Ocean Engineering, 2014, 91: 371-378.

[11] Han S Y, Wang D, Chen Y H, et al. Optimal tracking

control for discrete-time systems with multiple input

delays under sinusoidal disturbances[J]. Int J of Control,

Automation and Systems, 2015, 13(2): 292-301.

[12] Tang G Y. Suboptimal control for nonlinear systems: A

successive approximation approach[J]. Systems & Control

Letters, 2005, 54(5): 429-434.

[13] Tang G Y, Wang H H. Successive approximation approach

of optimal control for nonlinear discrete-time systems[J].

Int J of Systems Science, 2005, 36(3): 153-161.

[14] 周珊珊, 董瑞, 唐功友. 离散时滞系统的最优滑模控

制[J].控制与决策, 2010, 25(2): 299-302.

(Zhou S S, Dong R, Tang G Y. Optimal sliding mode

control for discrete-time systems with time-delay[J].

Control and Decision, 2010, 25(2): 299-302.)

[15] Wang H H, Tang G Y. Observer-based optimal output

tracking for discrete-time Systems with multiple state and

input delays[J]. Int J of Control, Automation and Systems,

2009, 7(1): 57-66.

(责任编辑：郑晓蕾)


