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摘 要: 采用一种新的Lyapunov泛函,分析变周期采样系统的渐近稳定性.通过引入状态积分以及该积分与采样状

态的交叉项,构造一个Lyapunov泛函,利用最新报道的改进的 Jensen不等式估计该Lyapunov泛函的导数,导出变周

期采样系统的渐近稳定性结果.仿真结果表明,所给出的稳定性结果具有较小的保守性.
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Abstract: A new Lyapunov functional is used to analyze the asymptotic stability of sampled-data systems under aperiodic

sampling. A Lyapunov functional is constructed by introducing the integral of the state and the cross term of this integral and

the sampling state. The improved Jensen inequality reported recently is used to estimate the derivative of the Lyapunov

functional. A new asymptotic stability result is obtained for the sampled-data systems under aperiodic sampling. The

simulation results show that the proposed result has less conservatism than some existing ones.
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0 引引引 言言言

基于采样系统在数字控制系统及网络控制系

统中的重要应用, 采样系统的研究在近几十年得到

了广泛关注[1-4].由于采样系统的稳定是其正常工作

的前提, 研究采样系统的稳定性具有重要的理论和

实际意义.采样系统稳定性的分析主要有以下几种

方法: 1) 离散系统方法[5], 该方法将采样系统转化

为离散系统, 利用离散Lyapunov理论进行稳定性分

析; 2)脉冲系统方法[6], 该方法将采样系统转化为脉

冲系统,再利用Lyapunov理论进行稳定性分析; 3)输

入延迟方法[7-8], 该方法将采样系统转化为带有时变

延迟的连续系统, 运用分析时滞系统稳定性的方法

进行稳定性分析; 4)类Lyapunov泛函方法[9-10], 该方

法只要求Lyapunov泛函在采样时刻正定, 并不要求

Lyapunov泛函在采样时刻连续, 所得稳定性结果保

守性较小.文献 [11]基于离散系统理论研究了变周期

采样系统的稳定性, 给出了新的稳定性结果;在文献

[11]的基础上,文献 [12]提出了改进的 Jensen不等式

并对Lyapunov泛函的导数进行估计, 得到了保守性

更小的结果.

注意到, 文献 [9, 11-12]中的Lyapunov泛函没有

利用状态积分, 由此导出的稳定性结果还有改进的

余地.本文采用一种新的Lyapunov泛函分析变周期

采样系统的渐近稳定性.首先, 引入状态积分以及该

积分与采样状态的交叉项,构造出一个新的Lyapunov

泛函,该Lyapunov泛函只要求在采样时刻正定;然后,

利用最新提出的改进 Jensen不等式估计该Lyapunov

泛函的导数,从而导出变周期采样系统的渐近稳定性

结果,该稳定性结果可推广到多面体不确定变周期采

样系统.
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在本文中, XT和X−1分别表示矩阵X的转置

和逆;对称矩阵中的“∗”表示矩阵中的对称项;对称矩

阵X > 0 (< 0)表示矩阵X是正定的 (负定的);矩阵 I

表示适当维数的单位阵; | · |表示n维欧几里德向量范

数;集合Rn, Rn×m, N分别表示n维向量、n ×m维

矩阵、自然数集; λmin(·)(λmax(·))表示矩阵的最小 (最

大)特征值;对于任意的矩阵A, He(A)表示A+AT.

1 问问问题题题描描描述述述

考虑如下系统:

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t). (1)

其中: A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m为已知的实常数矩阵;

x(t) ∈ Rn为系统的状态; u(t) ∈ Rm为采样控制输

入, 满足形式u(t) = ud(tk), tk 6 t < tk+1, 采样时刻

tk (k ∈ N)满足 0 = t0 < t1 < · · · < tk < · · · ,且有

0 6 h 6 tk+1 − tk = hk 6 h, ∀k ∈ N , (2)

其中h和h为已知常数.

采用如下形式的状态反馈控制器:

u(t) = Kx(tk), tk 6 t < tk+1,

其中K ∈ Rm×n为控制增益.

系统 (1)可转化为

ẋ(t) = Ax(t) +A1x(tk), tk 6 t < tk+1, (3)

其中A1 = BK.

本文的目的是对于给定的控制增益K,分析采样

系统 (3)的稳定性, 给出渐近稳定性结果.为此, 给出

如下引理.

引理 1 对于采样系统 (3), 假设存在正数 c1, c2
及Lyapunov泛函V (x(t), t), t ∈ [tk, tk+1), 满足如下

不等式:

c1 | x(tk) |26 V (x(tk), tk) 6 c2 | x(tk) |2, (4)

V (x(tk), tk) 6 lim
t→t−k

V (x(t), t). (5)

V (x(t), t)沿着采样系统 (3)关于时间 t的导数满

足下式:

V̇ (x(t), t) , dV (x(t), t)

dt
< 0, ∀t ∈ [tk, tk+1), (6)

即采样系统 (3)是渐近稳定的.

证明过程类似于文献 [9]中引理 1的证明, 此处

省略.

注 1 引理 1只要求Lyapunov泛函V (x(t), t)在

采样时刻正定,并不要求其在采样时刻连续.另外,文

献 [9]中引理 1给出的是带有状态量化的定常周期采

样系统的指数稳定性判据,本文引理 1给出的是变周

期采样系统的渐近稳定性判据.

引理 2[12](改进的 Jensen不等式) 对于给定的矩

阵R > 0,对所有在 [a, b] → Rn上连续可微的函数ω,

如下不等式成立:w b

a
ω̇T(u)Rω̇(u)du > 1

b− a
ΩTRΩ +

3

b− a
Ω̃TRΩ̃ .

其中

Ω̃ = ω(b) + ω(a)− 2

b− a

w b

a
ω(u)du,

Ω = ω(b)− ω(a).

2 主主主要要要结结结果果果

为了分析采样系统 (3)的稳定性, 采用如下形式

的Lyapunov泛函:

V (x(t), t) = V1(x(t)) + V2(x(t), t) + V3(x(t), t). (7)

其中

V1(x(t)) = xT(t)Px(t),

V2(x(t), t) =

2(tk+1 − t)(xT(t)X − xT(tk)X
T
1 )(x(t)− x(tk))+

(tk+1 − t)
w t

tk
ẋT(s)Qẋ(s)ds,

V3(x(t), t) =

(tk+1 − t)
( w t

tk
xT(s)Q1x(s)ds+ 2

( w t

tk
x(s)ds

)T

×

Mx(tk) + (t− tk)x
T(tk)Q2x(tk)

)
,

tk 6 t < tk+1.

注 2 由V3(x(t), t)定义可知, 与文献 [9,11-12]

等相关文献相比, 本文构造的Lyapunov泛函 (7)增

加了状态的积分
w t

tk
x(s)ds以及该积分与采样状态

x(tk)的交叉项, 更多地利用了采样系统 (3)的信息,

有望导出保守性较小的稳定性结果.

运用Lyapunov泛函 (7)分析采样系统 (3)的稳定

性,可得到如下定理, Lyapunov泛函 (7)中各矩阵的定

义详见该定理.

定理 1 对于给定的h > h > 0,如果存在对称矩

阵P > 0, Q > 0, Q1 > 0, Q2 ∈ Rn×n, 以及矩阵M ,

X , X1 ∈ Rn×n, Nj ∈ R3n×n (j = 1, 2, 3),使得当h ∈
{h, h}时,如下矩阵不等式成立:

Ω0 + hΩ2 + heT2 Q2e2 < 0, (8) Ω0 + hΩ1 − heT2 Q2e2 hN1 3hN2

∗ −hQ 0

∗ ∗ −3hQ

 < 0. (9)

其中

Ω0 = He(eT1 PM11 −N1e12 −N3e12 − 3N2e123)−

He(eT1 (Xe1 − (X +X1)e2) + eT2 X1e2),

Ω1 = He(N3Ae3 +N3A1e2 − eT3 Me2)− eT3 Q1e3,

Ω2 = He(MT
11Xe12 + (eT1 X − eT2 X

T
1 )M11)+

MT
11QM11 +He(eT1 Me2) + eT1 Q1e1,
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e1 = [I 0 0], e2 = [0 I 0], e3 = [0 0 I],

e12 = e1 − e2, e123 = e1 + e2 − 2e3,

M11 = Ae1 +A1e2.

则采样系统 (3)是渐近稳定的.

证证证明明明 显然, 由Lyapunov泛函 (7)的定义可知,

Lyapunov泛函 (7)满足引理 1的条件 (4)和 (5).

下面证明Lyapunov泛函 (7)满足引理 1的条件

(6).首先,定义变量

ν1(t) =


1

t− tk

w t

tk
x(s)ds, t ∈ (tk, tk+1);

x(tk), t = tk.

ξ(t) = [xT(t) xT(tk) νT1 (t)]
T, t ∈ [tk, tk+1).

当 tk 6 t < tk+1(k ∈ N)时, Lyapunov泛函 (7)

沿着采样系统 (3)关于时间 t求导,可得

V̇ (x(t), t) =

V̇1(x(t)) + V̇2(x(t), t) + V̇3(x(t), t). (10)

其中

V̇1(x(t)) = ξT(t)(eT1 PM11 +MT
11Pe1)ξ(t),

V̇2(x(t), t) =

− 2ξT(t)(eT1 X − eT2 X
T
1 )e12ξ(t) + (tk+1−

t)ξT(t)(He(MT
11Xe12 + (eT1 X − eT2 X

T
1 )M11)+

MT
11QM11)ξ(t)−

w t

tk
ẋT(s)Qẋ(s)ds,

V̇3(x(t), t) =

(tk+1 − t)xT(t)Q1x(t)+

(tk+1 − t)ξT(t)(He(eT1 Me2)+

eT2 Q2e2)ξ(t)− (t− tk)ξ
T(t)(He(eT3 Me2)+

eT2 Q2e2)ξ(t)−
w t

tk
xT(s)Q1x(s)ds.

由引理 2可得

−
w t

tk
ẋT(s)Qẋ(s)ds 6

− 1

(t− tk)
ξT(t)(eT12Qe12 + 3eT123Qe123)ξ(t). (11)

另外,由文献 [12]可知,存在N1, N2 ∈ R3n×n使得如

下不等式成立:

− 1

(t− tk)
eT12Qe12 6

(t− tk)N1Q
−1NT

1 −N1e12 − eT12N
T
1 , (12)

− 3

(t− tk)
eT123Qe123 6

3(t− tk)N2Q
−1NT

2 − 3N2e123 − 3eT123N
T
2 . (13)

对采样系统 (3)两边在 [tk, t)上积分,可得

x(t)− x(tk) = A
w t

tk
x(s)ds+ (t− tk)A1x(tk). (14)

于是,存在N3 ∈ R3n×n使得如下等式成立:

0 = −2ξT(t)N3(x(t)− x(tk)) +

2(t− tk)ξ
T(t)N3(Aν1(t) +A1x(tk)). (15)

由 Jensen不等式[13]可得

−
w t

tk
xT(s)Q1x(s)ds 6 −(t− tk)ν

T
1 (t)Q1ν1(t). (16)

综合式 (10)∼ (16),可得

V̇ (x(t), t) 6 ξT(t)W (t)ξ(t), (17)

其中

W (t) =

Ω0 + (t− tk)(Ω1 − eT2 Q2e2) + (t− tk)(N1Q
−1NT

1 +

3N2Q
−1NT

2 ) + (tk+1 − t)(Ω2 + eT2 Q2e2). (18)

由条件 (8)和 (9)以及Schur补引理可知, 对于h

∈ {h, h},下面的不等式成立:

Ω0 + hΩ1 − heT2 Q2e2 + hN1Q
−1NT

1 +

3hN2Q
−1NT

2 < 0,

Ω0 + hΩ2 + heT2 Q2e2 < 0.

考虑到Ω0 + hkΩ1 − hke
T
2 Q2e2 + hkN1Q

−1NT
1 +

3hkN2Q
−1NT

2 和Ω0 + hkΩ2 +hke
T
2 Q2e2关于hk的线

性性质,对于hk ∈ [h, h],有

Ω0 + hkΩ1 − hke
T
2 Q2e2 + hkN1Q

−1NT
1 +

3hkN2Q
−1NT

2 < 0,

Ω0 + hkΩ2 + hke
T
2 Q2e2 < 0.

由W (t)的定义可知

W (tk) < 0, W (tk+1) < 0.

考虑到W (t)关于 t的线性性质,对于 t ∈ [tk, tk+1),有

W (t) < 0.

由式 (17)和 (18)可得

V̇ (x(t), t) 6 ξT(t)W (t)ξ(t) < 0.

至此, Lyapunov泛函 (7)满足引理 1的所有条件.

所以,采样系统 (3)是渐近稳定的. 2

注 3 由定理 1可知, Lyapunov泛函 (7)只要求

在采样时刻正定, 通过它分析采样系统 (3)的稳定

性可以导出保守性小的稳定性结果.另外, 在估计

Lyapunov泛函 (7)的导数时,一方面利用采样系统 (3)

的积分方程 (14)引入状态积分
w t

tk
x(s)ds; 另一方面

利用改进的 Jensen不等式予以估计,可以得到较小的

上界,由此可导出改进的稳定性结果.

注 4 定理 1通过适当的变换可以推广到多面体

不确定变周期采样系统.

3 数数数值值值仿仿仿真真真

下面给出两个数值实例,说明本文给出的稳定性
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结果具有较小的保守性.

例 1 考虑采样系统 (3),其中

A =

[
0 1

0 −0.1

]
, A1 =

[
0 0

−0.375 −1.15

]
.

当h = 0时, 运用Matlab中的LMI工具箱, 根据

本文定理 1和文献 [2-4, 7-8, 11]中的稳定性结果可得

变周期采样区间的上界h,详见表 1.

表 1 例 1中变周期采样区间的上界h

方法 文献 [8] 文献 [7] 文献 [3] 文献 [11] 文献 [4] 文献 [2] 本文定理 1

h 1.36 1.69 1.72 1.721 6 1.708 1.723 2 1.729

从表 1可见, 与文献 [2-4, 7-8, 11]中的稳定性结

果相比,由本文定理 1得到的变周期采样区间的上界

h较大,由此可知,本文定理 1给出的稳定性结果与文

献 [2-4, 7-8, 11]相比,具有较小的保守性.

为了进一步说明本文所得稳定性结果比文献 [10

-12]中稳定性结果的保守性小,引出如下算例.

例 2 考虑采样系统 (3),其中

A =

 0.05 0.6 0.1

−3 −2 0.1

0.1 0 −2

 , A1 =

 0.05 0.05 0.4

−1 1 0.05

0.5 0.05 −0.9

 .

当h = 10−2时,运用Matlab中的LMI工具箱,根

据本文定理 1和文献 [3-4, 10-12]中的稳定性结果,可

得变周期采样区间的上界h,详见表 2.

表 2 例 2中变周期采样区间的上界h

方法 文献 [4] 文献 [3] 文献 [11] 文献 [12] 文献 [10] 本文定理 1

h 1.009 2.008 2.009 2.338 2.138 2.669

从表 2可见,与文献 [3-4, 10-12]中的稳定性结果

相比,通过本文定理 1得到的h较大,说明本文定理 1

比文献 [3-4, 11-12]中的稳定性结果的保守性小.

4 结结结 论论论

本文采用一种新的Lyapunov泛函分析了变周期

采样系统的渐近稳定性.首先, 引入状态积分以及该

积分与采样状态的交叉项,得到了一个新的Lyapunov

泛函; 然后, 利用改进 Jensen不等式估计该Lyapunov

泛函的导数, 以得到较小上界, 从而导出了变周期采

样系统渐近稳定性结果;最后, 举例说明了本文得到

的稳定性结果具有较小的保守性.变周期采样系统的

镇定是下一步将要研究的问题.
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