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振荡序列的分数阶离散GM(1, 1)幂模型及其应用
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摘 要: 针对GM(1, 1)幂模型从离散的参数估计到连续的预测函数所产生的固有误差, 提出一种新的分数阶离

散GM(1, 1)幂模型,并针对可能存在的病态性,利用正则化算法替代最小二乘法估计部分参数以提高参数估计的精

度;为了提高模型的预测精度,提出新的累加阶数及幂参数的确定方法. 对工业废水排放率及城市用水量两个实例的

预测结果表明,所提出的模型及确定参数的方法对于振荡时间序列有着很好的预测精度.
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Fractional order discrete grey GM(1, 1) power model based on oscillation
sequences and its application

WANG Jun-fang†, LUO Dang
(School of Mathematics and Information Science，North China University of Water Resources and Electric

Power，Zhengzhou 450046，China)

Abstract: To overcome the system errors of the grey GM(1, 1) power model, in which the parameters estimation is discrete

and the forecast function is continuous, a new fractional order grey discrete GM(1, 1) power model is constructed, and the

method of regularization is used in stead of the least square method in some parameters’ estimation because of the problem

of ill-condition to improve the accuracy of parameters estimation. A new method is proposed to determine the optimization

values of accumulation order and power exponential so as to increase the forecast precision. The tests on the forecast of

industrial waste emissions rate and urban water consumption show that the proposed model and the methods of parameters

estimation have higher forecast accuracy in oscillation sequences.
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0 引引引 言言言

自邓聚龙教授[1]针对 “小样本、贫信息 ”的灰色

序列提出灰色系统以来, 其应用范围越来越广泛,涉

及工业、农业、水文、环境、管理、军事等各个领域[2];

GM(1, 1)模型作为一个最基础且应用范围较广的模

型,是针对单变量通过合适的累加算子来弱化序列的

随机性, 从而寻找变化规律,并以此规律为基础建立

时间序列的预测模型.

作为灰色GM(1, 1)模型的推广, Verhulst模型针

对 “ S ”型序列有着更高的建模精度,它对单调序列建

模效果较好,但是对于振荡序列并不能直接应用.大

多数文献着重于数据处理方面,例如对原始数据采取

反三角变换、平移变换、指数变换、几何平均变换等.

钱吴永等[3]提出了加速平移变换,变序列为单调序列,

再经过均值生成建立灰色模型;杨芬[4]提出了正数化

平移变换和加权几何平均变换,弱化了随机性, 建立

了加权几何平均DGM(1, 1)模型. GM(1, 1)幂模型作

为传统的GM(1, 1)模型和Verhulst模型的推广, 由于

其取值灵活的幂参数使得它能更好地描述系统的非

线性的本质, 针对振荡序列可以提高建模的精度,但

模型中的幂参数为非线性部分,给参数估计带来一定

的困难. 幂值的选取往往凭经验或者直接取为 2, 不

利于幂模型的推广应用. 王正新等[5]利用信息覆盖原

理提出了幂指数白化公式, 解决了幂参数的确定问
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题,并讨论了不同的幂参数对模型解的极限性质的影

响.王正新[6]又将GM(1, 1)幂模型添加了系统延迟参

数和时变参数,使得发展系数与灰作用量随时间变化,

提高了模型的适应能力.为了提高幂模型对振荡序列

的适应性,王正新[7]利用傅立叶级数提取残差序列规

律,构建了小样本振荡序列的灰色模型.

虽然人们对GM(1, 1)幂模型做了各种改进,但始

终不能克服灰色模型以离散形式估计参数,而预测函

数为连续形式所带来的误差.谢乃明等[8]提出的离散

灰色预测模型, 直接用差分方程形式求解参数, 并用

递推形式得到预测函数,从而使拟合精度得到大幅提

高.近年来,该模型得到了广泛的关注,涌现了不少研

究成果[9-11].为了减少数据的随机性,提高光滑度,凸

显蕴藏的规律,需要对原始数据做累加运算.研究表

明: 累加的次数越多,老数据参与运算的次数相对于

新数据越多,会使得新数据的变动对模型的影响低于

老数据的变动所带来的影响,这与新信息优先原理相

违背;并且累加次数越多,解的扰动界越大.为了改进

上述问题,人们提出了分数阶累加算子, 研究了分数

阶累加GM(1, 1)模型与GM(1, 1)模型解的关系,提供

了白化解替代内涵解的条件[12]. 杨保华等[13]提出了

离散GM(1, 1)幂模型, 并引入分数阶累加算子, 构建

了分数阶离散灰色GM(1, 1)幂模型; Wu等[14]提出了

分数阶非齐次指数离散灰色模型,讨论了初始值变动

对模型解的影响,从预测效果角度论证了模型的有效

性,并提出了分数阶离散GM(2, 1)模型[15]. 灰色幂模

型的病态性也被众多学者所讨论,人们从对原始数据

实施初等变换[16]、优化岭回归算法[17]等方面改善了

模型的病态性,但还存在还原误差和有偏性等问题.

受分数阶离散GM(1, 1)幂模型的启发,本文针对

振荡序列重新构建一种新的分数阶离散GM(1, 1)幂

模型,讨论该模型在病态情况下线性部分参数的正则

估计法,然后给出非线性部分的幂参数及累加阶数的

确定方法. 实例预测结果表明了所提出模型和方法的

有效性.

1 分分分数数数阶阶阶离离离散散散GM(1, 1)幂幂幂模模模型型型
首先给出GM(1,1)幂模型的定义,再由幂模型引

出分数阶离散GM(1,1)幂模型.

1.1 GM(1, 1)幂幂幂模模模型型型

定义 1 [18] 给定分数 q/p和原始序列X(0),称下

式为原始序列的分数 q/p阶生成序列:

x
q
p (k) =

k∑
j=1

Ck−j
k−j+ q

p−1
xj , k = 1, 2, · · · , n. (1)

其中

C0
q
p−1 = 1,

Ck−j
k−j+ q

p−1
=(

k − j +
q

p
− 1

)(
k − j +

q

p
− 2

)
· · ·

(q
p
+ 1

)(q
p

)
(k − j)!

.

记 r = q/p,称矩阵

Ar =



1 C1
r · · · Cn−2

r+n−3 Cn−1
r+n−2

0 1 · · · Cn−3
r+n−4 Cn−2

r+n−3

...
...

. . .
...

...

0 0 · · · 1 C1
r

0 0 · · · 0 1


为分数 r阶累加生成矩阵,其逆矩阵A−r为累减生成

矩阵.

定义 2 [2] 给定非负原始序列X(0) = (x(0)(1),

x(0)(2), · · · , x(0)(n)), X(1)为X(0)的一阶累加生成序

列, Z(1)为X(1)的紧邻均值生成序列,满足灰建模三

条件的非线性模型

x(0)(k) + az(1)(k) = b(z(1)(k))γ , (2)

dx(1)

dt
+ ax(1) = b(x(1))γ (3)

分别为GM(1, 1)幂模型和GM(1, 1)幂模型的白化方

程.

1.2 分分分数数数阶阶阶离离离散散散GM(1, 1)幂幂幂模模模型型型

由于传统的累加生成算子在模型分析时,利用老

信息相对于新信息较多,导致越新的数据对参数估计

的影响越小, 与新信息优先原理相违背; 而分数阶累

加模型可以根据数据特点, 选择合适的累加阶数, 从

而能够有效改善这类现象.传统的GM(1, 1)幂模型无

法克服通过离散形式估计参数和连续形式求模型解

所导致的误差. 本文提出一种分数阶离散GM(1, 1)幂

模型,可以有效避免从差分方程的参数估计到微分方

程的模型求解再到离散的预测的转换,全程均用离散

形式进行参数估计、模拟、预测, 通常可以提高模型

的模拟和预测的精度.

定义 3 设x(r)为原始序列x(0)的 r阶累加序

列,分数 r阶GM(1, 1)幂模型定义为

x(r−1)(k) + az(r)(k) = b[z(r)(k)]γ , (4)

其白化方程为

dx(r)

dt
+ ax(r) = b[x(r)]γ . (5)

将白化方程 (5)变形为

dx(r)1−γ

dt
+ (1− γ)ax(r)1−γ

= b(1− γ). (6)

令 y = x(r)1−γ
,式 (6)变形为
dy

dt
+ (1− γ)ay = b(1− γ), (7)

其离散形式为

y(k + 1) = β1y(k) + β2. (8)
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定义 4 设原始序列为X(0), r阶生成序列为

X(r) = (x(r)(1), x(r)(2), · · · , x(r)(n)), 称满足下式

的非线性模型为分数阶离散GM(1, 1)幂模型:{
y(k + 1) = β1y(k) + β2,

y(k) = (x(r)(k))
(1−γ)

.
(9)

将模型 (9)引入矩阵形式,记矩阵

B =


y(1) 1

y(2) 1
...

...
y(n− 1) 1

 , Y =


y(2)

y(3)
...

y(n)

 , β =

[
β1

β2

]
.

(10)

2 分分分数数数阶阶阶离离离散散散GM(1, 1)幂幂幂模模模型型型预预预测测测函函函数数数及及及
参参参数数数估估估计计计

对模型 (9)的第 1个式子利用递推法可得

y(k + 1) = βk
1y(1) + β2

1− βk
1

1− β1
, (11)

从而

x(r)(k + 1) =[ β2

1− β1
+
(
x(0)(1)

1−γ
− β2

1− β1

)
βk
1

] 1
1−γ

. (12)

通过X(0) = A−rX(r)即可得到模型 (9)的还原值.

2.1 分分分数数数阶阶阶离离离散散散GM(1, 1)幂幂幂模模模型型型参参参数数数β1和和和β2的的的

估估估计计计

引理 1 [19] 设A ∈ Cn×n,∆A ∈ Cn×n, b ∈ Cn,

∆b ∈ Cn,若对Cn×n上的某一矩阵范数 ∥ ·∥有 ∥A−1∥
× ∥∆A∥ < 1, 则非齐次线性方程组Ax = b与 (A +

∆A)(x+∆x) = b+∆b的解满足

∥∆x∥v
∥x∥v

6 κ(A)

1− κ(A)
∥∆A∥
∥A∥

(∥∆A∥
∥A∥

+
∥∆b∥v
∥b∥v

)
. (13)

其中: κ(A) = ∥A∥∥A−1∥为矩阵A的条件数, ∥ · ∥v是
Cn上与矩阵范数 ∥ · ∥相容的向量范数.

当矩阵A为正规矩阵,范数采用 2范数时,有

κ(A) = |λ1/λn|,

其中λ1、λn为矩阵A的最大、最小特征值.

实际应用中,模型参数 β1和β2经常采用最小二

乘估计.由引理 1可知,当矩阵B′B的条件数很大时,

该方程解的稳定性变差, 从而影响模型的参数估计

及预测的精度.本文采用基于条件数控制的正则化方

法[20]使得系数矩阵的条件数变小,从而提高参数估计

的精度.下面对最小二乘法和基于条件数控制的正则

化法求解病态方程组的优劣进行比较.

设方程组V β = Y ,其中

V =

[
1 1

1 1.000 001

]
, Y =

[
2

2.000 001

]
.

矩阵V 的条件数为 4× 106,其最小二乘解记为 β∗
1 ,正

则解记为 β∗
2 ,即

β∗
1 = (0.999 7, 0.999 8)′, β∗

2 = (1, 1)′.

很明显正则解为精确解,而最小二乘解由于受到矩阵

的病态性影响不能得到精确解.灰色模型的病态性是

不可避免的, 所以参数 β1和 β2的求解采用基于条件

数的正则化算法求解优于最小二乘法. 下面介绍基于

条件数控制的正则化算法.

记矩阵V = B′B, 其顺序特征值λ1 6 λ2, 所对

应的单位正交特征向量分别为α1、α2.令 k = (λ2 −
λ1)/λ

2
1,记

C = B′B + kB′Bα1α1
′B′B,

D = B′ + kB′Bα1α1
′B′.

基于条件数控制的正则化算法不再通过方程组V β =

B′Y 求解 β, 而是通过调整过的方程组Cβ = DY 求

解参数 β1和 β2.

定定定理理理 1 方程组V β = B′Y 与Cβ = DY 同解,

且矩阵C的条件数为 1.

证证证明明明 要证明两方程组同解,只需证

kB′Bα1α1
′B′Bβ = kB′Bα1α1

′B′Y. (14)

因为B′Bβ = B′Y ,所以式 (14)成立.

下面计算调整后的矩阵C的条件数. 因为

Cα1 = λ1α1 + λ1kB
′Bα1α1

′α1 =

(λ1 + kλ2
1)α1 = λ2α1,

Cα2 = λ2α2,

所以κ(C) = λ2/λ2 = 1. 2

由定理 1可知,根据条件数可以判别原模型是否

存在病态性. 如果存在,则 β1和β2的最小二乘解精度

不高, 可以利用基于条件数控制的正则化解法, 先调

整系数矩阵使其条件数为 1,再利用调整后的方程组

求解参数, 不仅能保证同解,而且还不受原模型的病

态性影响.

2.2 分分分数数数阶阶阶离离离散散散GM(1, 1)幂幂幂模模模型型型参参参数数数 γ和和和 r的的的确确确定定定

由模型 (9)可知, 参数 γ和 r为模型的非线性部

分, 确定其值比较困难, 文献 [13]利用拟合相对误差

最小化的方法,即最小化下式确定 γ和 r的值:

MAPE =
1

n− 1

n∑
j=2

∣∣∣ x̂(0)(k)− x(0)(k)

x(0)(k)

∣∣∣. (15)

模型的预测误差与拟合误差有很大的关系.一般

来说, 序列的拟合误差小也会有一个小的预测误差.

但是灰色序列数据较少, 取值也有一定的随机性, 只

有当序列值与一个理论模型非常接近时,拟合误差与

预测误差的相关性才很强.如果随机因素稍大,两者

并不能同时达到最小,则不能完全根据极小化拟合误

差的方法来估计参数从而建立模型. 如果一味地追求
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小的拟合误差, 则可能使得过分拟合极个别点 (随机

因素作用强的点)的拟合误差而影响了序列的主题规

律的提取,从而预测效果并不是太好.

本文提出一种新方法来确定两参数的取值,该方

法旨在减小新数据的拟合误差, 从而减小后期数据

的预测误差.本方法同时兼顾拟合与预测误差双重因

素,具体建模步骤如下.

1) 设序列X(0) = (x(0)(1), x(0)(2), · · · , x(0)(n)),

先对序列的前n− 1项x(0)(1), x(0)(2), · · · , x(0)(n− 1)

在给定参数 γ和 r下, 利用正则化法初步估计 β1和

β2. 求出前n − 1项的平均拟合相对误差与第n项的

预测相对误差的和,记为 PMAPE,即

PMAPE(γ, r) =
1

n− 2

n−1∑
j=2

∣∣∣ x̂(0)(k)− x(0)(k)

x(0)(k)

∣∣∣+
∣∣∣ x̂(0)(n)− x(0)(n)

x(0)(n)

∣∣∣. (16)

2) 极小化目标函数PMAPE(γ, r), 确定参数 γ、r

的最优取值参数 γ∗和 r∗.

3) 用最优参数 γ∗和 r∗, 对序列x(0)(1), x(0)(2),

· · · , x(0)(n)利用正则化法确定参数 β1、β2的最终估

计值β∗
1、β

∗
2 .

4)将上述参数估计值代入式 (12),求出拟合值和

预测值并对数据还原,得到x(0)的拟合值与预测值.

为了能直观比较上述两种确定参数的方法的优

劣,下面从模型 (9)中随机模拟一个原始序列,并对该

序列加一个干扰. 当固定 r时, MAPE、一步预测相对

误差和PMAPE随着 γ的变化曲线如图 1所示.

0.15 0.25 0.35 0.45

0

0.55

0.04

0.08

0.12

γ

'
(

%
& PMAPE

MAPE

!"#$%&

图 1 MAPE(·)、PMAPE(−)、一步

预测误差 (∗)随 γ的变化曲线

由图 1可知, 当给定 r时, 通过极小化MAPE确

定的 γ值相对于极小化 PMAPE法确定的 γ值更远离

使一步预测相对误差极小的 γ值,所以极小化式 (16)

确定出的参数 γ的值能使预测误差更小.

3 实实实例例例分分分析析析

3.1 工工工业业业废废废水水水排排排放放放率率率的的的预预预测测测

以文献 [5]中的数据为例, 验证本文提出的新模

型针对振荡序列的预测效果. 2000 ∼ 2009年某省工

业废水排放达标率的数据序列X(0) = (84.79, 96.47,

96.33, 97.2, 95.94, 96.65, 86.38, 86.09, 90.83, 95.28) (单

位: %). 记文献 [5]中的幂参数确定方法建立的GM(1,

1)幂模型为方法 1, 文献 [13]中利用最小化MAPE确

定幂参数和累加阶数的分数阶离散GM(1, 1)幂模型

为方法 2, 对 2000 ∼ 2008年数据利用方法 1、方法 2

和本文方法分别拟合模型, 并对 2009年和 2010年的

达标率进行预测, 3个模型的建模效果见表 1.

表 1 工业废水排放达标率的预测结果

方法 1 方法 2 本文方法

年份
原始

数据预测值相对误差/%预测值相对误差/%预测值相对误差/%

2009 95.28 84.94 10.85 83.03 12.85 95.03 0.26

2010 96.21 82.76 13.97 80.91 15.90 97.76 1.61

MAPE − − 2.46 − 2.09 − 8.38

由表 1可知, 利用本文提供的方法建模, 所得一

步与两步预测误差分别为 0.26%和 1.6%,虽然拟合效

果稍差, 但预测效果明显优于上述两种方法, 表明本

文提供的模型是有效的,本文提出的确定幂参数与累

加阶数的方法较好.

3.2 城城城市市市用用用水水水量量量预预预测测测

以文献 [4]中的实例为例, 某市 2000∼ 2006年

的城市用水量为X0 = (10.35, 10.89, 9.52, 9.04, 9.45,

10.28, 11.97) (单位: 108m3),该数据为振荡序列.文献

[4]提出了正数化平移变换和加权几何平均DGM(1,

1)模型,以下记该方法为方法 3. 以 2000 ∼ 2005年的

城市用水量为原始数据建立模型, 对 2006年的用水

量进行预测. 表 2列出了方法 2、方法 3和本文方法的

拟合和预测结果.

表 2 城市用水量的拟合及预测结果

年份 实际值 方法 2 方法 3 本文方法

2001 10.89 10.89 10.73 10.63

2002 9.52 9.52 9.73 10.65

2003 9.04 9.04 9.41 7.64

2004 9.45 9.45 9.27 9.40

2005 10.28 10.28 9.33 10.66

MAPE − 0.002% 3.76% 6.76%

2006RPE 11.97 4.69% 19.71% 1.79%

由表 2可知,本文方法对于振荡序列的模拟效果

未必太好,但预测效果较以上方法均有显著的优势.

4 结结结 论论论

对于序列X(0) = (x(0)(1), x(0)(2), · · · , x(0)(n)),

当它为振荡序列时,本文提出了新的离散GM(1, 1)幂

模型.为了减小解的扰动性,采用分数阶累加算子.在

运算过程中, 会遇到病态模型的情况.为了提高参数

β1、β2的求解精度,采用基于条件数控制的正则化方

法替代传统的最小二乘法;幂参数及累加的阶数是通

过极小化x(0)(1), x(0)(2), · · · , x(0)(n − 1)的平均相对

误差与x(0)(n)的预测相对误差的和确定的, 这样相

对减小了最新数据的模拟误差. 通过实例表明,这种

确定幂参数和累加参数的方法对于振荡序列在减小
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预测误差方面效果明显, 达到了建模的目的.该模型

有一定的适用范围,其对振荡序列预测效果较好,针

对单调序列预测效果稍差. 如何对模型的结构稍作调

整,使得拟合相对误差和预测误差均更小、适用范围

更广,将是下一步研究的问题.
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