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摘 要: 离散GM(1,1)模型建模时的病态性会导致模型的不稳定.运用向量的数乘和旋转变换研究离散GM(1,1)模

型的病态性问题,发现离散GM(1,1)模型的病态性产生的原因与累加向量和全 1向量的长度比值和夹角有关.运用

数乘和旋转变换将矩阵转化为良态矩阵,用以解决离散GM(1,1)模型的病态性问题.算例结果表明,向量变换是解决

离散GM(1,1)模型病态性的一种有效的方法.
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Abstract: If the morbidity appears in the discrete GM(1,1) model, it will lead to the instability of the model. Therefore,

multiple and rotation transformation is used to solve the morbidity of discrete GM(1,1) model. It is founded that the causes

of the morbidity of discrete GM (1,1) model are related to the ratio of the length and the angle with the accumulation vector

and the vector with all the elements equal to 1. The matrix is regulated to a well-conditioned one by multiple and rotation

transformation of vectors, which can completely solve the instability of the discrete GM(1,1) model. Numerical results show

that vector transformation is an effective method for the morbidity problem of the discrete GM(1,1) model.

Keywords: discrete GM(1,1) model；morbidity；multiple transformation；rotation transformation；condition number

0 引引引 言言言

GM(1,1)模型是灰色系统的基本模型之一,谢乃

明等在此基础上提出了离散GM(1,1)模型[1], 运用离

散GM(1,1)模型预测中国能源消费和单位GDP的能

源消耗量[2].在此基础上, 人们发展并建立了非齐次

离散GM(1,1)模型[3]和分数阶非齐次离散GM(1,1)模

型[4],并结合区间灰数建立了非齐次离散GM(1,1)模

型[5],这些成果是离散GM(1,1)模型快速发展的表现.

有理由相信,基于离散GM(1,1)模型的新模型和应用

将更多.在实际工程控制、测量平差模型、经济、统计

分析等数据处理中,测量等因素的影响将引起数据微

小的观测误差,计算中的舍入误差会使计算结果产生

很大的误差,即病态性.当病态性发生时,运用Matlab

软件计算会提示矩阵的条件数过大,导致计算结果的

不准确.因此, 研究离散GM(1,1)模型病态性产生的

原因和解决其病态性具有重要的意义.

灰色模型首先对原始序列进行累加生成,系数矩

阵B的条件数可能会很大 (大于1 000),导致计算的结

果不准确.文献 [6]指出, 在灰色建模时, 数据矩阵B

会出现严重漂移,即B中某个数据的微小变动会导致

模型参数很大的波动;文献 [7]指出,在灰色建模计算

中会出现病态性,需要引起注意.目前,关于灰色模型

病态问题的研究主要有: 1)仿射变换法.采用仿射变

换对GM(1,1)模型的病态性进行分析并将矩阵降为

良态矩阵[8], 采用数乘变换降低累积法GM(2,1)模型

的矩阵条件数,但其降低效果有限,仍为病态矩阵[9].
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2) 特征值估计法.对于GM(1,1)模型[10]、GM(1,1)幂

模型[11]、灰色Verhulst模型[12]、灰色Verhulst拓展模

型[13]、NGM(1,1, k)模型[14]、NGM(1,1, kα)模型[15]和

离散GM(1,1)模型[16]矩阵的条件数, 运用特征值的

估计给出其上界,表明矩阵元素过大或过小是导致病

态性的原因. 3)向量变换法.根据矩阵列向量的长度

和夹角分析GM(1,1)幂模型[17]和GM(2,1)模型[18]的

病态性产生的原因并解决其病态性.

关于离散GM(1,1)模型的病态性的问题已有一

定的研究[16],但其病态性并未完全解决,本文将通过

向量的数乘变换和旋转变换研究其病态性问题.具

体内容如下: 首先, 对列数为 2的一般矩阵B的列向

量进行数乘变换, 再实施旋转变换, 使矩阵BTB为

良态矩阵; 其次, 将数乘变换和旋转变换应用到离散

GM(1,1)模型,给出病态性出现的原因及解决病态性

的步骤, 对于齐次指数序列给出条件数关于发展系

数 a和序列长度n的函数关系式;然后,在序列长度n

= 5, 7时, 分别计算齐次指数序列在离散GM(1,1)模

型下数乘变换和旋转变换后的条件数; 最后, 通过实

例计算离散GM(1,1)模型的参数和条件数,结果进一

步表明,向量变换法能够很好地解决离散GM(1,1)模

型的病态性问题.

1 向向向量量量变变变换换换下下下矩矩矩阵阵阵的的的条条条件件件数数数

通常采用条件数衡量矩阵的病态性,当条件数大

于 10时,认为模型呈病态,否则为良态.对于列数为 2

的一般矩阵B,对其列向量实施数乘变换和旋转变换,

降低BTB的条件数,使矩阵BTB为良态矩阵[17-18].

引理 1[17-18] 已知X = (x1, x2, · · · , xn)
T, Y =

(y1, y2, · · · , yn)T为非零实向量,矩阵B = (X, ρY ), C

= BTB,常数 ρ > 0,则当存在 ρ使得 ∥X∥ = ρ∥Y ∥时,

矩阵C的条件数达到最小值 k(C) =
1 + | cos θ|
1− | cos θ|

, θ 为

向量X , Y 的夹角.

引理 1给出了数乘变换下矩阵BTB的条件数达

到最小值时的数乘量 ρ.引理 1表明, 矩阵BTB的条

件数由列向量X , Y 的长度比值和夹角 θ确定, 当数

乘变换使得列向量X , Y 的长度相等时, 条件数达到

最小值.引理 1给出了条件数与向量夹角之间的函数

关系式,条件数所属区间与列向量夹角范围对应关系

见表 1.

表 1 条件数所属区间对应向量夹角 θ的取值范围

条件数 (100, ∞ ) (10, 100) [1, 10)

夹角 θ◦ [0, 11.42) or (168.58, 180] (11.42, 35.10) or (144.90, 168.58) (35.10, 144.90)

| cos θ|值 (99/101, 1] (9/11, 99/101) [0, 9/11)

当列向量X , Y 的夹角 θ ∈ (35.10◦, 144.90◦)时,

数乘变换将矩阵降为良态矩阵; 当列向量X , Y 的夹

角 θ /∈ (35.10◦, 144.90◦)时,数乘变换不能将矩阵降为

良态矩阵.

引理 2[17-18] 已知X = (x1, x2, · · · , xn)
T, Y =

(y1, y2, · · · , yn)T为非零实向量, 矩阵B = (X,Y ), C

= BTB, ρ > 0, ∥X∥ = ∥Y ∥ = M , θ为向量X , Y 的夹

角,则有:

1) 当向量夹角 θ ∈ (0◦, 35.10◦)时, 即XTY > 0

且 k(C) > 10,取常数 c =
∥Y ∥

∥X − Y ∥
,则B∗ = (c(X −

Y ), Y ),矩阵B∗的列向量 c(X − Y )与Y 的长度相等,

夹角 θ∗ =
(
90◦ +

θ

2

)
∈ (90◦, 107.55◦) ⊂ (35.10◦,

144.90◦). C∗ = (B∗)
T
B∗为良态矩阵, 条件数 k(C∗)

=
1− cos θ∗

1 + cos θ∗
< 10,其中 cos θ∗ =

cos θ − 1√
2(1− cos θ)

.

2)当向量夹角 θ ∈ (144.90◦, 180◦)时,即XTY <

0且 k(C) > 10,取常数 c =
∥Y ∥

∥X + Y ∥
,则B∗ = (c(X+

Y ), Y ),矩阵B∗的列向量c(X + Y )与Y 长度相等,夹

角 θ∗ =
θ

2
∈ (72.45◦, 90◦) ⊂ (35.10◦, 144.90◦). C∗ =

(B∗)
T
B∗为良态矩阵, 条件数 k(C∗) =

1 + cos θ∗

1− cos θ∗
<

10,其中 cos θ∗ =
cos θ + 1√
2(1 + cos θ)

.

引理 2在引理 1的基础上继续实施旋转变换,将

矩阵化为良态矩阵.

2 离离离散散散GM(1,1)模模模型型型病病病态态态性性性问问问题题题分分分析析析
在第 1节中,对于列数为 2的一般矩阵B,通过向

量变换的方法可以使矩阵BTB为良态矩阵.在离散

GM(1,1)模型的参数辨识中,系数矩阵B0的列数为 2,

因此可以运用第 1节中向量变换法研究离散GM(1,1)

模型的病态性问题.

为了叙述简洁,下面对本文中的一些常用符号进

行说明:

M = (x(1)(1), x(1)(2), · · · , x(1)(n− 1))
T
;

N = (1, 1, · · · , 1)Tn−1;

S(j) =

n−1∑
k=1

(x(1)(k))
j
, j ∈ {0, 1, 2};

S(0) = NTN = n− 1, S(1) = MTN =

n−1∑
k=1

x(1)(k),

S(2) = MTM =

n−1∑
k=1

(x(1)(k))
2
.
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2.1 离离离散散散GM(1,1)模模模型型型的的的定定定义义义

定义 1[1] GM(1,1)模型的离散形式

x(1)(k + 1) = β1x
(1)(k) + β2 (1)

称为离散GM(1,1)模型,记为DGM(1,1)模型.

称 β1, β2为DGM(1,1)的一级参数包, 记为PI =

(β1, β2)
T. 原始序列为X(0) = (x(0)(1), x(0)(2), · · · ,

x(0)(n)), 累加序列为X(1) = (x(1)(1), x(1)(2), · · · ,

x(1)(n)).其中: x(1)(k) =

k∑
m=1

x(0)(m), k = 1, 2, · · · ,

n.一级参数包PI在最小二乘准则下的矩阵形式为

PI =

[
β1

β2

]
= (BT

0 B0)
−1

BT
0 Y0. (2)

B0 =


x(1)(1) 1

x(1)(2) 1
...

...

x(1)(n− 1) 1

 = (M,N), Y0 =


x(1)(2)

x(1)(3)
...

x(1)(n)

 .

初值取为x(1)(1) = x(0)(1),则递推函数为

x̂(1)(k + 1) = βk
1x

(0)(1) +
1− βk

1

1− β1
β2. (3)

累减还原可得 x̂(0)(k+ 1) = x̂(1)(k+ 1)− x̂(1)(k), k =

1, 2, · · · , n− 1.

2.2 离离离散散散GM(1,1)模模模型型型的的的数数数乘乘乘变变变换换换

对原始序列X(0)进行数乘变换可得序列Y (0) =

(y(0)(1), y(0)(2), · · · , y(0)(n)).其中: y(0)(i) = ρx(0)(i),

i = 1, 2, · · · , n, ρ为非零常数,数乘变换后的一次累加

生成序列 y(1)(i) =

i∑
m=1

y(0)(m) = ρx(1)(i),数乘变换

后DGM(1,1)模型的系数矩阵为

By =


y(1)(1) 1

y(1)(2) 1
...

...

y(1)(n− 1) 1

 = (ρM,N) = B0

[
ρ 0

0 1

]
,

Yy = (y(1)(2), y(1)(3), · · · , y(1)(n))T = ρY0.

下面将研究矩阵BT
y By的条件数, 给出DGM(1,

1)模型中数乘量 ρ的计算公式.

定理 1 DGM(1,1)模型表示为x(1)(k + 1) =

β1x
(1)(k) + β2, 对原始序列进行数乘变换 y(0)(i) =

ρx(0)(i), i = 1, 2, · · · , n, 则当 ρ =

√
n− 1

S(2)
时, Cy =

By
TBy 的条件数达到最小值 k(Cy) =

1 + | cos θ|
1− | cos θ|

,其

中 θ为向量M , N的夹角.

证证证明明明 By = (ρM,N), 由引理 1可知, 当 ∥ρM∥
= ∥N∥时, 矩阵Cy = By

TBy的条件数达到最小, 即

ρ
√

s(2) =
√
n− 1,则当 ρ =

√
n− 1

S(2)
时, Cy = By

TBy

的条件数达到最小值 k(Cy) =
1 + | cos θ|
1− | cos θ|

.

数乘变换后的DGM(1,1)模型为

y(1)(k + 1) = β1y
(1)(k) + ρβ2. (4)

一级参数包Py在最小二乘准则下的矩阵形式为

Py =

[
β1

ρβ2

]
= (BT

y By)
−1

BT
y Yy. (5)

初值为 y(1)(1) = y(0)(1) = ρx(0)(1),递推函数为

ŷ(1)(k + 1) = βk
1y

(0)(1) +
1− βk

1

1− β1
ρβ2. (6)

累减还原 ŷ(0)(k + 1) = ŷ(1)(k + 1)− ŷ(1)(k).

数乘还原 x̂(0)(k+1) =
ŷ(0)(k + 1)

ρ
, k = 1, 2, · · · ,

n− 1. 2

2.3 离离离散散散GM(1,1)模模模型型型的的的旋旋旋转转转变变变换换换

在DGM(1,1)模型中, 通过定理 1进行数乘变换

y(0)(i) = ρx(0)(i)
(
ρ =

√
n− 1

S(2)

)
后, 如果矩阵Cy =

(By)
T
By的条件数小于 10, 则为良态矩阵; 如果矩阵

Cy = (By)
T
By的条件数大于 10, 则继续运用引理 2

的旋转变换将矩阵转化为良态矩阵.

定理 2 进行数乘变换 y(0)(i) = ρx(0)(i)后的

DGM(1,1)模型为 y(1)(k + 1) = β1y
(1)(k) + ρβ2, 如

果矩阵Cy = (By)
T
By的条件数大于 10, 并且取 c =√

n− 1

∥ρM −N∥
,则旋转变换后的DGM(1,1)模型为 y

(1)
∗ (k

+1) = β∗
1y

(1)
∗ (k)+β∗

2 .其中: β∗
1 = β1, β∗

2 = ρβ2+β1−1,
y
(1)
∗ (k) = c(y(1)(k) − 1).矩阵C∗ = (B∗)

T
B∗的条件

数小于 10,为良态矩阵.

证证证明明明 数乘变换后的系数矩阵By = (My, Ny)

= (ρM,N),因为x(1)(i)全大于 0,则MTN > 0,向量
M , N的夹角小于 90◦.若矩阵Cy = (By)

T
By的条件

数大于 10,则由表 1可得 θ ∈ (0◦, 35.10◦),根据引理 2
进行旋转变换

B∗ = (c(My −Ny), Ny) = (My, Ny)

[
c 0

−c 1

]
=

B0

[
ρ 0

0 1

][
c 0

−c 1

]
= B0

[
ρc 0

−c 1

]
,

其中常数 c =
∥Ny∥

∥My −Ny∥
=

√
n− 1

∥ρM −N∥
.数乘变换后

的DGM(1,1)模型为 y(1)(k + 1) = β1y
(1)(k) + ρβ2.

进行如下等价变换:

c{y(1)(k + 1)− 1} =

β1{c[y(1)(k)− 1]}+ c(ρβ2 + β1 − 1). (7)

记 β∗
1 = β1, β∗

2 = ρβ2 + β1 − 1, y
(1)
∗ (k) =

c(y(1)(k)− 1),则DGM(1,1)模型为

y
(1)
∗ (k + 1) = β∗

1y
(1)
∗ (k) + β∗

2 . (8)

系数矩阵B∗和常数列Y ∗为
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B∗ =


y
(1)
∗ (1) 1

y
(1)
∗ (2) 1

...
...

y
(1)
∗ (n− 1) 1

=


c(y(1)(1)− 1) 1

c(y(1)(2)− 1) 1
...

...

c(y(1)(n− 1)− 1) 1

=

(c(My −Ny), Ny) = B0

[
ρc 0

−c 1

]
,

Y ∗ =


y
(1)
∗ (2)

y
(1)
∗ (3)

...

y
(1)
∗ (n)

 =


c(y(1)(2)− 1)

c(y(1)(3)− 1)
...

c(y(1)(n)− 1)

 = c(ρY0 −N).

由引理 2可得, C∗ = (B∗)
T
B∗的条件数小于 10,

矩阵C∗为良态矩阵,最小二乘解为

P ∗
I =

[
β∗
1

β∗
2

]
= ((B∗)

T
B∗)

−1
(B∗)

T
Y ∗. (9)

将 β∗
1 , β

∗
2代入DGM(1,1)模型的时间响应式 (8),

可得DGM(1,1)模型的求解公式

ŷ
(1)
∗ (k + 1) = (β∗

1)
k
ŷ
(0)
∗ (1) +

1− (β∗
1)

k

1− β∗
1

β∗
2 , (10)

其中 ŷ
(1)
∗ (k) = c(ŷ(1)(k) − 1) = c(ρx̂(1)(k) − 1).由此

可得 x̂(1)(k) =
1

ρ
+

ŷ
(1)
∗ (k)

cρ
,累减还原为 x̂(0)(k + 1) =

x̂(1)(k + 1)− x̂(1)(k), k = 1, 2, · · · , n− 1. 2

2.4 DGM(1,1)模模模型型型病病病态态态性性性处处处理理理步步步骤骤骤

利用向量变换法求解DGM(1,1)模型参数的步骤

如下.

Step 1: 数乘变换 y(0)(i) = ρx(0)(i), i = 1, 2,

· · · , n, 其中 ρ =

√
n− 1

S(2)
.若矩阵Cy = (By)

T
By的

条件数小于 10, 则为良态矩阵, 由式 (6)计算预测值;

反之, 若矩阵Cy = (By)
T
By的条件数大于 10, 则转

到Step 2继续实施旋转变换.

Step 2: 旋转变换可得系数矩阵B∗ = (c(My −

Ny), Ny), 其中常数 c =

√
n− 1

∥ρM −N∥
, C∗ = (B∗)

T
B∗

的条件数小于 10,为良态矩阵,由式 (10)计算预测值.

2.5 齐齐齐次次次指指指数数数序序序列列列下下下DGM(1,1)模模模型型型的的的病病病态态态性性性

当原始序列为齐次指数序列时, DGM(1,1)模型

为无偏模型[1], 由于数乘变换不影响建模精度[16], 下

面研究首项为 1的齐次指数序列在DGM(1,1)模型下

的病态性.

原始序列X(0) = [1, ea, e2a, · · · , e(n−1)a]
T

, 序列

长度为n,指数 a ∈ (−2, 2),则有

X(1) =
[
1,

1− e2a

1− ea
,
1− e3a

1− ea
, · · · , 1− ena

1− ea

]T
,

M =
[
1,

1− e2a

1− ea
,
1− e3a

1− ea
, · · · , 1− e(n−1)a

1− ea

]T
,

N = (1, 1, · · · , 1)Tn−1, S(0) = n− 1,

S(1) =
1

1− ea

[
(n− 1)− ea

1− e(n−1)a

1− ea

]
,

S(2) =

[
(n− 1)− 2ea

1− e(n−1)a

1− ea
+ e2a

1− e2(n−1)a

1− e2a

]
(1− ea)

2 ,

cos θ =
MTN

∥M∥∥N∥
=

S(1)√
S(2)S(0)

=

(n− 1)− ea
1− e(n−1)a

1− ea

√
n− 1

√
(n− 1)− 2ea

1− e(n−1)a

1− ea
+ e2a

1− e2(n−1)a

1− e2a

.

(11)

由引理 1可得, 数乘变换后的条件数为 k(Cy) =
1 + cos θ

1− cos θ
, 如果条件数仍大于 10, 则由引理 2的 1)可

得, MTN > 0且 k(Cy) > 10, 经旋转变换后有 cos θ∗

=
cos θ − 1√
2(1− cos θ)

< 0, 条件数 k(C∗) =
1− cos θ∗

1 + cos θ∗
<

10,整理后可得 k(C∗) =

√
2(1− cos θ)− (cos θ − 1)√
2(1− cos θ) + (cos θ − 1)

=

√
2 +

√
1− cos θ√

2−
√
1− cos θ

, 将式 (11)代入上式可得条件数

k(C∗)关于指数 a和序列长度n的函数关系式.

3 实实实例例例分分分析析析

例 1 首项为 1的齐次指数序列, 原始序列X(0)

= [1, ea, e2a, · · · , e(n−1)a]
T

.由于在 a ∈ (−2, 2)这个区

间内条件数相差过大, 不能很清楚地反映局部情况,

而较小区间 a ∈ (−0.5, 0.5)能更清晰地展示条件数的

变化情况.对于指数 a ∈ (−0.5, 0.5),分别取序列长度

n = 5, 7绘制图 1∼图 3,其中 a = 0无意义.
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图 1 原矩阵条件数
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图 3 旋转后矩阵条件数

图 1∼图 3在指数 a ∈ (−0.5, 0.5)的较小区间且

序列长度n = 5, 7的情况下,通过曲线描述了数乘变

换和旋转变换后条件数的变化情况.结果表明, 通过

数乘变换可以降低矩阵的条件数,但是部分区间的矩

阵仍为变态矩阵,再运用旋转变换可以将所有矩阵均

化为良态矩阵.

例 2 某井井深 2 060m, 下泵深度 1 800m, 由于

产量低, 转间抽生产.根据经验确定间抽生产的合理

沉没度 (泵在动液面以下的长度)为 50 ∼ 600m,对应

的液面高度为 310 ∼ 860m.关井测试动液面的变化,

当动液面深度 (井口到动液面的距离)达到 1 750m,即

液面高度为 310m时开始记录时间,每隔 1 h记录 1次

动液面,监测情况如表 2所示[19].取X(0) = (310, 461,

567, 644, 718, 780, 831) (液面高度)为原始序列建立

DGM(1,1)模型, 关键中间量和矩阵的条件数值如

表 3所示.

表 2 关井阶段动液面变化监测数据

时间点 / m 1 2 3 4 5 6 7

动液面深度 1 750 1 599 1 493 1 416 1 342 1 280 1 229

液面高度 310 461 567 644 718 780 831

表 3 例 2的中间量和矩阵条件数

中间量 ρ c β∗
1 β∗

2 k(C) k(Cy) k(C∗)

矩阵条件数值 0.000 48 1.83 1.11 0.62 1.55 × 107 12.36 1.75

例 3 设X(0) = (2.23, 8.29, 25.96, 84.88, 271.83)

为原始序列[1,16],按照 2.4节中DGM(1,1)模型病态性

的处理步骤进行计算,结果见表 4.

表 4 例 3的中间量和矩阵条件数

中间量 ρ c β∗
1 β∗

2 k(C) k(Cy) k(C∗)

矩阵条件数值 0.015 7 1.232 3.214 2.792 7 351 5.07 2.37

表 3和表 4中原始矩阵的条件数分别为 k(C) =

1.55 × 107和 7 351, 均为严重病态矩阵, 数乘变换后

矩阵的条件数分别降为 k(Cy) = 12.36和 5.07, 再经

过旋转变换将矩阵化为良态矩阵且条件数分别为

k(C∗) = 1.75和 2.37.

运用Matlab软件计算时不再提示条件数过大会

导致计算结果不准确, 模型的平均相对误差分别为

3.60%和 0.97%,模型精度不变.

4 结结结 论论论

运用向量的数乘和旋转变换研究离散GM(1,1)

模型的病态性问题,发现离散GM(1,1)模型病态性存

在的原因在于累加序列的长度与全 1序列长度的比

值 (偏离 1过大)和夹角 (θ /∈ (35.10◦, 144.90◦)), 运用

向量变换将矩阵化为良态矩阵,能够解决离散GM(1,

1)模型的病态性问题.对于系数矩阵列数为 2的灰色

模型, 有分数阶累加GM(1,1)模型[20-22], 可以运用向

量变换法研究其病态性问题;对于系数矩阵列数大于

2的灰色模型, 有非齐次离散GM(1,1)模型[3]和分数

阶非齐次离散GM(1,1)模型[4],可以考虑将向量变换

与正交变换[23]结合,研究数据的病态性.这些是有待

进一步研究和解决的问题.
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