
第 32卷 第 2期 控 制 与 决 策 Vol.32 No.2
2017年 2月 Control and Decision Feb. 2017

文章编号: 1001-0920(2017)02-0281-06 DOI: 10.13195/j.kzyjc.2016.1499

基于滤波器估计的正交函数神经网络非线性系统H∞控制

王宏伟†, 夏 浩

(大连理工大学控制科学与控制工程学院，辽宁大连 116024)

摘 要: 针对含有多个未知非线性项的非线性系统难于控制的问题,提出利用Chebyshev正交函数构建基于神经网
络滤波器的控制器,并在权值学习误差有界和跟踪误差有界条件下,通过李雅普诺夫稳定性定理确定控制器的权值,
保证了非线性系统的H∞鲁棒控制.最后,利用所提出算法对非线性系统的滤波器和控制器进行确定,仿真结果验证
了该方法的有效性.
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H∞ control of nonlinear system using orthogonal function neural network
based on filter estimation
WANG Hong-wei†, XIA Hao

(School of Control Science and Engineering，Dalian University of Technology，Dalian 116024，China)

Abstract: For the control problem of nonlinear systems with multiple unknown nonlinear terms, a neural network based on
Chebyshev orthogonal functions is proposed to realize the robust control of the system. In the study, a controller based on
the neural network filter using Chebyshev orthogonal functions is proposed. Under bounded conditions of weight learning
errors and tracking errors, the proposed control method can determine the weights of the controller and ensure the H∞ robust
control of nonlinear systems by using the Lyapunov stability theorem. Finally, for a nonlinear system, the proposed algorithm
is used to determine the filter and the controller. The simulation results show the effectiveness of the proposed method.
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0 引 䀰

变结构控制一直是控制领域的热门课题,并得
到国内外学者的广泛关注,特别是滑模变结构控制
得到了广大学者的高度重视.针对滑模控制,很多
研究者提出了新方法,文献[1]通过“快”和“慢”两
种模态切换规则,对参数型的下三角型连续系统,通
过Backstepping实现了其变结构控制.针对滑模控制
算法的复杂度问题,文献 [2]提出了基于多阶滑模的
Backstepping算法,从而降低了算法的复杂度.为了
克服非最小相位非线性系统难以控制的困难,文献
[3]提出了自适应滑模变结构控制方法,通过补偿方
式进行控制.针对变结构控制中的计算膨胀和高复
杂度的问题,文献 [4]用一阶滤波器代替微分,在满
足一定条件下解决了膨胀问题.文献 [5-6]对于高阶

非线性系统,采用改进的高阶滑模微分器做观测器,
设计了递阶Terminal滑模控制器.文献 [7-8]提出了
基于神经网络的非线性系统的滑模变结构控制.

本文针对非线性系统变结构控制难以实现的

问题,提出了基于Chebyshev多项式的单隐层正交函
数神经网络,通过利用单隐层正交函数神经网络,在
权值误差有界和跟踪误差有界条件下,构建基于滤
波器的非线性系统控制器,并通过鲁棒稳定性定理
确定权值.所采用的控制律无需未知函数及其导数
的上界.最后,通过一个非线性系统的仿真实例验证
了所提出方法的有效性.

1 一类多输入多输出非线性系统模型的

描述

首先,考虑如下形式的非线性系统:

收稿日期: 2015-12-03；修回日期: 2016-03-29.
基金项目: 国家自然科学基金面上项目 (61273098).
作者简介: 王宏伟 (1969−),男,副教授,博士,从事系统辨识、自适应控制的研究；夏浩 (1963−),男,教授,博士生导师,

从事项目调度、生产运作管理等研究.
†通讯作者. E-mail: wanghw@dlut.edu.cn



282 控 制 与 决 策 第32卷

ẋr
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ẋr
n = f r

n(x
r
1, x

r
2, · · · , xr

n) + gr(x
r
1, x

r
2, · · · , xr

n)ur;

(1)

yr = xr
1. (2)

其中:xr
i ∈ R, i = 1, 2, · · · , n, r = 1, 2, · · · ,m,m为

子系统的个数;函数f r
1 (x

r
1), f

r
2 (x

r
1, x

r
2), f

r
n(x

r
1, x

r
2, · · · ,

xr
n), gr(x

r
1, x

r
2, · · · , xr

n)为未知光滑函数.
为了利用正交函数神经网络来实现非线性系

统的控制,先给出如下引理和推论.
引理1[9] 若f(t)是一致连续函数,且满足

lim
t→∞

w t

0
[f(τ)dτ ] < ∞, (3)

则有 lim
t→∞

f(t) = 0.

推论1[9] 若f(t) ∈ L2

∩
L∞,且 ḟ(t) ∈ L∞,则

有 lim
t→∞

f(t) = 0.

2 正交函数神经网络模型的描述

正交函数神经网络是一个单层神经网络,输入
信号进入网络后,通过正交函数层后,利用激励函数
产生系统输出,如图1所示.
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图 1 正交函数神经网络结构

采用文献 [10-11]中介绍的Chebyshev正交多项
式方法,正交神经网络输出如下:

y =

N∑
i=1

ΦiWi. (4)

其中Φi = P1i(x1)P2i(x2) · · ·Pni(xn) =
n∏

j=1

Pji(xj),

Pji(xj)为Chebyshev正交多项式,其形式为Pj1(xj)

= 1,Pj2(xj) = xj ,Pji(xj) = 2xjPj(i−1)(xj) −
Pj(i−2)(xj), j = 1, 2, · · · , N , i ⩾ 3.
ભ题 1[10,12] 给定一个标量ε0 > 0和一个连续

函数L(x):x ∈ Rn,存在一个权值矢量W = W0,W0

= [W10,W20, · · · ,WN0]
T,使得下式成立:∥∥L(x)−W0

TΦ(x)
∥∥ ⩽ ε0, (5)

其中Φ(x) = [Φ1(x), Φ2(x), · · · , ΦN (x)]T.

3 基于正交函数神经网络的非线性系统

控制

3.1 基于滤波器的状态估计

为了更好地设计控制器,将式 (1)中第1个方程
微分n− 1次,式(1)表示的系统可重写为
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ẏr2 = yr3,

...
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r, ẏr, · · · , yr(n−1))ur.

(7)
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式(1)描述的系统的前n− 1个方程中的未知函数都

集中到了式(6)和(7)的第n个方程中.
由式 (6)和 (7)可看出,控制律的实现依赖于新

系统的状态yri ,而yri 不可测,所以需要估计出yri .由
式 (1)的第1式 ẋr
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1,
则需知道f r

1 (x
r
1),为此引入一个滤波器

ξ̇r1 = −αr
1(ξ

r
1 − xr

1) + xr
2 + f̂ r

1 (x
r
1). (8)

其中:αr
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1 (x
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其误差动态方程为
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由性质1和式(8),可得
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其中: W̃r1为正交函数神经网络估计权向量Wr1与

最佳权向量W ∗
r1之差,即W̃T

r1 = (Wr1)
T − (W ∗
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T;

εr1为取最佳权向量的正交神经网络模型与f r
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ẍr
1 = xr

3 + dr2(x
r
1, x

r
2), (14)

其中

dr2(x
r
1, x

r
2) = f r

2 (x
r
1, x

r
2) +

df r
1 (x

r
1)

dxr
1

[xr
2 + f r

1 (x
r
1)].

类似于估计 ẋr
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经过整理,便可得到式(6)和(7)所示系统.

3.2 基于Lyapunov函数的控制器设计
对于控制目标,要求设计基于正交函数神经

网络自适应控制器,使得系统 (6)和 (7)的输出 ȳr =

(yr, ẏr, · · · , yr(n−1))T ∈ Rn跟踪系统参考轨迹 ȳrq =

(yrq , ẏ
r
q , · · · , y

r(n−1)
q )T ∈ Rn,跟踪误差 ēr = ȳrq − ȳr

= (er, ėr, · · · , er(n−1))T ∈ Rn.系统中所涉及的变
量有界,对于给定的干扰抑制水平常数ρ > 0,可获
得如下H∞跟踪性能指标:w T
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T
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其中: T ∈ [0,∞), W̃ (0)=[W1−W ∗
1 , · · · ,Wp−W ∗

p ]
T

为权向量逼近误差 (Wi和W ∗
i 为神经网络的估计权

值参数和最优权值参数),∆ ∈ L2[0, T ]为干扰,Q和
P为适当维数的对称半正定矩阵, γ为设计参数.

下面在上述H∞跟踪性能指标下设计控制器.

首先,选取(kr1, kr2, · · · , krn)T ∈Rn使得多项式h(s)

= sn+krns
n−1+ · · ·+kr2s+kr1的所有根位于S平

面的左半平面.如果式 (6)中的函数f r
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将式(19)代入(7),整理可得
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r + · · ·+ krne
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但是, f r
0 (·)、gr(·)均不可知,因此必须先对它们进行

估计,用正交函数神经网络来逼近式 (6)和 (7)中的
f r
0 (·)、gr(·),其相应的正交函数神经网络分别为
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T
ēr]. (21)

由于存在建模误差和外部干扰,仅一个等价控
制项不能保证闭环系统稳定,为此引入鲁棒补偿器
urf ,则设计控制器如下:

ur =
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ĝr(·)
[−f̂ r

0 (·) + yr(n)q + (kr)
T
ēr − urf ]. (22)

将控制器式(22)作用于式(7),可得
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ēr − urf ] =

f r
0 (·) + (gr(·)− ĝr(·))
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式(23)也可整理为如下误差动态方程:
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式(24)等价于

˙̄e
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其中

Λr =


0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...
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−kr1 −kr2 −kr3 · · · −krn

 , br =


0
...
0

1

 .

给出正交函数神经网络最佳权向量的定义,有
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W ∗
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其中: Ωfr
0
、Ωgr分别为Wr0和Gr的约束集,Ωfr

0
=

{Wr0|∥Wr0∥ ⩽ Mr},Ωgr = {Gr|∥Gr∥⩽Nr},Mr、

Nr 由设计者给出.
另外,定义最小逼近误差
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其中W ∗
r0为正交神经网络最佳权向量.为了叙述方
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定理1 对于由式 (6)和 (7)给出的对象,如果采
用如下自适应控制器:
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Ġr = −γ2(ē
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则对于给定的干扰抑制水平常数ρ > 0,系统 (6)和
(7)所涉及的变量yr,ur ∈ L∞,并且可获得H∞跟踪

性能指标 (19).其中:λr > 0为加权因子; γ1 > 0、γ2

> 0为自适应增益;Pr ⩾ 0为如下Riccati方程的解:
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证明 取Lyapunov函数

Vr =

1

2
(ēr)TPr(ē

r) +
1

2γ1
(W̃r0)

TW̃r0 +
1

2γ2
(G̃r)

TG̃r,

(32)

对Vr求时间导数,有

V̇r =
1

2
( ˙̄e

r
)TPr(ē

r) +
1

2
(ēr)TPr( ˙̄e

r
)+

1

γ1
( ˙̃Wr0)

TW̃r0 +
1

γ2
( ˙̃Gr)

TG̃r.

由式(28)可得

V̇r =

1

2

[
(ēr)TΛr

TPrē
r − 1

Λr

(ēr)TPrbrbr
TPrē

r+

Φr
T(∗)W̃r0br

TPrē
r + Φr

T(∗)G̃rbr
TPrē

rur+

∆r
Tbr

TPrē
r + (ēr)TPrΛrē

r+

(ēr)TPrbrW̃
T
r0Φr(∗) + (ēr)TPrbrG̃

T
r Φr(∗)ur+

(ēr)TPrbr∆r

]
+

1

γ1
( ˙̃Wr0)

TW̃r0 +
1

γ2
( ˙̃Gr)

TG̃r−

1

Λr

(ēr)TPrbrbr
TPrē

r =

1

2
(ēr)T

[
Λr

TPr + PrΛr −
2

Λr

Prbrbr
TP

]
ēr+

1

2
[∆r

Tbr
TPrē

r + (ēr)TPrbr∆r]+

1

γ1
[γ1(ē

r)TPrbrΦr
T(∗) + ˙̃WT

r0]W̃r0+

1

γ2
[γ2(ē

r)TPrbrΦr
T(∗)ur +

˙̃Gr]G̃r. (33)

将式(30)和(31)代入(33),可得

V̇r =

− 1

2
(ēr)TQrē

r − 1

2ρ2
(ēr)TPrbrbr

TPrē
r+

1

2
[∆r

Tbr
TPrē

r + (ēr)TPrbr∆r] =

− 1

2
(ēr)TQrē

r − 1

2

(1
ρ
(ēr)TPrbr−

ρ∆r

)2

+
1

2
ρ2∆r

2 ⩽

− 1

2
(ēr)TQrē

r +
1

2
ρ2∆r

2. (34)

设

cr=min
{
Λv,

1

γ1
,
1

γ2

}
,

Λv=min
{ infΛmin(Qr)

supΛmax(Qr)

}
,

µr =
M2

r

2γ1
+

N2
r

2γ2
+

1

2
ρ2∆̄2

r.

其中Λmin(Qr)和Λmax(Qr)分别表示矩阵Qr的最小

及最大特征值, ∆̄r = sup ∥∆r∥为逼近误差的上界.
对式(34)进行整理,可得

V̇r ⩽ −crVr + µr. (35)

由式 (35)可以得出 ēr, yr ∈ L∞.从t = 0到t = T对

式(34)积分,可得
1

2

w T

0
(ēr)

T
Qrē

rdt ⩽

Vr(0) +
1

2
ρ2

w T

0
∆2

rdt− Vr(T ) ⩽
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Vr(0) +
1

2
ρ2

w T

0
∆2

rdt =
1

2
(ēr)T(0)Prē

r(0) +
1

2γ1
W̃T

r0(0)W̃r0(0)+

1

2γ2
G̃T

r (0)G̃r(0) +
1

2
ρ2

w T

0
∆2

rdt. (36)

取γ1 = γ2 = γ,Qr = Q,Pr = P , W̃ = [Wr0
T,

Gr
T]T,∆r = ∆,则式(36)变为

1

2

w T

0
(ēr)

T
Q(ēr)dt ⩽

1

2
(ēr)

T
(0)P ēr(0) +

1

2γ
[W̃T(0)W̃ (0)]+

1

2
ρ2

w T

0
∆2dt.

系统也获得了H∞控制指标. 2
对于Wr0、Gr权向量参数的优化,也可采用投

影算法修正,将权向量参数处于约束集内,即

Ẇr0 =

− γ1(ē
r)

T
PrbrΦr(∗),

∥Wr0∥ < Mr or ∥Wr0∥ = Mr,

and (ēr)TPrbrW̃
T
r0Φr(∗) ⩾ 0;

Pjor[−γ1(ē
r)

T
PrbrΦr(∗)], ∥Wr0∥ = Mr,

(ēr)TPrbrW̃
T
r0Φr(∗) < 0.

Ġr =

− γ2(ē
r)

T
PrbrΦr(∗)ur,

∥Gr∥ < Nr or ∥Gr∥ = Nr,

and (ēr)TPrbrG
T
r Φr(∗)ur ⩾ 0;

Pjor[−γ2(ē
r)

T
PrbrΦr(∗)ur], ∥Gr∥ = Nr,

(ēr)TPrbrG
T
r Φr(∗)uir < 0.

其中

Pjor[−γ1(ē
r)TPrbrΦr(∗)] =

− γ1(ē
r)TPrbrΦr(∗)+

γ1
(ēr)

T
PrbrΦr

T(∗)Wr0

∥Wr0∥2
Wr0,

Pjor[−γ2(ē
r)TPrbrΦr(∗)ur] =

−γ2(ē
r)TPrbrΦr(∗)ur+

γ2
(ēr)

T
PrbrΦr

T(∗)Grur

∥Gr∥2
Gr.

4 仿真实例

考虑如下所示两个非线性系统.
系统1为
ẋ1
1 = x1

2 + a11x
1
1 sin(x1

1),

ẋ1
2 = x1

3 + a12x
1
2 cos(x1

1) + a13x
1
1 sin(x1

2),

ẋ1
3 = u1,

y1 = x1
1;

系统2为
ẋ2
1 = x2

2 + c21(cos(x2
1) + 1),

ẋ2
2 = x2

3 + c22(x
2
2)

2
x2
1,

ẋ2
3 = c23 sin(x2

2) + (x2
1)

0.5
u2,

y2 = x2
1.

其中: a11 = a12 = a13 = 1, c21 = c22 = c23 = 2.5.控
制的目标是设计控制律使系统的状态由初始状态

调节到零, ẋr
1和 ẍr

1(r = 1, 2)由下式估计:
ˆ̇xr
1 = xr

2 + f̂ r
1 (x

r
1),

f̂ r
1 (x

r
1) = W̃T

r1Φr1(x
r
1),

ξ̇r1 = αr
1(x

r
1 − ξr1) + xr

2 + f̂ r
1 (x

r
1),

ˆ̈xr
1 = xr

3 + d̂r2(x
r
1, x

r
2),

d̂r2(x
r
1, x

r
2) = W̃T

r2Φr2(x
r
1, x

r
2),

ξ̇r2 = αr
2(
˙̂xr
1 − ξr2) + xr

3 + d̂r1(x
r
1, x

r
2).

选择αr
1 = αr

2 = 10.给定Qr = diag[10, 10, 10],
Λr = 0.05 , r = 1, 2, ρ = 0.5, k11 = k12 = k13 =

1, k21 = k22 = k23 = 2,解Riccati方程(31),可得

P1 =

 10.552 8 0.5 −0.552 8

0.5 10.502 6 −0.5

−0.552 8 −0.5 0.552 8

 ,

P2 =

 6.282 8 −1.961 7 −0.410 8

−1.961 7 7.806 1 −0.5

−0.410 8 −0.5 0.562 6

 .

正交函数神经网络的结构为:对于 f̂ r
1 (x

r
1)网

络,输入为xr
1, r = 1, 2,隐层神经元数选为8;对于

d̂r2(x
r
1, x

r
2)网络,输入为xr

1、xr
2, r = 1, 2,隐层神经

元数选为10;对于 f̂ r
0 (x

r
1, x

r
2, x

r
3)网络,输入为xr

1、x
r
2、

xr
3, r = 1, 2,隐层神经元数选为15;对于 ĝ2(x

2
1)网络,

输入为 x2
1,隐层神经元数选为5.

取仿真步长为0.000 5,应用Matlab进行仿真,仿
真结果如图2∼图5所示.

从仿真结果来看:
1) 图2和图3分别为 ẋ1

1与 ˆ̇x1
1和 ẋ2

1与 ˆ̇x2
1的比较

曲线,显然,正交函数神经网络很好地估计出了系统
中的非线性函数,准确地估计出了 ˆ̇x1

1和 ˆ̇x2
1.
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-3

-2

-1

0

1

t /s

real values
estimated values

x
1
,

x
1

·1
1 ·^

图 2 ẋ1
1和 ˆ̇x1

1的比较曲线



286 控 制 与 决 策 第32卷

0 1 2 3 4

-3

-1

1

3

5

t /s

real values
estimated values

x
1
,

x
1

¨1
1

^ ¨

图 3 ẍ1
1和 ˆ̈x1

1的比较曲线
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图 4 ẋ2
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1的比较曲线
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图 5 ẍ2
1和 ˆ̈x2

1的比较曲线

2) 图4和图5分别为 ẍ1
1与 ˆ̈x1

1和 ẍ2
1与 ˆ̈x2

1的比较

曲线,显然,正交函数神经网络很好地估计出了 ˆ̈x1
1和

ˆ̈x2
1.因此,通过理论研究和仿真验证,表明了所提出
控制方法的有效性.

5 结 论

本文利用Chebyshev正交函数神经网络,研究了
具有下三角结构的非线性系统的控制问题.由于系
统中存在未知非线性项,通过引入滤波器,并通过正
交函数神经网络逼近非线性系统,实现了系统模型
的转换.在此基础上,通过稳定性定理得到控制器,
仿真结果验证了所提出方法的有效性.在未来的研
究中,对于含有耦合、未知函数的非线性系统的控制
问题仍然是棘手的难题,作者将在此方向展开研究.
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