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混合值逻辑控制系统的状态空间方法
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摘 要: 对于混合值逻辑控制系统,提出确定一个正则子空间的补空间的充分必要条件.对于正则子空间已有的
判别准则,给出新的证明,并提出构造补空间的新方法.对于子空间,设计计算其友好子空间的新算法,引入没有正
则性假设的不变子空间的概念,获得判别不变子空间的一系列充分必要条件.
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Abstract: For mixed-valued logical control systems, a necessary and sufficient condition for determining a complementary
subspace of a regular subspace is proposed. A new proof of an existing criterion for regular subspaces is given and a
new method to construct a complementary subspace is obtained. A new algorithm for computing friendly subspaces is
designed. The concept of invariant subspace without the regularity assumption is introduced and some necessary and
sufficient conditions are derived.
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0 引 䀰

逻辑控制系统是定义在有限集上的一类特殊的

离散动态控制系统,其有广泛的实际背景,如基因调
控网络和有限动态博弈.鉴于逻辑控制系统的重要应
用价值,逻辑控制系统理论得到了生物学家、物理学
家和控制理论专家的广泛关注[1-4].特别值得注意的
是,程代展等[4-11]利用矩阵的半张量积,将逻辑控制
系统写成了一个由双线性控制系统描述的代数形式,
从而对逻辑控制系统建立了一个一般性理论框架,并
在国际上产生了广泛影响.在此理论框架下,许多传
统的控制问题在逻辑控制系统中得到了完美的解决,
包括能控性[4,12]、可观性[4,13]、干扰解耦[10]、最优控

制[14-15]和系统分解[16-18].
在线性控制系统理论里,线性坐标变换对系统

分析和控制起到了非常重要的作用.类似地,逻辑坐
标变换对于逻辑控制系统的研究也非常重要[7].为了
研究和构造逻辑坐标转换,提出了正则子空间的概
念[7].友好子空间的概念在干扰解耦问题的解决中发

挥了决定性作用[10].不变子空间的概念与逻辑控制
系统的拓扑结构分析[6]和系统结构分解[7]均有密切

联系.进一步的研究结果可参见文献 [19].在文献 [20-
21]中,友好子空间和正则子空间的概念被引入到混
合值逻辑控制系统里,得到了许多重要的理论结果.
本文给出关于混合值逻辑控制系统状态空间方

法的进一步理论结果,将文献 [19]中的结果推广到混
合值逻辑控制系统中.对于正则子空间的互补、正则
子空间的判定、友好子空间和不变子空间,均得到了
新的充分必要条件和新的构造方法.

1 亴༷知䇶

本文符号作如下标记[8]: Col(A)是矩阵A的所有

列组成的集合,且A的第 i列为Coli(A);∆n = {δin|
i = 1, 2, · · · , n}, δin = Coli(In), In是n × n单位矩

阵;如果Col(L) ⊂ ∆m,则称m × n矩阵L为逻辑矩

阵,显然L满足1T
mL = 1T

n , 1n为n维的元素都为1的
列向量;所有m × n逻辑矩阵的集合记为Lm×n;为
简单起见,记逻辑矩阵L = [δi1m δi2m · · · δinm ]为
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δm[i1 i2 · · · in];令Dµ = {0, 1/(µ−1), 2/(µ− 1, · · · ,
1},并记1m×n为每一个元素都等于1的m× n矩阵.
设一个混合值逻辑控制系统为如下动态方程:

X(t+ 1) = f(X(t), U(t)). (1)

其中:逻辑状态向量X = [x1, x2, · · · , xn]
T,逻辑控制

向量U(t) = [u1, u2, · · · , up]
T,xi ∈ Dki

,uj ∈ Dsj , i
= 1, 2, · · · , n, j = 1, 2, · · · , p; f(·)为逻辑映射.这里,
因为一般情况下既不要求ki(i = 1, 2, · · · , n)都相等,
也不要求 sj(j = 1, 2, · · · , p)都相等,所以称为混合
值逻辑控制系统.特别地,如果对于所有的 i和j,都有
ki = 2和sj = 2,则系统(1)退化为二值的布尔逻辑控
制系统.
矩阵的半张量积是研究逻辑控制系统的一个重

要工具.文献 [4]中,m× n矩阵A和p× q矩阵B的半

张量积定义为

A⋉B = (A⊗ Iα/n)(B ⊗ Iα/p), (2)

其中α为n和p的最小公倍数.因为半张量积是传统
矩阵乘积的推广形式,所以直接将A⋉B写作AB.如
果z是一个t-维列向量,则如下的伪交换律成立 (见文
献[8]中命题2.18):

zA = (It ⊗A)z. (3)

如果z ∈ ∆µ,则有

z2 = Φµz, (4)

其中Φµ = block − diag{δ1µ, δ2µ, · · · , δµµ}称为降幂矩
阵(见文献[8]中命题3.2).

用δiµ代替逻辑值
µ− i

µ− 1
,得到式(1)的代数形式[8]

为

x(t+ 1) = Fu(t)x(t). (5)

其中

x = ⋉n
i=1xi, u = ⋉p

j=1uj ,

xi ∈ ∆ki
, uj ∈ ∆sj , F ∈ Lk×ks,

k = k1k2 · · · kn, s = s1s2 · · · sp.

如果映射g(·)是可逆的,则称变换Z = g(X)为

逻辑坐标变换, z = Gx是变换Z = g(X)的代数形

式.显然g的可逆性等价于G是一个可逆的逻辑矩阵,
或者说G是置换矩阵.在逻辑坐标变换z = Gx下,系
统(5)变为

z(t+ 1) = GF (Is ⊗GT)u(t)z(t). (6)

引理1 设R是n×n逻辑矩阵,那么R是置换矩

阵当且仅当R1n = 1n.
引理2 [22]设A、B和C分别为m×n,n×s和s×t

矩阵,那么Vc(ABC) = (CT⊗A)Vc(B),其中Vc(B)为

B的列展开向量.
引理3 设S是一个m×n非负整数矩阵,那么S

是一个逻辑矩阵当且仅当1T
mS = 1T

n .
引理4 [22] 设A、B、C、D有合适的维数,那么

AC ⊗BD = (A⊗B)(C ⊗D).

引理5 如果X ∈ ∆m且Y ∈ ∆n,则有

X = (ImX)⊗ (1T
nY ) = (Im ⊗ 1T

n )(XY ), (7)

Y = (1T
mX)⊗ (InY ) = (1T

m ⊗ In)(XY ). (8)

引理6 [16]假设M1, M2, · · · , Mt ∈ Mm×n是非

负矩阵,如果1T
mMi = 1T

n (∀i = 1, 2, · · · , t),且存在逻
辑矩阵G ∈ Lm×n满足M1 +M2 + · · ·+Mt = tG,则
M1 = M2 = · · · = Mt = G.

2 正则子空间

定义1 [21] 考虑混合值逻辑控制系统 (1).逻辑变
量 {x1, x2, · · · , xn}所有逻辑函数全体构成的集合
称为状态空间,记为X = F{x1, x2, · · · , xn}.设 z1,

z2, · · · , zr ∈ X ,关于{z1, z2, · · · , zr}的逻辑函数构
成了关于{x1, x2, · · · , xn}的复合逻辑函数.在此意
义下,认为F{z1, z2, · · · , zr} ⊂ X ,称F{z1, z2, · · · ,
zr}为X由{z1, z2, · · · , zr}生成的子空间.
定义 2 [7] 子空间Z = F{z1, z2, · · · , zr}称为

正则子空间,如果存在zr+1, zr+2, · · · , zm ∈ X使得
(z1, z2, · · · , zm)T是逻辑坐标变换,则称{z1, z2, · · · ,
zr}为Z的子基,F{zr+1, zr+2, · · · , zm}为Z的一个
补空间.

定理1 令X = F{x1, x2, · · · , xn}是混合值逻
辑控制系统 (1)的状态空间,子空间Z = F{z1, z2,
· · · , zr} ⊂ X ,其中zi ∈ Dli , i = 1, 2, · · · , r.设 l =

l1l2 · · · lr,x = x1x2 · · ·xn, z = z1z2 · · · zr = Mx,其
中M为逻辑矩阵,则Z是正则子空间当且仅当存在
一个逻辑矩阵N ,使得

MNT = 1l×kl−1 . (9)

证明 设zr+1,zr+2,· · · ,zm ∈ X是m − r个逻辑

函数,其代数形式为 z̃ = zr+1zr+2 · · · zm = Nx.Z是
子基为z1, z2, · · · , zr的正则子空间,当且仅当存在一
个逻辑矩阵N ,使得变换zz̃ = MxNx是逻辑坐标转

换.由式(2)∼ (4),可以得到

MxNx = M(Ik ⊗N)Φkx =

(M ⊗ Ikl−1)(Ik ⊗N)Φkx = (M ⊗N)Φkx. (10)

zz̃ = MxNx是逻辑坐标转换,当且仅当矩阵 (M ⊗
N)Φk是置换矩阵或

(M ⊗N)Φk1k = 1k. (11)
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直接计算,得到

Φk1k =
δ1k

δ2k
. . .

δkk




1

1
...
1

 =


δ1k

δ2k
...
δkk

 = Vc(Ik). (12)

将式(12)代入(11),得到

(M ⊗N)Vc(Ik) = 1k. (13)

由引理2,式 (13)可以写为NMT = 1kl−1×l,即为式
(9). 2
推论1 在定理1的条件下,令

Z̃ = F{zr+1, zr+2, · · · , zm},

其中 z̃ = zr+1zr+2 · · · zm = Nx,则Z与 Z̃互为补空
间的充分必要条件为式(9).

定理2 在定理1的条件下,Z是正则子空间,当
且仅当

M1k = kl−11l, (14)

或等价于

MMT = kl−1Il, (15)

其中zi ∈ Dli .
证明 因为M是逻辑矩阵,所以式 (14)等价于

(15).
必要性.对式(9)右乘1kl−1 ,得到

MNT1kl−1 = kl−11l. (16)

考虑到N是逻辑矩阵,由引理3,有NT1kl−1 = 1k,从
而由式(16)得到(14).
充分性.由式 (14)可见,M的每一行有kl−1个1,

存在置换矩阵T ,使得

MT = 1T
kl−1 ⊗ Il. (17)

设

N = (Ikl−1 ⊗ 1T
l )T

T. (18)

可见N是逻辑矩阵,且

MNT =

(1T
kl−1 ⊗ Il)(Ikl−1 ⊗ 1l) =

1T
kl−1 ⊗ 1l = 1l×kl−1 .

从而由定理1得到Z是正则子空间. 2
注1 定理1是逻辑控制系统理论中的新结果.

但定理2的结果恰好是文献 [21]中的定理2.不过,这
里给出新的更为简洁的证明,且在证明过程中给出了
计算补空间的更方便的方法.

3 友好子空间

友好子空间的概念对解决逻辑控制系统的干扰

解耦问题起着重要的作用[10,20-21].
定义3 [21] 设X = F{x1, x2, · · · , xn}是混合值

逻辑控制系统 (1)的状态空间,设Y = {y1, y2, · · · ,
yp} ⊂ X ,Y = F{Y }.如果Z是正则子空间且Y ⊂ Z ,
则称Z是Y -友好子空间.
定理3 设X = F{x1, x2, · · · , xn}是状态空间,

其中xi ∈ Dki
, k = k1k2 · · · kn.假设子空间Y =

F{y1, y2, · · · , yp}的代数形式为 y = y1y2 · · · yp =

Hx,存在一个子基为{z1, z2, · · · , zr}的Y -友好子空
间Z = F{z1, z2, · · · , zr},当且仅当存在向量α使得

H1k = kl−1α, (19)

其中zi ∈ Dli且 l = l1l2 · · · lr.
证明 必要性.假设{z1, z2, · · · , zr}的代数形式

为z = Mx,其中M ∈ Ll×k.假设yi ∈ Dλi
,且λ =

λ1λ2 · · ·λp.因为Y ⊂ Z ,所以存在G ∈ Lλ×l使得y

= Gz,从而H = GM .考虑到Z是子基为 {z1, z2,
· · · , zr}的正则子空间,由定理2得到M1k = kl−11l,
因此有

H1k = GM1k = G(kl−11l) = kl−1α, (20)

其中α = G1l.
充分性.由式 (19)可知,H的第 i行有kl−1ai个1,

其中 i = 1, 2, · · · , λ,α = [a1, a2, · · · , aλ]T.存在一个
置换矩阵P ,使得

HP =


1T
kl−1a1

1T
kl−1a2

. . .

1T
kl−1aλ

 = GM̃. (21)

其中

G =


1T
a1

1T
a2

. . .

1T
aλ

 , (22)

M̃ =
1T
kl−1 ⊗ Ia1

1T
kl−1 ⊗ Ia2

. . .

1T
kl−1 ⊗ Iaλ

 . (23)

设M = M̃PT,由式(21)得H = GM ,由式(19)得到
λ∑

i=1

ai = 1T
λα = lk−11T

λH1k = lk−11T
k 1k = l. (24)
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因此,由式(22)∼ (24)可见,G和M分别是 l×λ和 l×k

矩阵.由式(23)得

M1k = M̃P1k = M̃1k = kl−11l. (25)

从而由定理2得到, z = Mx是正则子空间Z的子基
的代数形式.又因为y = Hx = GMx = Gz,得到
Y ⊂ Z且Z是Y -友好子空间. 2
3.1 不变子空间

文献[6]已经有了逻辑控制系统不变子空间的概
念,但需要正则性假设 (见文献 [8]中的注8.5),下面给
出没有正则性假设的不变子空间的概念.
定义4 称子空间Y = F{y1, y2, · · · , yp} ⊂ X

为混合值逻辑控制系统 (1)的不变子空间,如果存在
逻辑映射g(·),使得Y (t + 1) = g(Y (t)),即对于任意
初始值X(0)和控制序列{U(t)}+∞

t=0 ,有h(X(t+1)) =

g(h(X(t)).
在Y是正则子空间的假设下,定义4恰好是文献

[6]二值逻辑控制系统不变子空间的定义.
定理4 考虑混合值逻辑控制系统 (1)的代数形

式(5),假设子空间Y = F{y1, y2, · · · , yp}的子基代数
形式为y = Hx,其中yi ∈ ∆λi

,λ = λ1λ2 · · ·λp,那么
如下叙述是等价的:

1)子空间Y是式(1)的不变子空间;
2)存在逻辑矩阵G ∈ Lλ×λ,使得

HF = GH(1T
s ⊗ Ik); (26)

3)存在逻辑矩阵G ∈ Lλ×λ,满足

HF (1s ⊗ Ik) = sGH. (27)

证明 1)⇒ 2).因为Y是不变子空间,所以由定
义4可知存在逻辑矩阵G ∈ Lλ×λ,使得y(t + 1) =

Gy(t).一方面,有

Gy(t) = GHx(t) = GH(1T
s ⊗ Ik)u(t)x(t),

其中最后一个等号由式(8)得到.另一方面,有

y(t+ 1) = Hx(t+ 1) = HFu(t)x(t).

从而,对于任意的u(t)和x(t),有

GH(1T
s ⊗ Ik)u(t)x(t) = HFu(t)x(t).

进而得到式(26).
2)⇒ 3).在式(26)等号两边右乘1s ⊗ Ik,得到

HF (1s ⊗ Ik) =

GH(1T
s ⊗ Ik)(1s ⊗ Ik) =

GH(1T
s 1s ⊗ Ik) = sGH.

3)⇒ 2).设F = [F1, F2, · · · , Fs],其中Fi ∈ Lk×k.

直接计算,得到

HF (1s ⊗ Ik) = H[F1, F2, · · · , Fs](1s ⊗ Ik) =

HF1 +HF2 + · · ·+HFs.

由式(27)得

HF1 +HF2 + · · ·+HFs = sGH. (28)

因为所有的HFi都是逻辑矩阵,所以由引理 6和式
(28)得到HFi = GH ,从而有

HF =

H[F1, F2, · · · , Fs] = [GH, GH, · · · , GH] =

GH[Ik, Ik, · · · , Ik] = GH(1T
s ⊗ Ik).

2)⇒ 1).由引理5和式(26),得

y(t+ 1) = Hx(t+ 1) = HFu(t)x(t) =

GH(1T
s ⊗ Ik)u(t)x(t) = GHx(t) = Gy(t).

因此Y是不变子空间. 2
定理5 除定理4条件外,进一步假设H是行满

秩的,那么Y是不变子空间当且仅当
1

s
HF (1s ⊗ Ik)H

T(HHT)−1 (29)

是逻辑矩阵.
证明 必要性.假设Y是不变子空间.由定理 4,

一定存在G ∈ Lλ×λ满足式 (27).对式 (27)等号两边
右乘HT,得

HF (1s ⊗ Ik)H
T = sGHHT. (30)

因为H行满秩,所以HHT是可逆矩阵,从而式(30)与

G =
1

s
HF (1s ⊗ Ik)H

T(HHT)−1 (31)

是等价的,因此式(29)是逻辑矩阵.
充分性.记逻辑矩阵(29)为G,有

1

s
HF (1s ⊗ Ik)H

T = GHHT. (32)

因为H是行满秩逻辑矩阵,所以HHT是非奇异对角

矩阵.令HHT = diag{µ1, µ2, · · · , hλ},其中µi >

0, i = 1, 2, · · · , λ,那么式(32)可以重新写为
1

s
HF (1s ⊗ Ik)H

T = [µ1G1, µ2G2, · · · , µλGλ].

(33)

由引理3得

1T
λHF (1s ⊗ Ik) = 1T

ks(1s ⊗ Ik) = s1T
k . (34)

令

HF (1s ⊗ Ik) = [Q1, Q2, · · · , Qk], (35)

其中Qi ∈ ∆λ是逻辑向量.式(34)等价于

1T
λ

1

s
Qi = 1, ∀i = 1, 2, · · · , k. (36)
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下面证明

1

s
HF (1s ⊗ Ik) = GH. (37)

记

[HT]i = δri1k + δri2k + · · ·+ δ
riµi

k , (38)

其中i = 1, 2, · · · , λ.因为H是逻辑矩阵,所以有
λ∪

i=1

{ri1, ri2, · · · , riµi
} = {1, 2, · · · , k}. (39)

由式(33)得

µiGi =[1
s
HF (1s ⊗ Ik)H

T
]
i
=

1

s
[Q1, Q2, · · · , Qk](δ

ri1
k + δri2k + · · ·+ δ

riµi

k ) =

1

s
(Qri1 +Qri2 + · · ·+Qriµi

). (40)

由式(39)、(40)和引理6得
1

s
Qri1 =

1

s
Qri2 = · · · = 1

s
Qriµi

= Gi.

即

[HF (1s ⊗ Ik)/s]rij = Gi,

i = 1, 2, · · · , s, j = 1, 2, · · · , µi.

同理,可以得到

[GH]rij = Gi, i = 1, 2, · · · , s, j = 1, 2, · · · , µi.

从而有

[HF (1s ⊗ Ik)/s]rij = [GH]rij ,

i = 1, 2, · · · , s, j = 1, 2, · · · , ki.

进一步考虑到式 (39),得到HF (1s ⊗ Ik)/s = GH .因
此,由定理4得Y是不变子空间. 2
推论2 在定理4的条件下,进一步假设Y是子

基为{y1, y2, · · · , yp}的正则子空间,那么Y是不变子
空间的充分必要条件为

λ

sk
HF (1s ⊗ Ik)H

T (41)

是逻辑矩阵.
证明 因为Y是正则子空间,所以由定理2得到

HHT = kλ−1Iλ,式(29)可以重新写为(41). 2
注2 即使对于二值的布尔逻辑控制系统,推论

1的结果也是新的.此外,定理5还可以进一步推广到
H不是行满秩的情况.如果不假设H行满秩,则HHT

是非负对角矩阵,其可能为奇异矩阵.令

HHT = diag{µ1, µ2, · · · , µλ},

其中 µi ⩾ 0, i = 1, 2, · · · , λ,其广义逆矩阵
(HHT)+是diag{µ̂1, µ̂2, · · · , µ̂λ},其中

µ̂i =

 1/µi, µi ̸= 0;

0, µi = 0;

i = 1, 2, · · · , λ.

在不假定H行满秩的情形下,定理5的结论可以推广
为:Y是不变子空间当且仅当

1

λ
HF (1λ ⊗ Ik)H

T(HHT)+ (42)

是一个伪逻辑矩阵,即该矩阵的每一列是逻辑向量或
零向量.

3.2 数值例子

考虑混合值逻辑控制系统x1(t+ 1) = f1(x1(t), x2(t), u(t)),

x2(t+ 1) = f2(x1(t), x2(t), u(t)).

其中:x1 ∈ D3,x2 ∈ D4,u ∈ D2.假设系统的代数形
式为x(k + 1) = Fu(k)x(k),x ∈ ∆12,u ∈ ∆2,F ∈
L12×24.考虑子空间Y = F{y},其中y ∈ D3.假设y的

代数形式是y = Hx,其中

H = δ3[1, 2, 2, 1, 3, 3, 2, 3, 2, 2, 3, 2].

显然,H112 = 2[1, 3, 2]T.由定理 2,Y不是正则子空
间.由定理 3的证明可以计算 Y -友好子空间Z =

F{z}. 由式(21),有

HP = δ3[1, 2, 2, 1, 3, 3, 2, 3, 2, 2, 3, 2]P =

δ3[1, 1, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3].

因此得到置换矩阵

P = δ12[1, 4, 2, 3, 7, 9, 10, 12, 5, 6, 8, 11].

这意味着

PT = δ12[1, 3, 4, 2, 9, 10, 5, 11, 6, 7, 12, 8].

利用式(22)得到G = δ2[1, 2, 2, 2, 3, 3].由式(23)得

M̃ = δ6[1, 1, 2, 3, 4, 2, 3, 4, 5, 6, 5, 6].

令M = M̃PT = δ6[1, 2, 3, 1, 5, 6, 4, 5, 2, 3, 6, 4],可验
证H = GM .令z = Mx,Z = F{z}是Y -友好子空
间.因为Z是正则子空间,所以可以利用定理 2构造
其补空间.由式(17)得

MT = δ6[1, 2, 3, 4, 5, 6, 1, 2, 3, 4, 5, 6].

因此得到置换矩阵为

T = δ12[1, 2, 3, 7, 5, 6, 4, 9, 10, 12, 8, 11].

从而有

TT = δ12[1, 2, 3, 7, 5, 6, 4, 11, 8, 9, 12, 10].

由式(18),得到
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N = δ2[1, 1, 1, 1, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 2, 2]T
T =

δ2[1, 1, 1, 2, 1, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 2].

可以验证MNT = 16×2.令 z̃ = Nx, Z̄ = F{z̃},得到
Z的补空间为Z̃ .设

F = δ12[2, 1, 4, 3, 5, 6, 1, 6, 1, 4, 5, 1,

9, 4, 1, 10, 11, 8, 1, 11, 4, 1, 5, 1].

利用定理5计算式(29),得到

1

2
HF (12 ⊗ I12)H

T(HHT)−1 =


0 1 0

1 0 0

0 0 1


是逻辑矩阵.从而由定理5可知,Y是不变子空间.注
意到,这里Y不是正则子空间.这表明,在没有正则性
的假设下,仍然可以讨论不变子空间的问题.

4 结 论

本文研究了混合值逻辑控制网络的正则子空间

的互补、正则子空间的判定、友好子空间和不变子空

间,得到了许多新的理论结果和计算方法.在以后的
研究工作中,将重点考虑混合值逻辑控制系统状态空
间方法的进一步应用.
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