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有序势博弈及其在智能体无线网络中的应用

于永渊, 冯俊娥†, 潘金凤
(山东大学数学学院，济南 250100)

摘 要: 有序势博弈具有广泛的应用,势有向图中不含单向圈是判定有序势博弈的一个充分必要条件.利用矩阵
半张量积和置换矩阵,通过博弈的支付矩阵求取势有向图的邻接矩阵.通过收缩势有向图中的双向圈,将单向圈
的存在性问题转化为判断收缩后的图中圈的存在性问题.此外,分析有序势函数的一些基本性质,并给出有序势
函数的具体计算方法.最后结合线性规划讨论了有序势博弈在延长智能体无线网络系统寿命的应用.
关键词: 有序势博弈；半张量积；邻接矩阵；有序势函数；无线网络
中图分类号: TP273 文献标志码: A

Ordinal potential game and its application in agent wireless networks
YU Yong-yuan, FENG Jun-e†, PAN Jin-feng

(School of Mathematics，Shandong University，Jinan 250100，China)

Abstract: The ordinal potential game has a large number of applications. It is proved that a finite game is ordinal potential
game if and only if its potential directed graph(PDG) contains no unidirectional circle. The adjacency matrix of PDG
is obtained by the payoff matrix. By Reducing connected bidirectional circles into a node, the problem of judging the
existence of unidirectional circles is converted, into testifying the existence of cycles in the reduced graph. Furthermore,
some properties of ordinal potential function(OPF) and its calculating method are presented. Finally, combined with
linear programming, the application of ordinal potential game in prolonging the lifetime of agent wireless networks is
studied.
Keywords: ordinal potential game；semi-tensor product；adjacency matrix；ordinal potential function；wireless networks

0 引 言

Rosenthal[1]在研究拥塞博弈时首次提出势博弈

的概念. Monderer等[2]首次系统地研究了势博弈,同
时给出几个广义势博弈的概念,包括加权势博弈、有
序势博弈、广义有序势博弈、优选势博弈,其中势博
弈、有序势博弈在社会经济,分布式优化[3]、无线传感

网络[4]都有广泛应用.文献 [2]得到了一个较好的势
博弈判据,即在每一个步长为4的简单圈γ上, I(γ, u)
= 0.由于需要找到所有的4圈,该简洁的结果背后蕴
含很大的计算量. Norde等[5]研究了更为广义的有序

势概念,将势函数、支付函数抽象成二元关系进行考
虑. Cheng[6]基于其原创的矩阵半张量积理论,首
次给出了计算势函数和判断势博弈的方法.同年,
Cheng等[7]进一步给出了加权势博弈的相关结果以

及在多智能体控制方面的具体应用.
有序势博弈是比势博弈更为广义的概念,相比势

博弈,有序势博弈也具有良好的性质.例如,有序势函
数的最值点便是博弈的纯纳什均衡点[2]. Voorneveld
等[8]给出了有序势博弈的判据,一个可数的博弈是
有序势博弈当且仅当策略空间中不含弱升圈. Tang
等[9]在研究二人严格博弈时证明了二人严格博弈优

选等价于一个伪超模博弈,当且仅当其优选等价于一
个有序势博弈.本文从文献 [8]的结果出发,将策略空
间中的策略定义为节点,根据有序势博弈定义中的比
较关系定义边集,进而将判定有序势博弈的问题转化
到势有向图上考虑,从而证明了一个博弈为有序势博
弈的充要条件是该博弈的势有向图中不含单向圈.
直观上讲,有序势博弈对于策略改变引起的收益

增减可以在某种意义下实现统一,这种统一便是所谓
的有序势函数.即使一个博弈是势博弈,势函数也只
是在相差一个常数的意义下唯一,即势函数并不唯
一,那么有序势函数也不会是唯一的.本文的思路是
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对策略空间中的策略进行赋值,一方面,如果赋值能
够满足有序势博弈定义中的要求,则可以得到一个有
序势函数,即博弈是有序势博弈;另一方面,如果赋值
过程中出现逻辑错误,无法完成赋值,则博弈必然不
是有序势博弈.事实上, a > b > c > d > a是唯一的

一种逻辑错误,此时无法找到满足条件的a, b, c, d,也
就无法完成赋值.
在无线网络中,为各个节点供能的电池在理论分

析中容易被忽视,但在工程实际中非常重要.电量合
理分配可以使系统运行尽量长的时间,如果一个节点
电量耗尽,则即使其他节点仍有大量电量,也会对系
统的连通性造成破坏.一个合理的想法是,切换系统
的拓扑,在不同阶段使用不同的连通方式,使各个节
点的电量“此消彼长,此起彼伏”,最终实现电量最大
程度的利用.
本文首先给出必需的基本概念和相关结论,主要

包括势博弈、有序势博弈、代数图论和矩阵半张量积;
然后将判定一个博弈是否为有序势博弈的问题转化

到图上,建立势有向图,利用矩阵半张量积和置换矩
阵,分步计算出势有向图的邻接矩阵;接着分两种情
形处理势有向图中的圈,给出判断一个博弈是否为有
序势博弈的具体算法,并分析有序势函数结构向量的
一些性质;最后结合线性规划讨论了有序势博弈在
延长智能体无线网络系统寿命的应用.

1 亴备知䇶

1.1 符号含义

1)矩阵B ∈ Rn×m,B = {bij}nm,记 sgnB =

{sgn(bij)}nm, absB = {abs(bij)}nm, sgn、abs分别表
示符号函数和取绝对值. [B]ij表示矩阵B第 i行第 j

列位置的元素,B ⪰ 0表示B的任意元素bij ⩾ 0.
2)矩阵A ∈ Rn×nq, A = (A1 A2 · · · Aq),其中

矩阵Ai ∈ Rn×n.记

diagn(A) =


A1 0 · · · 0

0 A2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · Aq

 ∈ Rnq×nq.

3)当B是n × n方阵时, tr(B) =

n∑
i=1

[B]ii为矩阵

B的迹. diago(B)表示将矩阵B的对角元素变为0后
得到的矩阵,有

[diago(B)]ij =

 0, i = j;

[B]ij , i ̸= j.

4)矩阵C ∈ Rmp×nq,记CT(p×q)为C的p× q块

转置[10-11],即将C中p× q大小的子矩阵看作整体取

转置.
5)⊙表示Hadamard积[11].
6) |S|表示集合S的势,即集合S中元素的个数.
7)1n = (1, 1, · · · , 1)T

1×n表示元素全为1的n维

列向量,1m×n表示元素全为1的m× n矩阵.
8) δin 表示 n阶单位矩阵的第 i列, δ0n 为零向

量,Eij
n 为第i行第j列位置为1、其他位置为0的n×n

阶矩阵.
9)设D = {1, 0},Dk = {1, 2, · · · , k}, k ⩾ 2,∆k

= {δik|i = 1, 2, · · · , k}.
10)设A,B ∈ Dn×n,A与B中的元素只有0和1.

a
∨
b = max{a, b}, a

∧
b = min{a, b}. A ⋄ B表示A

和B在布尔运算下的矩阵乘法. A(m)表示A在布尔

运算下的矩阵m次幂,运算时加法是
∨

,乘法是
∧

.
11)A1, A2 ∈ Dn×n, Ai = (a

(i)
uv)n×n, i = 1, 2.

A1 ⊖A2 = (a
(1)
uv ⊖ a

(2)
uv )n×n = (αuv)n×n,其中

αuv =

 0, a(1)uv < a(2)uv ;

a(1)uv − a(2)uv , otherwise.

12)如果一个矩阵L ∈ Rm×n的每一列都是 δim

的形式,则称L为逻辑矩阵.将所有的m × n阶逻辑

矩阵构成的集合记为Lm×n. δm[i1, i2, · · · , in]表示一
个逻辑矩阵,其第j列为δ

ij
m.

13)设 (V,E)是图,x ∈ V 是节点,Nr(x)表示在

图(V,E)中能到达节点x的路径数.

1.2 势博弈和有序势博弈

博弈是一个三元组G = (N,S,U),N = {1, 2,

· · · , n}为玩家集,S =
n∏

i=1

Si.其中:Si为玩家 i的策

略集,Si = {s1i , · · · , s
mi

i }, |Si| = mi,U = {u1, u2,

· · ·un}为支付函数,ui : S → R.
定义1 [2] 对于博弈G,如果存在函数P : S → R,

对于∀i ∈ N ,∀s−i ∈ S−i, ∀s′i, s′′i ∈ Si,有

ui(s
′
i, s−i)− ui(s

′′
i , s−i) =

P (s′i, s−i)− P (s′′i , s−i),

其中S−i =

n∏
j ̸=i

Sj ,则称该博弈为势博弈,称满足该条

件的函数P为势函数.
如果对于∀i ∈ N , ∀s−i ∈ S−i, ∀s′i, s′′i ∈ Si,存在

函数P : S → R满足

ui(s
′
i, s−i)− ui(s

′′
i , s−i) ⩽ 0⇔

P (s′i, s−i)− P (s′′i , s−i) ⩽ 0,

则称该博弈为有序势博弈,称满足该条件的函数P为
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有序势函数.
序列γ = {x1, x2, · · · , xm}称为策略空间S中的

一个路径,如果xi ∈ S, i = 1, 2, . . . , n,且满足∀k ⩾ 1,
则xk与xk+1仅在一个位置 i(k)不同.更确切地说,如
果设xk = ( sk1 , s

k
2 , · · · , skn )T,xk+1 = (sk+1

1 , sk+1
2 ,

· · · , sk+1
n )T,其中ski , s

k+1
i ∈ Si,则当 i ̸= i(k)时, ski =

sk+1
i ,当 i = i(k)时, ski ̸= sk+1

i . 若∀xk ∈ γ,ui(k)(xk)

⩽ ui(k)(xk+1),则称路径γ是非退化的[8].
定义 2 [8] 如果策略空间S中的有限路径γ =

{x1, x2, · · · , xm}满足: 1)x1 = xm; 2) γ非退化; 3)存
在k使得ui(k)(xk) < ui(k)(xk+1).则称路径γ为S的

一个弱升圈.
引理1 [2] 一个博弈G = (N,S,U),如果S可数,

则博弈G是有序势的,当且仅当S中不含弱升圈.

1.3 代数图论

图是一种直观的数学工具,其实质是一种二元
关系.图由两部分组成,点集和边集,分别记为V ,E,
E ⊆ V × V .如果 (i, j) ∈ E,一定有 (j, i) ∈ E,则
图 (V,E)称为无向图;如果存在 (i, j)和 (j, i)不同时

属于E,则图(V,E)称为有向图.令V ′ ⊆ V, E′ ⊆ E,
图 (V ′, E′)称为图 (V,E)的子图.特别地,如果E′ =

(V ′ × V ′)
∩

E,则图 (V ′, E′)称为图 (V,E)限制在V ′

上的子图.
在有向图(V,E)中,假设V = {v1, v2, · · · , vn}是

节点集,如果 (vli , vli+1
) ∈ E, i = 1, 2, · · · , k − 1,且

vlk = vl1 ,则称{vl1 , vl2 , · · · , vlk−1
, vlk}是 (V,E)中的

(k − 1)圈.
定义 3 (V,E)是有向图,单向圈 {vl1 , vl2 , · · · ,

vlk}表示 {vl1 , vl2 , · · · , vlk}是 (V,E)中的圈,但 {vlk ,
vlk−1

, · · · , vl1}不是 (V,E)中的圈.如果 {vlk , vlk−1
,

· · · , vl1}也是(V,E)中的圈,则称为双向圈.
通过图1表明上述定义.如图1所示, {x1, x2, x5,

x4, x1} 是双向圈, {x1, x4, x5, x6, x3, x2, x1} 和 {x5,

x6, x3, x5}是单向圈.

x
1

x
2

x
3

x
4

x
5

x
6

图 1 单向圈与双向圈

注1 单向圈的长度一定是不少于3的, 2圈是双
向圈.
定义4 [12] 设V = {v1, v2, · · · , vn}是有向图 (V,

E)的边集,令aij为节点vi到节点vj边的条数,称A =

(aij)n×n为该有向图的邻接矩阵.令

hij =

{
1, vi可达vj ;

0, otherwise.

称H = (hij)n×n为该图的可达矩阵.
引理2 [12] 设A是有向图(V,E)的邻接矩阵,V =

{v1, v2, · · · , vn},则 [Ak]ij为V 中节点vi到达节点vj

长度为k的路径数.

1.4 矩阵半张量积

矩阵半张量积由程代展等[10-11]提出,是普通矩
阵乘法的推广.经过最近几年的发展,矩阵半张量积
已形成完备的理论体系,对于处理高维数据有独到之
处.
定义5 [11] 矩阵M ∈ Rm×n,矩阵N ∈ Rp×q, t是

n、p的最小公倍数,M、N的半张量积定义为

M ⋉N = (M ⊗ It/n)(N ⊗ It/p) ∈ Rmt/n×qt/p.

注意到,当n = p时,M ⋉N = MN ,即半张量积
实际上是普通矩阵乘法的推广,而且半张量积运算保
持了普通矩阵乘法的几乎全部性质.
定义6 [6] 函数f : Dn

k → Dk称为k值逻辑函数,
特别地,当k = 2时,称为布尔函数.
定义7 [6,11] 函数c : Dn

k → R称为k值伪逻辑函

数,特别地,当k = 2时,称为伪布尔函数.
引理3 [6] 1)对于一个k值逻辑函数f : Dn

k →
Dk,存在唯一的矩阵Mf ∈ Lk×kn ,使得

f(x1, x2, · · · , xn) = Mf ⋉n
i=1 xi.

Mf称为k值逻辑函数f的结构矩阵.
2)对于一个k值伪逻辑函数c : Dn

k → R,存在唯
一的矩阵Vc ∈ Rkn ,使得

c(x1, x2, · · · , xn) = Vc ⋉n
i=1 xi.

Vc称为k值伪逻辑函数c的结构向量.
需要指出的一点是,Dk中的元素i在做半张量积

运算时是以δik的形式参与的.
在博弈或是模糊控制中,有时会出现不同变量在

不同有限集中取值的情况,这便是混合值的情形.对
于混合值的逻辑函数也有类似结果[12].
如果一个数组S能够表示成

S = {si1,i2,··· ,ik |i1 = 1, 2, · · · , n1, · · · ,

ik = 1, 2, · · · , nk}

的形式,则称数组 S是 k维的,数组 S由指标 i1, i2,

· · · , ik 按照索引 Id(i1, i2, · · · , ik, n1, n2, · · · , nk)排

列.这里只引入σ置换矩阵Wσ的一个性质
[11],具体

不再介绍.
引理4 [11] 设行向量ωi ∈ Rni(i = 1, 2, · · · , k),则

有ω1 ⋉ · · ·⋉ ωn ⋉Wσ = ωσ1 ⋉ ωσ2 ⋉ · · ·⋉ ωσk.
为了使表达更加简洁,如不特别指出,文中进行

的矩阵乘法运算是矩阵半张量积运算.
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2 有序势博弈

对于博弈G,将玩家 i的策略集记为 {δ1mi
, · · · ,

δkmi
, · · · , δmi

mi
}.其中: δkmi

∼ ski , k = 1, 2, · · · ,mi.
将玩家的收益排成矩阵M ,按照玩家从 1到 n

的顺序排列成行,策略空间中策略按照索引 Id(i1,
i2, · · · , in;m1,m2, · · · ,mn)的顺序排列成列.具体而
言,按照如下顺序排列: (s11, · · · , s1n−1, s

1
n), (s11, · · · ,

s1n−1, s
2
n), · · · , (s11, · · · , s1n−1, s

mn
n ), (s11, · · · , s2n−1, s

1
n),

· · · , (s11, · · · , s
mn−1

n−1 , smn
n ), · · · , (sm1

1 , · · · , smn−1

n−1 , smn
n ).

矩阵M称为支付矩阵,记为

M = (MT
1 MT

2 · · · MT
n )T.

很明显,支付矩阵M中的元素表示玩家 (行)在相应
策略(列)下的收益.
玩家i的收益函数可以为

ui(s1, s2, · · · , sn) = Mi ⋉n
i si, si ∈ Si.

给定策略顺序,只需明确Mi即可确定出玩家i在相应

策略下的收益.
对于有序势博弈,∀i ∈ N , ∀s−i ∈ S−i,∀s′i, s′′i ∈

Si,存在函数P满足ui(s
′
i, s−i) − ui(s

′′
i , s−i) ⩽ 0,当

且仅当P (s′i, s−i) − P (s′′i , s−i) ⩽ 0.如果记与 (s′i,

s−i)对应的向量为x′
i,与 (s′′i , s−i)对应的向量为x′′

i ,
即(s1, s2, · · · , sn) ∼ ⋉n

i si,则有序势博弈的定义可以
改写为:如果∀i ∈ N ,∀s−i ∈ S−i,∀s′i, s′′i ∈ Si,存在
结构向量MP ,使得

Mix
′
i −Mix

′′
i ⩽ 0⇔MPx

′
i −MPx

′′
i ⩽ 0.

则称有序势函数的结构向量MP为有序势向量.所以
在策略顺序确定的情形下,只需确定出有序势向量
MP即可确定出有序势函数.

2.1 势有向图的构造

为了将有序势博弈的判定问题转化到图上进行

研究,结合有序势博弈的定义,构造有向图 (V,E).其
中:V = S, E = {(x, y) | x, y ∈ V ,x, y仅在一个位置
i处互异,且ui(x) ⩽ ui(y)}.该图称为势有向图.
引理5 势有向图中的单向圈与策略空间S中

的弱升圈一一对应.
证明 设γ = {x1, x2, · · · , xm}在S中为弱升圈,

由弱升圈定义可知, γ满足条件:
1)x1 = xm;
2) γ非退化;
3)存在k使得ui(k)(xk) < ui(k)(xk+1).
由势有向图中边的定义、条件1)和条件2)可知,

{x1, x2, · · · , xm}是势有向图中的圈,再由条件 3)可
知,{xm, xm−1, · · · , x1}不是势有向图中的圈,所以γ

是势有向图 (V,E)中的单向圈.同理可以证明,势有
向图中的单向圈也在策略空间S中为弱升圈.从证
明过程看,一一对应是明显的. 2
利用引理5和引理1,可以直接得到如下定理.
定理1 博弈G是有序势的,当且仅当势有向图

中不包含单向圈.
策略空间S中的路径概念与势有向图中路的概

念一一对应,那么对有序势博弈的刻画可以体现到势
有向图上,所以只需对势有向图进行研究,即可得到
有序势博弈的性质和判定方法.

2.2 势有向图的邻接矩阵

图的邻接矩阵是图的代数等价形式,图的性质可
以通过邻接矩阵得到.本节主要讨论如何求取势有
向图的邻接矩阵,尤其当数据量较大时,如何通过计
算机实现.获取邻接矩阵,根据定义直接构造是一种
方式,如L = (lyx)|S|·|S|,如果 (x, y) ∈ E,则 lyx = 1,如
果(x, y) /∈ E,则 lyx = 0.矩阵L实际上是高维数组,x
是行标, y是列标.当玩家较少、策略集不大时用上述
方法直接生成是可行的,但如果玩家很多,策略空间
也很大时,再用这种方法则较为复杂.因为确定边的
过程是一个比对的过程,运算量较大.针对这种情况,
本文给出便于计算机运行的方法.
将势有向图(V,E)限制在V 的子集Si×s−i上的

子图记为(V (Si, s−i), E(Si, s−i)),下面引入3个引理.
引理6 全部的E(Si, s−i)构成势有向图 (V,E)

边集E的一个分割.
证明 由于

∀x = (sx1 , s
x
2 , · · · , sxn)T,

y = (sy1, s
y
2, · · · , syn)T ∈ V, (x, y) ∈ E,

不妨设sx1 ̸= sy1, s
x
i = syi , i = 2, 3, · · · , n,则有

(x, y) ∈ E(S1, s−1), s−1 = (sx2 , · · · , sxn)T,∪
i∈N

∪
s−i∈S−i

E(Si, s−i) ⊇ E,

包含关系的另一半是显然的.
反证.假设存在i ̸= j, E(Si, s−i)

∩
E(Sj , s−j) ̸=

∅,即∃(x, y) ∈ E(Si, s−i), (z, w) ∈ E(Sj , s−j),使得
(x, y) = (z, w).设ξ = (sξ1, s

ξ
2, · · · , sξn)T, ξ = x, y, z,

w,那么sxi = szi = swi = syi ,矛盾.类似可以证明∀s1−i

̸= s2−i, E(Si, s
1
−i)

∩
E(Si, s

2
−i) = ∅. 2

引理7 对于任意 i ∈ N ,V (Si, s−i)是势有向图

节点集V 的分割.
引理 8 对于势有向图 (V,E)的任意子图

(V (Si, s−i), E(Si, s−i)),任意两点都有一条或两条有
向边,且如果有两条有向边,则其方向相反.
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证明 设x, y ∈ V (Si, s−i),x、y仅在位置 i互异,
则有 (x, y) ∈ E,或 (y, x) ∈ E.如果ui(x)与ui(y)之

间的关系是严格大于或小于的,则 (x, y)或 (y, x)不

同时属于E; 如果ui(x) = ui(y),即ui(x) ⩾ ui(y)且

ui(x) ⩽ ui(y),则(x, y), (y, x)同时属于E. 2
对于支付矩阵(MT

1 MT
2 · · · MT

n )T,固定k,由
引理 6和引理 7确定的分割关系,将Mk的列由按照

索引 Id(i1, i2, · · · , in,m1,m2, · · · ,mn)的排列顺序,
变为按照索引 Id(· · · , ik, · · · ,mk)的排列顺序 (由
引理 4,通过 σ置换矩阵实现).实际上,Mk在改变

排列顺序后, ik位置每一次进位,意味着跑过一个
V (Sk, s−k),相互比较 V (Sk, s−k)中的点,即可求得
E(Sk, s−k),E(Sk, s−k)是势有向图边集E的分割,所
以会涵盖所有的边.

注意到,利用上述方法确定边,只需比较V (Sk,

s−k)中任意两策略在uk作用下收益的大小即可.比
较数值的大小通过作差并判断差的正负得到,该方法
有一个缺陷,是会造成边的丢失.如(x, y) ∈ E,x与y

在 i处互异,但ui(x) = ui(y),判断的结果是 (x, y) /∈
E.为了补全可能丢失的信息,实现对势有向图的等
价刻画,基于引理 8对上述过程进行修正,最终得到
准确的邻接矩阵.
根据上述分析过程,得到计算势有向图邻接矩阵

的具体步骤如下(算法1).
Step 1:令Mj = MjWj ,Wj是σ置换矩阵,将Mj

的列由原来按 Id(i1, i2, · · · , in;m1,m2, · · · ,mn)的

排列顺序,变为按照索引 Id(· · · ij , · · · ,mj)的排列顺

序.
Step 2:令

Bj = 1|Sj |Mj − (1|Sj |Mj)
T·T(|Sj |×|Sj |).

Step 3:令

Ãj = sgn[Bj + abs(Bj)].

Step 4:令

Aj =
1

2
sgn(Bj + 1|Sj |×|S| − 1T

|S−j |I|Sj |).

Step 5:令

A =

n∑
j=1

Wj [diag|Sj |(Aj)]W
T
j ,

D =

n∑
j=1

Wj [diag|Sj |(Aj − Ãj)]W
T
j .

实际上, Step 4和 Step 5也可通过如下 Step 4’和
Step 5’来实现.

Step 4’:令

Dj = 1|Sj |×|S| − [sgn(absBj) + 1T
|S−j |I|Sj |].

Step 5’:令

D =

n∑
j=1

Wj [diag|Sj |(Dj)]W
T
j ,

A =

n∑
j=1

Wj [diag|Sj |(Dj + Ãj)]W
T
j .

注2 Step 2的作用是对V (Sj , s−j)中任意两个

策略的收益进行比较. Step 3的作用是将Bj中非正

的数变为0,正数变为1. Step 4的作用是为了补全可
能丢失的信息,使得刻画完整.
注3 矩阵A是势有向图 (V,E)的邻接矩阵,D

是 (V,E)子图 (V,Ec)的邻接矩阵,其中Ec表示 (V,

E)中所有2圈的边的集合.

2.3 势有向图中的圈

上一节主要讨论了势有向图邻接矩阵的具体求

法,下面利用势有向图的邻接矩阵,给出一个判定博
弈是有序势博弈的充要条件.分两种情形进行讨论.

情形1 D = 0.
引理9 在势有向图中,圈{x1, x2, · · · , xm}是双

向的,当且仅当∀i = 1, 2, · · · ,m − 1, {xi, xi+1}是2
圈.
证明 必要性.由于{x1, x2, · · · , xm}是圈, {xm,

xm−1, · · · , x1}也是圈, (xi, xi+1) ∈ E,且 (xi+1, xi)

∈ E, i = 1, 2, · · · ,m − 1,即{xi, xi+1}, i = 1, 2, · · · ,
m− 1,是2圈.

充分性.由于 {x1, x2, · · · , xm}是圈,∀i = 1, 2,

· · · ,m−1, (xi, xi+1) ∈ E,且{xi, xi+1}(i = 1, 2, · · · ,
m− 1)是2圈, (xi+1, xi) ∈ E, i = 1, 2, · · · ,m− 1,即
{xm, xm−1, · · · , x1}也是圈, γ = {x1, x2, · · · , xm}是
双向的. 2
引理10 在势有向图(V,E)中,下列命题等价:
1)D = 0;
2) (V,E)中无2圈;
3) (V,E)中无双向圈;
4) ∀x, y ∈ V ,x与y仅在一个位置互异,不妨设第

i个位置,则ui(x) > ui(y)或ui(x) < ui(y).
证明 1)⇔ 2). D是 (V,E)子图 (V,Ec)的邻接

矩阵,结论显然.
2)⇒ 3).反证法.假如(V,E)中有双向圈,由引理

9, (V,E)中有2圈,矛盾.
3)⇒ 2). 2圈本身就是双向的,所以(V,E)中无双

向圈,则必然没有2圈.
2)⇔ 4). ∀x, y ∈ V ,如果x、y仅在第 i个位置互

异,则(x, y)与(y, x)有且仅有一个在边集E中. 2
由引理10可以得到如下结论.
定理2 如果势有向图中不含双向圈,则该图中
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的圈一定是单向圈.
推论1 如果博弈G的势有向图不含2圈,则该

博弈是有序势博弈,当且仅当其势有向图的邻接矩阵
A满足

tr(Ai) = 0, i = 3, 4, · · · , |S|.

情形2 D ̸= 0.
本文的一个设计思路是对策略空间S中的任意

策略x赋值P (x),使得任意x, y ∈ S, x与y仅在一个

位置i处不同,有

sgn(P (x)− P (y)) = sgn(ui(x)− ui(y)).

如果能够完成这种赋值,则该博弈一定是有序势的,
而且得到了一个有序势函数;如果无法完成赋值,即
出现逻辑错误,则必然不是有序势的,唯一的一种逻
辑错误就是a > b > c > d > a,此时无法找到满足条
件的a、b、c、d,也就无法完成赋值.
基于这种设计思路,如果存在 (x, y) ∈ E,ui(x)

= ui(y), i是策略x、y唯一互异的位置,则x、y应当赋

相同的值,即P (x) = P (y), 只需对x、y中的一个策

略赋值即可.从势有向图上而言,就是将2圈收缩为
一个点,然后再赋值,如此可以将势有向图中的双向
圈去掉,从而转变成不含双向圈的情形.
考虑图(V,Ec)由孤立点和2圈构成,根据连通性

将其分成一些极大连通分支,所有的极大连通分支是
(V,Ec)的分割,即将连通作为一个等价关系,从而得
到分割.实际上,有的极大连通分支是孤立点,有的是
2圈的并. (V,Ec)的极大连通分支记为(V k, Ek

c ), k =

1, 2, · · · , t,其中t是极大连通分支的个数.
记 (V,Ec)的可达矩阵为H ,H的极大线性无关

组为R,H对极大连通分支有很好的刻画.由于在同
一极大连通分支中,各节点相互可达,对于H中相应

的行和列取子阵,得到的子矩阵是元素全为1的方阵.
将(V,E)中2圈收缩到一点,收缩之后的图,重边

视为一条,不加区别,该图记为 (VR, ER),称为势商有
向图,其邻接矩阵记为AR.

注4 上述的收缩,从商集的角度来理解,就是将
(V,Ec)中各个极大连通分支包含的节点作为一个等

价类.取商集的过程,便是收缩的过程,将等价类中的
节点视为一个,不再加以区分.
引理11 势商有向图 (VR, ER)的邻接矩阵AR

有如下性质:
1) diago(AR) = diago(sgn(RTAR));
2) diago(AR) = diago(R

T ⋄A ⋄R).
证明 在图 (V,Ec)中,同一极大连通分支的各

节点彼此可达,所以存在置换矩阵P ,使得

PTHP =


1n1×n1

1n2×n2

. . .

1nt×nt

 ,

其中 t为极大连通分支的个数.选择合适的极大线性
无关组排成矩阵R,使得

PTR =


1n1

1n2

. . .

1nt

 ,

所以有RTAR = RTPPTAPPTR,即
1T
n1

1T
n2

. . .

1T
nt




A11 A12 · · · A1t

A21 A22 · · · A2t

...
...

. . .
...

At1 At2 · · · Att

×


1n1

1n2

. . .

1nt

 =


N1

N2

...
Nt


T 

A11 A12 · · · A1t

A21 A22 · · · A2t

...
...

. . .
...

At1 At2 · · · Att




N1

N2

...
Nt

 =

n∑
i,j=1

NT
i AijNj ,

其中Ni是第i列全为1、其余元素为0的ni×t维矩阵.
注意到,NT

i AijNj = tijE
ij
t .当 i ̸= j时, tij表示

极大连通分支 i到极大连通分支j的长度为1的路径
数,所以有

diago(sgn(RTAR)) =

n∑
i,j=1,i̸=j

sgn(NT
i AijNj) =

n∑
i,j=1;i̸=j

sgn(tij)Eij
t .

结合AR的意义可知,AR = diago(sgn(RTAR)).
下面证明2).有A = (aij),B = (bij) ∈ Dt×t,

sgn(AB) = A ⋄ B.
t∨

k=1

aik
∧
bkj = 0 ⇔ ∀k, aik

∧
bkj

= 0 ⇔ ∀k, aikbkj = 0 ⇔ sgn
( t∑

k=1

aikbkj

)
= 0.同理

可证
t∨

k=1

aik
∧

bkj = 1的情况. 2
引理12 势商有向图 (VR, ER)中有自环,当且

仅当H ⊖ A不是对称阵,其中H是 (V,E)的子图 (V,
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Ec)的可达矩阵,A是势有向图(V,E)的邻接矩阵.
证明 由引理11的证明可知,存在置换矩阵P ,

使得

PTHP =


1n1×n1

1n2×n2

. . .

1nt×nt

 .

由于通过置换矩阵作合同变换,只是改变原来矩阵中
元素的位置,有

PT(H ⊖A)P = PTHP ⊖ PTAP =
1n1×n1

−A11

1n2×n2
−A22

. . .

1nt×nt
−Att

 .

注意到,任意的Akk是 (V,E)限制在V k上的子图的

邻接矩阵,该子图记为 (V k, Ek),对于∀k = 1, 2, · · · ,
t, (V k, Ek

c )是(V,Ec)的极大连通分支. (VR, ER)有自

环当且仅当存在 k,在 (V k, Ek
c )中,存在x, y ∈ V k,

但 (x, y)和 (y, x)不同时属于Ec,即Akk不对称,从而
H ⊖A不是对称阵. 2

推论2 如果存在 i,使得 [RTAR]ii为奇数,则势
商有向图(VR, ER)中有自环.

注5 为何矩阵RTAR要分成两部分来分别考

虑?原因在于 sgn(RTAR)并不是势商有向图 (VR,

ER)的邻接矩阵,因为进行收缩的位置不论有无
自环, sgn(RTAR)在相应位置取值都为 1,所以将
RTAR分成两部分考虑.经过收缩后,势有向图 (V,

E)中的单向圈对应到势商有向图(VR, ER)只能是自

环、2圈或者仍是单向圈,由此得到如下定理.
定理3 一个博弈G是有序势的,当且仅当势商

有向图(VR, ER)中无自环, 且tr(Ai
R) = 0, i = 2, 3,

· · · , t,其中t是矩阵AR的阶数.
注6 对不含有2圈的情形, (VR, ER)=(V,E).
判断一个博弈是否为有序势博弈,本文采用由浅

入深的研究方法,先考虑势有向图中不含双向圈的特
殊情形.对于含有双向圈的复杂情形,将2圈作为一
个等价关系,进而在其商集上考虑,将问题转化到不
含双向圈的情况.
根据上面的结论,基于势有向图给出判断一个博

弈是否是有序势的具体步骤(算法2).
Step 1:计算势有向图 (V,E)的邻接矩阵A和子

图(V,Ec)的邻接矩阵D.
Step 2:判断D是否为 0,如果D = 0,则转至

Step 3,否则转至Step 4.

Step 3:计算 tr(Ai),如果对于 i = 3, 4, · · · , |S|,
tr(Ai) ≡ 0,则转至Step 6,否则转至Step 7.

Step 4:计算(V,Ec)的可达矩阵H和H的极大线

性无关组R,判断势商有向图 (VR, ER)中,是否包含
自环,如果有自环,则转至Step 7,否则转至Step 5.

Step 5:AR = diago(sgn(RTAR)), 计算 tr(Ai

R),
如果对于 i= 2, 3, · · · , t, tr(Ai

R)≡ 0,其中 t是矩阵AR

的阶数,则转至Step 6,否则,转至Step 7.
Step 6:该博弈是有序势的,结束.
Step 7:该博弈不是有序势的,结束.

2.4 有序势函数

本节主要研究计算有序势函数的方法和有序势

函数的性质,为了给出有序势函数的具体计算方法,
先给出势有向图的性质.
定理4 一个博弈G是有序势博弈,对于任意策

略x和策略y,x与y仅在一个位置互异,且其势有向
图中不含2圈,那么P (x) > P (y),当且仅当在其势有
向图中Nr(x) > Nr(y).

证明 必要性.设策略x与y仅在一个位置互异,
且P (x) > P (y),于是 (y, x) ∈ E,设γ为到达y的任

一路径,则γ
∪
(y, x)便是到达x的路径,所以Nr(x) >

Nr(y).
充分性.反证法,假设P (x) ⩽ P (y),由于D = 0,

则P (x)<P (y),由必要性的证明可知Nr(x)>Nr(y),
矛盾,所以P (x) > P (y). 2

由定理 4给出的性质容易想到,在势有向图
(V,E)中,如果不含 2圈,则可以将到达策略 (节点)x
的路径数Nr(x)赋值给x,作为P (x);不失一般性,对
于含有2圈的情况,在势商有向图去掉自环的子图上
考虑,求出结果后,再用R还原回去,得到该博弈的一
个有序势函数.
如下定理给出计算有序势函数的具体方法.
定理5 如果一个有序势博弈的势有向图不含2

圈,则该博弈的一个有序势函数为

P (s1, s2, · · · , sn) = 1T
( |S|∑

i=1

Ai
)
⋉n

i si, si ∈ Si.

一般地,如果一个博弈是有序势博弈,则该博弈的一
个有序势函数为

P (s1, s2, · · · , sn) = 1T
( t∑

i=1

Ai
R

)
RT ⋉n

i si,

si ∈ Si.

注7 对A或AR作幂求和时,不一定算到 |S|或t

次幂,如果对于某个β,Aβ = 0或Aβ
R = 0,求和便可

以终止.实际上,在判定是否为有序势博弈时,定理3
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中关于迹为0的条件,可以改为tr
( i∑

j=1

Aj
R

)
̸= 0, i =

2, 3, · · · , t,那么在求有序势函数时,会节省一些计算
机存储空间.
定理5的优点在于,当判断出一个博弈是有序势

博弈后,直接可以得到一个有序势向量,进而得到有
序势函数.在判断出博弈是有序势博弈后,如果势有
向图(V,E)中不含2圈,则可以通过解关于P (x)(x ∈
V = S)的不等式组

P (x) ⩽ P (y), (x, y) ∈ E,

确定出所有的有序势向量.如果含有2圈,则在势商
有向图上考虑类似的不等式组,确定出所有的有序势
向量.对于一个有序势博弈,将其所有的有序势函数
的结构向量构成的集合记为SOPF.下面给出SOPF的

一些性质.
定理6 有序势博弈所有有序势函数的结构向

量构成的集合SOPF具有如下性质:
1)MP ∈ SOPF, ∀k > 0, c ∈ R, k(P − c1|S|) ∈

SOPF.
2)MPi

⪰ 0 ∈ SOPF, i = 1, 2,MP1
⊙ MP2

∈
SOPF.

2.5 数值算例

考虑文献 [9]中一个二人博弈的模型,二人的策
略集分别是 {T,M,B}和 {L,M,R},在相应的策略
下,二人的收益如表1所示.将其改写成支付矩阵M

的形式,有

M =

TL,TM,TR,ML,MM,MR,BL,BM,BR︷ ︸︸ ︷[
0 1 0 1 0 0 0 0 1

1 2 0 1 0 0 0 0 1

]
.

其中:矩阵M的第1行表示玩家1在相应策略下的收
益,M的第 2行表示玩家 2的收益,策略的排列顺序
在M上方标示.按照算法1的Step 1,利用σ置换矩阵

W1 = δ9[1, 4, 7, 2, 5, 8, 3, 6, 9]改变支付矩阵M第1行
的排列顺序,使之按照TL,ML,BL,TM ,MM ,BM ,
TR,MR,BR的顺序排列,然后按照算法 1中 Step 2
∼Step 5依次进行运算,得到

W1diag3(Ã1)W
T
1 =

[δ09 , δ
5
9 + δ89 , δ

0
9 , δ

1
9 , δ

0
9 , δ

0
9 , δ

3
9 , δ

0
9 , δ

3
9 + δ69 ].

对于矩阵M的第2行不改变顺序,依次按照算法1中
Step 2∼Step5进行运算,得到

diag3(Ã2) =

[δ39 , δ
1
9 + δ39 , δ

0
9 , δ

5
9 + δ69 , δ

0
9 , δ

0
9 , δ

0
9 , δ

0
9 , δ

7
9 + δ89 ].

类似地,由Step5或Step5’可得

D =

[δ79 , δ
0
9 , δ

6
9 , δ

0
9 , δ

8
9 + δ69 , δ

3
9 + δ59 , δ

1
9 + δ89 , δ

7
9 + δ59 , δ

0
9 ].

于是得到势有向图的邻接矩阵

A = W1diag3(Ã1)W
T
1 + diag3(Ã2) +D.

表 1 二人收益

收益
(玩家1,玩家2)

L M R

T (0,1) (1,2) (0,0)
M (1,1) (0,0) (0,0)
B (0,0) (0,0) (1,1)

由于D ̸= 0,需要考虑势商有向图.利用引理11
给出的收缩方法,收缩时需要用到 (V,Ec)的可达矩

阵H和H的极大线性无关组R,RT = δ4[1, 2, 1, 3,

1, 1, 1, 1, 4],H和RTAR分别为

H =



1 0 1 0 1 1 1 1 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 0 1 1 1 1 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0

1 0 1 0 1 1 1 1 0

1 0 1 0 1 1 1 1 0

1 0 1 0 1 1 1 1 0

1 0 1 0 1 1 1 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1


,

RTAR =


11 4 3 4

0 0 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

 .

由于 [RTAR]11 = 11是奇数,由推论2可知,该博
弈不是有序势博弈.
上述过程从图上进行分析.图 2为势有向图,即

邻接矩阵A对应的有向图,将图2中双向圈的部分提
取出来得到图3,图3包含4个极大连通分支,它们的
可达关系通过H刻画.对图收缩,将极大连通分支收
缩到一点,收缩后得到图4,图4中的⋆表示TL、BL、

BM、MM、MR、TR等6个节点收缩到一起得到的
节点.

TL TM TR

ML MM MR

BL BM BR

图 2 势有向图
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TL TM TR

ML MM MR

BL BM BR

图 3 势有向图的子图

* TM

ML MR

图 4 收缩后的势有向图

文献 [9]在判断该博弈是否为有序势博弈时,只
是指出 {TL,BL,BM,MM,MR, TR, TL}是弱升
圈,所以该博弈不是有序势博弈.至于具体如何确定
弱升圈,文献 [9]没有具体说明.实际上弱升圈的长度
至少是 3,很难从博弈收益中直接找出.本文给出判
断博弈是否为有序势博弈的具体算法,不仅可以判定
一个博弈是否为有序势博弈,同时可以给出相应的有
序势函数,这些都是对前人工作的提升.

3 延长智能体无线网络系统寿命中的应用

智能体无线网络系统的运行需满足两个必备条

件:一是各个节点都有电量维持运作;二是系统各节
点是连通的.任何一个条件不满足,都认为系统不能
继续运作,那么,在保持连通的基础上,只需满足第1
个条件即可.文献 [10]采用合作拓扑控制,当一个节
点成为系统“短板”,通过提高其他节点的能耗保证连
通性,并降低该点能耗,从而可以在一定程度上延长
系统的寿命.本文所采用的方式是将通信方式 (信道
的选择)视为策略,节点单位时间的能耗视为收益 (支
付),建立一个简化的模型.
不同的策略组合可能让系统连通也可能不连通,

所以先将不连通的策略组合剔除,然后通过势有向图
找出容许极小拓扑集.容许极小拓扑是指这样一种
策略组合 (连通方式):在该拓扑结构下可以保证系统
的连通性,但如果去掉一条边,则会使系统不连通.该
连通方式具有收益是极小值的特点.系统连通方式
在容许极小拓扑集中切换,通过线性规划确定切换
的时间、连通方式和系统最大运行时间.文献 [10]中
设计的算法,各节点从最大的能耗出发,依次调整策
略,最后计算出最大运行时间,本文始终在容许极小
拓扑集中切换,所以最后计算出的系统运作时间比文
献[10]更长.

由势博弈的定义可以发现,博弈G = (N,S,U),

玩家集为N ,策略空间S =

n∏
i=1

Si,Si是玩家 i的策略

集,U = {u1, u2, · · · , un}为支付函数.如果任意 i ∈
N ,玩家 i的收益ui只与 i的策略有关,则博弈G是一

个势博弈.
定义8 博弈G = (N,S,U),如果策略s对于任

意s′ ∈ S, s与s′仅在一个位置互异,设该位置为 i,则
有ui(s) ⩾ (⩽)ui(s

′),策略s称为G的极大(小)值点.
如果G是一个有序势博弈,则其有序势函数为

P .如果策略s对∀i ∈ N , ∀s′ ∈ S, s与s′仅在一个位

置i互异,则有P (s) ⩾ (⩽)P (s′),策略s为有序势博弈

G的极大 (小)值点.结合势有向图的定义,可以得到
如下定理.
定理 7 设G是一个有序势博弈,其势有向图

(V,E)的邻接矩阵为A,策略s在索引下排在第 i个,
则该博弈在策略s处取极大值,当且仅当A的第 i行

是零向量,第 i列不是零向量;该博弈在策略s处取极

小值,当且仅当A的第 i列是零向量,第 i行不是零向

量.
注8 对于系统运行的第2个必备条件,从实际

上讲,系统各节点直接或间接通信,才能传达彼此信
息,才能使系统处于一个整体,更好地协作、配合、完
成系统的任务.所以说,此时要求的连通是强连通,即
节点之间彼此相互可达,即各个智能体之间有直接的
信道或间接的信道,才能保证彼此信息可以互达.进
一步考虑,可以发现并非所有的策略都可以保证连
通性,所以应当先将不能保证系统连通的策略组合去
掉,然后应用定理7的方法.
结合具体例子表明本文方法的可行性.
例1 对于3-智能体无线系统, 3个智能体记为

N = {1, 2, 3}.智能体1的策略集为
S1 = {(1, 3), (1, 2), (1, 3)

∧
(1, 2)} .

= {s11, s21, s31}.

其中: (1, 2)为智能体1向智能体2传递信息, (1, 3)
∧

(1, 2)为智能体 1向智能体 2和 3传递信息,其余类
似.智能体2的策略集为

S2 = {(2, 1), (2, 3), (2, 1)
∧
(2, 3)} .

= {s12, s22, s32}.

智能体3的策略集为
S3 = {(3, 2), (3, 1), (3, 2)

∧
(3, 1)} .

= {s13, s23, s33}.

将列按 s11s
1
2s

1
3, s

1
1s

1
2s

2
3, · · · , s31s32s23, s31s32s33的顺序,行

按智能体1、2、3的顺序,设收益矩阵如下: 3 3 3 3 3 3 3 3 3 1 1 1 1

3 3 3 2 2 2 5 5 5 3 3 3 2

1 4 5 1 4 5 1 4 5 1 4 5 1

→

←
1 1 1 1 1 4 4 4 4 4 4 4 4 4

2 2 5 5 5 3 3 3 2 2 2 5 5 5

4 5 1 4 5 1 4 5 1 4 5 1 4 5

 .
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通过算法1可得势有向图的邻接矩阵为

A = I9 ⊗ C + I3 ⊗B ⊗ I3 +B ⊗ I9.

其中:C = [δ03 , δ
1
3 , δ

1
3 + δ23 ],B = [δ23 , δ

0
3 , δ

1
3 + δ23 ].

易 验 证 s11s
1
2s

2
3, s11s22s13, s11s22s23, s11s32s23, s21s12s23,

s21s
1
2s

1
3, s21s12s33, s21s22s13, s31s22s13不能保证系统连通,将

A中上述策略对应的行和列变为0向量,得到矩阵

Â = [δ027, δ
0
27, δ

1
27 + δ627, δ

0
27, δ

0
27, δ

0
27, · · · ,

δ927 + δ1827 + δ2127 + δ2427 + δ2527 + δ2627 ].

由定理7得到容许极小拓扑集

J = {J1 = s11s
1
2s

1
3, J2 = s21s

2
2s

2
3, J3 = s21s

3
2s

1
3}.

确定容许极小拓扑集后,只需确定如何切换即
可.假设在J1, J2, J3下运行的时间分别为t1, t2, t3,那
么有

max t = t1 + t2 + t3;

s.t. 3t1 + t2 + t3 ⩽ b1,

3t1 + 2t2 + 5t3 ⩽ b2,

t1 + 4t2 + t3 ⩽ b3,

ti ⩾ 0, i = 1, 2, 3.

b1, b2, b3分别代表初始时3个智能体电池的电量,特
别地,当b1 = b2 = b3 = 100时,利用Matlab可以求得
t1 = 20, t2 = 20, t3 = 0.如果不切换,则系统最多运
行33.3个时间单位,切换后,系统可以运行40个时间
单位,寿命提高21%.
注9 该方法所确定的切换方式并没有具体指

出何时切换,这恰是该方法的一个优点.因为只要在
J1方式下运行20单位,在J2方式下运行20单位,即可
使系统达到最大寿命,切换时间有多种组合方式.这
意味着,如果考虑对系统的多个方面同时优化,则所
确定出的切换方式与本文仅考虑电量所确定出的切

换方式会有很好的相容性.

4 结 论

本文主要研究一类特殊的博弈—–有序势博
弈.借助矩阵半张量积和图等数学工具,将有序势博
弈的判定和求取有序势函数转化到势有向图上进行

考虑,并得到判断有序势博弈、计算有序势函数的代

数方法.同时,利用势有向图和线性规划提高了3-智
能体无线网络系统的寿命.最后通过例子表明了所
提出方法的有效性.
当策略空间很大或智能体个数很多时,本文方法

运算量较大,因此设计减少运算量的新算法是值得考
虑的.另外,通过有序势博弈在提高多智能体无线网
络系统寿命方面的应用,可进一步研究其他方面的优
化问题.
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