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一种彩色图像的量子描述方法及应用

李盼池†, 曹梓崎
(东北石油大学计算机与信息技术学院，黑龙江大庆 163318)

摘 要: 为了提高量子彩色图像的存储效率,提出一种新的量子彩色图像描述方法.在该方法中,像素的位置信息
采用多比特量子系统的基态描述,像素的三基色灰度值信息只采用一个量子比特描述,具体描述为该量子比特的
相位.利用这种描述方法,给出量子彩色图像的几种简单操作方法,包括像素三基色灰度值的改变、互换,图像位置
翻转、置换,设计一种新的量子图像水印的实现方法.所提出的方法可在将来的量子计算机上执行.经典计算机上
的仿真结果验证了该方法的有效性.
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Quantum description method of color image and its application
LI Pan-chi†, CAO Zi-qi

(School of Computer and Information Technology，Northeast Petroleum University，Daqing 163318，China)

Abstract: In order to improve the storage efficiency of the quantum color image, a new method of describing quantum
color image is proposed. In the proposed method, the positions of the pixels are described by the basis states of a multi-
qubits system, while the grey value of three primary colors of the pixels are described by the phase of only one qubit. By
using this method, several simple operations of the quantum color image are firstly presented, including the change and
swap of grey values of three primary colors, and the flip and swap of the positions of the pixels. Then a new method of
implementing quantum image watermarking is introduced. The proposed method can run on quantum computers in the
future. The simulation results on the classic computer show the effectiveness of the proposed method.
Keywords: image processing；quantum image representing；quantum image processing；quantum image watermarking

0 ᕅ 言

数字图像处理是信息科学领域的重要分支.近
几年,量子计算和图像处理的结合已被广泛研究.为
了采用量子机制存储和处理数字图像,目前已提出
的量子图像描述模型主要有:灵活的量子比特描述
(FRQI)[1]、八粒子量子态描述[2]、规范任意叠加态描

述 (NASS)[3]、规范任意量子叠加态描述 (NAQSS)[4]、

相关相位的规范任意叠加态描述 (NASSRP)[5].其
中, FRQI采用一个叠加态存储图像的像素信息,就设
计量子图像处理算法而言,在所有现存的模型中,它
是最灵活且最适合的.在FRQI模型的基础上,学者已
经进行了很多量子图像处理的相关研究.文献 [6-7]
讨论了像素位置的几何变换和颜色操作,并且证明了
这些方法较传统方法有较大改进;文献 [8]从图像描

述、图像置乱、几何操作等多个侧面全面阐述了量子

图像处理的若干关键问题;鉴于FRQI仅能描述黑白
图像,文献 [9]对其进行了扩展,采用3个量子比特存
储RGB三基色的灰度值信息,提高了原模型的适应
性.然而,扩展的模型增加了两个量子比特,从而降低
了存储效率.如何提高彩色图像量子描述方法的存
储效率是本文研究的主要目的之一.
在量子图像水印方面:文献 [10]提出了在图像

预定区域执行严格几何变换的水印嵌入策略;随后,
文献 [11-14]相继提出了基于WaQI(watermark and
authenticate FRQI images)协议的量子水印策略;文献
[15]提出了基于量子傅里叶变换 (QFT)的水印策略,
将水印图像嵌入载体图像的QFT系数中;文献 [16]提
出了基于量子小波变换和量子Hadamard变换的水印
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策略.然而,在这些水印策略中,水印的嵌入必然会影
响载体图像的视觉效果.为此,本文将研究一种新的
彩色图像的量子水印嵌入和抽取策略.
本文提出一种改进的FRQI描述方法,该方法使

用的量子比特数与普通FRQI描述相同,但能描述彩
色图像,既能扩展FRQI的适用范围,又能提高其存储
效率.作为改进模型的应用,基于量子比特的Bloch
球面描述和绕轴旋转研究几种量子图像的处理方法,
提出一种量子水印图像的嵌入和抽取方法.

1 量子比特的球面描述和绕轴旋转

在量子计算中,量子比特有两个基态 |0⟩和 |1⟩,根
据叠加原理,量子比特可写为这两个基态的线性组
合,即

|φφφ⟩ = cos θ
2
|0⟩+ eiϕ sin θ

2
|1⟩. (1)

其中: 0 ⩽ θ ⩽ π, 0 ⩽ ϕ ⩽ 2π.
由于 θ和 ϕ连续,一个量子比特可以描述无穷

多个不同的状态.量子比特可以用三维Bloch球面
上的一个点描述,此时,在Bloch球面上的任意一点
P (x, y, z)都与一个量子比特 |φφφ⟩对应,其中x = cosϕ
× sin θ, y = sinϕ× sin θ, z = cos θ.
量子比特在Bloch球面上的移动可以通过绕着

固定旋转轴旋转实现,旋转算子为一个二维酉矩
阵.根据量子计算原理,使量子比特在Bloch球面上
绕Z轴逆时针转动δ弧度的旋转矩阵为

RzRzRz(δ) =

[
1 0

0 eiδ

]
. (2)

绕一个沿单位矢量nnn = [nx, ny, nz]的轴逆时针转动δ

弧度的旋转矩阵为

RnRnRn(δ) = cos δ
2
III − i sin δ

2
(nnn× σσσ). (3)

其中:III为单位矩阵;σσσ = [σσσx,σσσy,σσσz],泡利矩阵[17]σσσx,

σσσy,σσσz表示如下:

σσσx =

[
0 1

1 0

]
, σσσy =

[
0 −i

i 0

]
, σσσz =

[
1 0

0 −1

]
. (4)

2 彩色图像的量子描述方法

为了提高量子图像描述方法的存储效率,本文
提出一种彩色图像量子描述方法 (FRQCI).对于一幅
2n × 2n 的彩色图像,设每个像素RGB三基色的灰度
值范围均为 {0, 1, · · · , 255},第 k个像素的三基色灰

度值分别为cRk , c
G
k , c

B
k ,在FRQCI中,该图像可描述为

|I(θ, ϕ)⟩ = 1

2n

22n−1∑
k=0

|k⟩|ck⟩, (5)

|ck⟩ = cos θk
2
|0⟩+ eiϕk sin θk

2
|1⟩, (6)

θk =
(cRk × 216 + cGk × 28 + cBk )π

224 − 1
, (7)

ϕk = 2π× randk. (8)

其中: |k⟩描述第k个像素的位置, |ck⟩描述第k个像素

的三基色灰度值.容易看出,式 (5)所示的量子态满足
如下归一化条件:

|||I(θ, ϕ)⟩|| =

1

2n

√√√√22n−1∑
k=0

(
cos2θk

2
+|eiϕk |2 sin2θk

2

)
= 1. (9)

为了便于描述式 (5)的实现方法,首先给出二维
单位矩阵III和二维Hadamard矩阵HHH的定义如下：

III =

[
1 0

0 1

]
, HHH =

1√
2

[
1 1

1 −1

]
. (10)

量子旋转门RRRk(θk, ϕk)和受控旋转门CRCRCRk(θk,

ϕk)的定义如下:

RRRk(θk, ϕk) =

 cos θk
2

− sin θk
2

eiϕk sin θk
2

eiϕk cos θk
2

 , (11)

CRCRCRk(θk, ϕk) =( 22n−1∑
j=0,j ̸=k

|j⟩⟨j|
)
⊗ III + |k⟩⟨k| ⊗RRRk(θk, ϕk). (12)

首先制备量子比特初态 |0⟩⊗2n+1,在该初态上执
行HHH⊗2n ⊗ III可得中间态 |H⟩,即

|H⟩ = (HHH⊗2n⊗III)|0⟩⊗2n+1 =
1

2n

( 22n−1∑
k=0

|k⟩
)
⊗ |0⟩.

(13)

在 |H⟩上执行CRCRCRk(θk, ϕk),可得

CRCRCRk(θk, ϕk)|H⟩ =

1

2n

[( 22n−1∑
j=0,j ̸=k

|j⟩
)
⊗ |0⟩+ |k⟩⊗

(
cos θk

2
|0⟩+ eiϕk sin θk

2
|1⟩

)]
. (14)

由式 (14)可知,为了获得式 (5)所示的 |I(θ, ϕ)⟩,
只需在 |H⟩上连续执行CRCRCRk(θk, ϕk)(k = 0, 1, · · · ,
22n − 1)即可,具体如下式所示:

|I(θ, ϕ)⟩ =
( 22n−1∏

k=0

CRCRCRk(θk, ϕk)
)
|H⟩. (15)

对于一幅2n × 2n的彩色图像,具体实现FRQCI
描述的量子线路如图1所示.由于FRQCI描述采用的
量子比特数与FRQI相同,仅就彩色图像的量子描述
而言, 它所使用的量子门数与FRQI相同, 即两者的
计算复杂度是相同的.
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图 1 实现FRQCI描述的量子线路

3 量子彩色图像的几种处理方法

本节基于提出的FRQCI,给出量子彩色图像的
几种处理方法:只改变GRB一种基色的灰度值;两基
色灰度值互换;图像的上下翻转、左右翻转、上下置
换、左右置换.

3.1 只改变一种基色的灰度值

对于一幅2n×2n的彩色图像,令第k个像素的三

基色灰度值分别为cR
k、c

G
k、c

B
k ,根据FRQCI描述,该图

像可描述为式 (5).令改变后的三基色灰度值分别为
ĉR
k 、̂c

G
k 、̂c

B
k ,则三基色灰度值的变化量对应的相位变

化量分别为

∆θR
k = (ĉR

k − cR
k )× 216π/(224 − 1), (16)

∆θG
k = (ĉG

k − cG
k )× 28π/(224 − 1), (17)

∆θB
k = (ĉB

k − cB
k )× π/(224 − 1). (18)

三基色灰度值的具体改变可以通过量子比特的

绕轴旋转实现.由于在FRQCI中,只有相位θk携带像

素灰度值信息,实施旋转时可使相位ϕk保持不变.显
然,使 |ck⟩向着Bloch球面上的点 (0, 0,−1)旋转∆θk

即可达到此目的.
令 |ck⟩的Bloch坐标为(xk, yk, zk),为使 |ck⟩向着

Bloch球面上的点(0, 0,−1)旋转,旋转轴应为

RRRk =

(xk, yk, zk)× (0, 0,−1)

||(xk, yk, zk)× (0, 0,−1)||
=

(−yk, xk, 0)

x2
k + y2k

, (19)

旋转矩阵为

MMMΘ
k = cos ∆θΘk

2
III − i sin ∆θΘk

2
(RRRk × σσσ), (20)

其中Θ为R, G, B三者之一.
定义受控旋转门

CMCMCMΘ
k =

( 22n−1∑
j=0,j ̸=k

|j⟩⟨j|
)
⊗ III + |k⟩⟨k| ⊗MMMΘ

k , (21)

旋转操作可表述为

|I(θ, ϕ)Θ⟩ =
( 22n−1∏

k=0

CMCMCMΘ
k

)
|I(θ, ϕ)⟩. (22)

至此,完成了只改变一种基色灰度值的量子图像
处理操作.

3.2 两种基色灰度值互换

任意两种基色灰度值的互换也采用量子比特绕

轴旋转的方法实现.令第k个像素的三基色灰度值分

别为cR
k、c

G
k、c

B
k ,则R、G互换, G、B互换, R、B互换后,

对应于 |ck⟩相位θk的旋转角度分别为

∆θRG
k =

((cG
k − cR

k )× 216 + (cR
k − cG

k )× 28)π

224 − 1
,

(23)

∆θGB
k =

((cB
k − cG

k )× 28 + (cG
k − cB

k ))π

224 − 1
, (24)

∆θRB
k =

((cB
k − cR

k )× 216 + (cR
k − cB

k ))π

224 − 1
. (25)

互换操作的具体实施与上节类似,只需要在式
(20) ∼ (22)中将∆θΘk 替换为∆θRG

k ,∆θGB
k ,∆θRB

k 中

的一个即可.

3.3 图像的翻转和置换

关于图像的翻转和置换,同样可以采用量子比特
的绕轴旋转实现.令第 i行第j个像素的量子比特相

位为θ(i−1)2n+j−1.
上下翻转之后的相位为θ(2n−i)2n+j−1,对应的旋

转角度为∆θUD1
k = θ(2n−i)2n+j−1 − θ(i−1)2n+j−1.

左右翻转之后的相位为θ(i−1)2n+2n−j ,对应的旋
转角度为∆θLR1

k = θ(i−1)2n+2n−j − θ(i−1)2n+j−1.
关于上下置换,如果 i ⩽ 2n−1,则对应的旋转角

度为∆θUD2
k = θ(2n−1+i−1)2n+j−1 − θ(i−1)2n+j−1,否

则对应的旋转角度为∆θUD2
k = θ(i−2n−1−1)2n+j−1 −

θ(i−1)2n+j−1.
关于左右置换,如果j ⩽ 2n−1,则对应的旋转角

度为∆θLR2
k = θ(i−1)2n+2n−1+j−1 − θ(i−1)2n+j−1,否
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则对应的旋转角度为∆θLR2
k = θ(i−1)2n+j−2n−1−1 −

θ(i−1)2n+j−1.
以上4种操作的具体实现只需在式(20)∼ (22)中

将∆θΘk 分别替换为∆θUD1
k 、∆θLR1

k 、∆θUD2
k 、∆θLR2

k 即

可,具体的量子线路如图2所示.
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图 2 实现4种基本操作的量子线路

关于图 2中量子线路的复杂性,该线路共使用
22n个2n−受控旋转门,根据文献 [18]可知,每个k−
受控门能分解为(4k − 8)个2−受控门,即k−受控门
的计算复杂度不超过O(k).因此,就图2量子线路而
言,其复杂度不超过O(n22n+1).

4 量子水印图像的嵌入和抽取

本节提出一种基于FRQCI的水印嵌入和抽取方
法.该方法的优点是:可使水印图像的幅度最大化到
等于载体图像的幅度;由于水印图像和载体图像分
别存储在不同的相位,水印图像的嵌入对载体图像不
会造成任何影响;采用的嵌入方法可使水印图像具
有很高的安全性.

4.1 水印图像的嵌入

水印嵌入的基本思路是:首先,将水印图像的幅
度调整为与载体图像相同,具体方法是先将两图像重
叠并使左上角对齐,再将水印图像的多余像素删除,
不足像素的RGB均采用 [0, 255]的随机灰度值补足,
利用FRQCI方案,将水印图像量子化,其中RGB灰度
值信息存储在θk中;然后,对水印图像进行时域和频
域加密;最后,将载体图像量子化,并将RGB灰度值信
息存储在ϕk中.其中两次加密均采用 |ck⟩绕着随机
选择的旋转轴旋转实现.

1) |I(θ, ϕ)⟩的时域加密.
根据量子比特的球面描述,任何量子比特都与

Bloch球面上的一点对应.令 |ck⟩的Bloch球面坐标为
(x̂k, ŷk, ẑk),根据量子计算原理,该坐标可以通过泡利
矩阵按下式获得:



x̂k = ⟨ck|σσσx|ck⟩ =
⟨
ck

∣∣∣( [
0 1

1 0

])∣∣∣ck⟩,
ŷk = ⟨ck|σσσy|ck⟩ =

⟨
ck

∣∣∣( [
0 − i

i 0

])∣∣∣ck⟩,
ẑk = ⟨ck|σσσz|ck⟩ =

⟨
ck

∣∣∣( [
1 0

0 − 1

])∣∣∣ck⟩.
(26)

令xk, yk, zk为在区间(−1, 1)内均匀分布的随机

数, |ck⟩的旋转轴可按下式计算:

snsnsnk = [x̂k, ŷk, ẑk]× [xk, yk, zk] =

[ŷkzk − ẑkyk, ẑkxk − x̂kzk, x̂kyk − ŷkxk]. (27)

令δk表示在区间(0, 2π)内均匀分布的随机数,则 |ck⟩
的旋转矩阵和相应的受控矩阵分别为

SRSRSRk(δk, snsnsnk) = cos δk
2
III − i sin δk

2

(snsnsnk × σσσ

∥ snsnsnk ∥

)
, (28)

CSRCSRCSRk(δk, snsnsnk) =( 22n−1∑
j=0,j ̸=k

|j⟩⟨j|
)
⊗ III + |k⟩⟨k| ⊗ SRSRSRk(δk, snsnsnk). (29)

通过对 |I(θ, ϕ)⟩连续执行CSRCSRCSRk(δk, snsnsnk)即可完成时

域加密,如下式所示:

|I1(θ, ϕ)⟩ =
( 22n−1∏

k=0

CSRCSRCSRk(δk, snsnsnk)
)
|I(θ, ϕ)⟩, (30)

其中秘钥为像素灰度值比特 |ck⟩的旋转轴和旋转角
度.

2) |I1(θ, ϕ)⟩的量子傅里叶变换.
量子傅里叶变换是一种定义在标准正交基 |0⟩,

|1⟩, · · · , |22n+1 − 1⟩上的线性算子.该算子在基态上
的作用效果可表述为

QFT(|k⟩) = 1√
22n+1

22n+1−1∑
j=0

e2πijk/N |j⟩. (31)

在任意迭代态上的作用效果为

QFT
( 22n+1−1∑

k=0

xk|k⟩
)
=

22n+1−1∑
j=0

yj |j⟩, (32)

其中yj =
1√

22n+1

22n+1−1∑
k=0

xke2πijk/N .

|I1(θ, ϕ)⟩的量子傅里叶变换可以简单地表述为
|I2(θ, ϕ)⟩ = QFT(|I1(θ, ⟩).

3) |I2(θ, ϕ)⟩的频域加密.
与时域加密类似,令 |ck⟩的 Bloch球面坐标为

(x̃k, ỹk, z̃k),uk, vk, wk为在区间 (−1, 1)内均匀分布

的随机数, |ck⟩的旋转轴按下式计算:
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fnfnfnk = [x̃k, ỹk, z̃k]× [uk, vk, wk] =

[ỹkwk − z̃kvk, z̃kuk − x̃kwk, x̃kvk − ỹkuk]. (33)

令ξk表示在区间(0, 2π)内均匀分布的随机数,则 |ck⟩
的旋转矩阵和相应的受控矩阵分别为

FRFRFRk(ξk, fnfnfnk) = cos ξk
2
III − i sin ξk

2

(fnfnfnk × σσσ

∥ fnfnfnk ∥

)
, (34)

CFRCFRCFRk(ξk, fnfnfnk) =( 22n−1∑
j=0,j ̸=k

|j⟩⟨j|
)
⊗ III + |k⟩⟨k| ⊗FRFRFRk(ξk, fnfnfnk). (35)

通过对 |I2(θ, ϕ)⟩连续执行CFRCFRCFRk(ξk, fnfnfnk)即可完成频

域加密,如下式所示:

|I3(θ, ϕ)⟩ =
( 22n−1∏

k=0

CFRCFRCFRk(ξk, fnfnfnk)
)
|I2(θ, ϕ)⟩. (36)

其中秘钥为像素灰度值比特 |ck⟩的旋转轴和旋转角
度.

4) |I3(θ, ϕ)⟩的量子傅里叶反变换.
量子傅里叶反变换也是一种定义在标准正交基

|0⟩, |1⟩, · · · , |22n+1 − 1⟩上的线性算子,该算子在任意
叠加态上的作用效果为

IQFT
( 22n+1−1∑

j=0

xj |j⟩
)
=

1√
22n+1

22n+1−1∑
k=0

( 22n+1−1∑
j=0

xje−2πijk/N |k⟩
)
. (37)

由上式可知, |I3(θ, ϕ)⟩的量子傅里叶反变换可简
单表述为 |I4(θ, ϕ)⟩ = IQFT(|I3(θ, ϕ)⟩).

5)载体图像量子化.
由于 |ck⟩的相位θk承载着水印图像信息,为了使

载体图像与水印图形相互独立,载体图像的量子化
过程采用使 |ck⟩绕着Z轴旋转 (这种旋转可以使θk保

持不变)的方法,并将载体图像的像素信息存储到ϕk

中.令第k个像素的三基色灰度值分别为 cR
k , c

G
k , c

B
k ,

则有

ϕk =
(cR

k × 216 + cG
k × 28 + cB

k )2π

224 − 1
. (38)

令水印图像中 |ck⟩的当前相位为 ϕ̂k,只需使 |ck⟩
绕着Z轴逆时针旋转∆ϕk = ϕk − ϕ̂k弧度即可.旋转
矩阵和受控矩阵分别为

RRRzk(∆ϕk) =

[
1 0

0 ei∆ϕk

]
, (39)

CRCRCRzk(∆ϕk) =( 22n−1∑
j=0,j ̸=k

|j⟩⟨j|
)
⊗ III + |k⟩⟨k| ⊗RzRzRzk(∆ϕk). (40)

通过对 |I4(θ, ϕ)⟩连续执行CRzCRzCRzk(∆ϕk)即可完成

载体图像的量子化载入,如下式所示:

|I5(θ, ϕ)⟩ =
( 22n−1∏

k=0

CRCRCRzk(∆ϕk)
)
|I4(θ, ϕ)⟩. (41)

至此,完成了量子水印图像的嵌入过程.由嵌入
过程可知,嵌入算法的密钥可描述为如下两式:

Keys = [snsnsn0, δ0, snsnsn1, δ1, · · · , snsnsn22n−1, δ22n−1], (42)

Keyf = [fnfnfn0, ξ0, fnfnfn1, ξ1, · · · , fnfnfn22n−1, ξ22n−1]. (43)

其中: Keys包含4 × 22n个随机数xk, yk, zk, δk(k =

0, 1, · · · , 22n − 1), Keyf也包含4 × 22n个随机数uk,

vk, wk, ξk(k = 0, 1, · · · , 22n − 1).这些随机数或者在
(−1, 1)上或者在 (0, 2π)上均匀分布,这表明所提出
的算法有足够大的密钥空间,足以抵御蛮力攻击.

4.2 水印图像的抽取

水印抽取的基本思路是:去除载体图像,执行量
子傅里叶变换,频域解密及量子傅里叶反变换,执行
时域解密,即可抽取出嵌入的水印图像.由于量子计
算具有可逆性,以上各步骤中的算子只需采用嵌入过
程相应算子的共轭转置即可.
关于实现彩色图像水印的量子线路,嵌入和抽取

的量子线路可参考图1,加密和解密的量子线路可参
考图2,只需使旋转角度取反即可,量子傅里叶变换和
反变换的量子线路可参见文献[19].
对比本文水印方案和文献 [15]中的方案可知,两

种方案都使用了量子傅里叶变换,本文方案中的时域
加密,相当于文献 [15]方案中的置乱,但本文增加了
频域加密,因此本文方案的复杂度略高于文献 [15]中
的方案.但增加了频域加密后有助于提高水印图像
的抗攻击能力,本文方案正是以牺牲线路复杂度为代
价换取水印图像安全性的提高的,这与无免费午餐定
理的结论是一致的.另外,值得指出的是,本文方案是
针对将来的量子计算机设计的,在经典计算机上执行
仅是为了检验方案的执行效果,由于本文方案在经典
计算机上无法实现量子并行性,对于经典图像处理算
法而言,尽管执行效果相同,但执行效率相当低.

5 量子图像的测量

在所有的量子计算中,最后一步均为测量.只有
对量子图像测量才能真正显示出量子图像的内容.

5.1 基于θk的量子图像测量

为了实现量子图像的测量,首先按酉矩阵谱分解
的形式定义测量算子MMM ,即

MMM =

22n−1∑
k=0

(m
(k)
0 ppp

(k)
0 +m

(k)
1 ppp

(k)
1 ), (44)
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其中ppp
(k)
0 = |k⟩|0⟩⟨k|⟨0|和ppp

(k)
1 = |k⟩|1⟩⟨k|⟨1|是与MMM

的本征值m
(k)
0 和m

(k)
1 对应的一组正交投影矩阵.

对于式 (5)描述的量子彩色图像 |I(θ, ϕ)⟩,应用测
量算子MMM获得m

(k)
0 和m

(k)
1 的概率可分别计算如下:

P (m
(k)
0 ) = ⟨I(θ, ϕ)|ppp(k)0 |I(θ, ϕ)⟩ = 1

22n
cos2 θk

2
,

P (m
(k)
1 ) =

⟨I(θ, ϕ)|ppp(k)1 |I(θ, ϕ)⟩ = 1

22n
|eiϕk |2 sin2 θk

2
.

(45)

根据上式可以导出如下θk的计算式:

θk = 2arc sin(
√
22nP (m

(k)
1 ). (46)

根据式 (7),第k个像素的RBG灰度值可分别计
算如下:

ckR =
⌊(28 × 28 × 28 − 1)θk

π× 28 × 28

⌋
, (47)

ckG =
⌊(28×28×28−1)θk−(cR×28×28)×π

π× 28

⌋
, (48)

ckB =
⌊(28×28×28−1)θk

π
− cR×28×28 − cG× 28

⌋
.

(49)

5.2 基于ϕk的量子图像测量

令 |ck⟩ = cos θk
2
|0⟩ + eiϕk sin θk

2
|1⟩,在 |ck⟩上应

用算子UUU1 =
1√
2

[
1 1

−1 1

]
可得

|c(1)k ⟩ = U1|ck⟩ =
1√
2

 cos θk
2

+ eiϕk sin θk
2

− cos θk
2

+ eiϕk sin θk
2

 .

(50)

在计算基矢上的投影测量得到输出为 |0⟩和 |1⟩
的概率分别为

P
(1)
0 = |⟨0|c(1)k ⟩|2 =

1

2
(1 + cosϕk sin θk), (51)

P
(1)
1 = |⟨1|c(1)k ⟩|2 =

1

2
(1− cosϕk sin θk). (52)

因此有
P

(1)
0 − P

(1)
1 = cosϕk sin θk = xk. (53)

同样,在 |ck⟩上应用算子UUU2 =
1√
2

[
1 −i

−i 1

]
可得

|c(2)k ⟩ =

U2|ck⟩ =
1√
2


cos θk

2
+ e

i

(
ϕk−

π

2

)
sin θk

2

e
i

(
−
π

2

)
cos θk

2
+ eiϕk sin θk

2

 .

(54)

在计算基矢上的投影测量得到输出为 |0⟩和 |1⟩

的概率分别为

P
(2)
0 = |⟨0|c(2)k ⟩|2 =

1

2
(1 + sinϕk sin θk), (55)

P
(2)
1 = |⟨1|c(2)k ⟩|2 =

1

2
(1− sinϕk sin θk). (56)

因此有

P
(2)
0 − P

(2)
1 = sinϕk sin θk = yk. (57)

由以上推导可知,制备N个相同的量子态 |c(1)k ⟩,
实施计算基上的测量,令得到 |0⟩和 |1⟩的数目分别为

N
(1)
0 和N

(1)
1 ,则xk ≈ N

(1)
0 −N

(1)
1

N
;同理,通过制备N

个相同的量子态 |c(2)k ⟩,令得到 |0⟩和 |1⟩的数目分别为

N
(2)
0 和N

(2)
1 ,则yk ≈ N

(2)
0 −N

(2)
1

N
.

由式 (53)和 (57)可知,ϕk = arc tan
( yk
xk

)
,考虑

到此时ϕk ∈
[
− π

2
,
π

2

]
,需要作如下变换:

ϕk =


arc tan

( yk
xk

)
, xk ⩾ 0, yk ⩾ 0;

2π+ arc tan
( yk
xk

)
, xk ⩾ 0, yk < 0;

π+ arc tan
( yk
xk

)
, xk < 0.

(58)

再由式(38)可得

ckR =
⌊(28 × 28 × 28 − 1)ϕk

2π× 28 × 28

⌋
, (59)

ckG =
⌊(28×28×28−1)ϕk−(cR×28×28)×π

2π× 28

⌋
, (60)

ckB =
⌊(28×28×28−1)ϕk

2π
− cR×28×28 − cG× 28

⌋
,

(61)

其中⌊·⌋为向下取整算符.
图像的存储与检索是不可分割的两个部分,量子

图像的测量本质上就是量子图像的检索.对于存储
线路, FRQCI所用的比特数与FRQI相同,然而FRQCI
存储的是彩色图像,因此提高了存储效率,对于检索
(即测量), FRQCI也是基于量子叠加态坍缩到基态的
概率进行的,本质上与FRQI是没有区别的,但本方案
检索出的是彩色图像,因此检索效率也比FRQI有所
提高.

6 经典计算机上的仿真

由于目前还没有量子计算机,本文提出的所有算
法都在普通计算机上采用Matlab的向量、矩阵操作
进行仿真.由于采用经典计算方式不能仿真量子计
算的并行性,但能仿真量子算法的执行步骤及执行
量子测量后的视觉效果,故能够验证算法的有效性.
实验环境为配置Window 7系统,主频 3.2 GHz,内存
4.0 GB, Matlab(R2009a)软件的微机.
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6.1 像素值及像素位置的改变

采用512 × 512的Lena图像进行仿真,载体图像
如图3(a)所示,只改变R、G、B,以及R、G互换、G、B
互换、R、B互换的结果如图3(b)∼图3(g)所示.上下
左右翻转,上下左右置换的结果如图3(h)∼图3(k)所
示.其中图3(b)∼图3(d)中改变后的R、G、B均为 [0,

255]内的随机整数.

(a) "#$%

(b) R&' (d) B&'

(e)   R G、 () (f)   G B()、 (g)   R B()、

(h) *+,- (I) ./,- (j) *+0) (k) ./0)

(b) G&'c

i

图 3 像素值及像素位置的改变效果

6.2 量子水印的嵌入和抽取

采用北大和清华的校园图片作为载体图像,采用
两校的校徽作为水印图像,其中北大校园图片幅度为
352 × 220,校徽图片幅度为268 × 268,清华校园图片
幅度为770× 460,校徽图片幅度为1 600× 505.
为了验证本文水印方案的优越性,将与文献 [15]

中的水印策略对比.文献 [15]中策略仅适用于单色
图像,水印的嵌入和抽取违背量子力学原理,且水印
大小仅为载体图像的一半.本文在仿真文献 [15]中
的策略时,采用FRQCI描述彩色图像,采用量子比特
旋转的方法实现水印图像的嵌入和抽取.实验发现,
文献 [15]中方案的嵌入比例因子α的取值对嵌入效

果十分敏感,当α>10−7时,嵌入效果明显失真,因此,
本文取α = 3.0−8.两校载体图像、水印图像、带水印
载体图像、抽取出的水印图像如图4和图5所示.

为了定量描述水印图像的嵌入对载体图像的影

响,首先给出两图像之间的均方误差及带噪声图像峰
值信噪比的定义.
令I ′为嵌入水印后的载体图像, I为最初的载体

图像,m,n分别为图像中的行列像素数. I ′与I之间

RGB灰度值的均方误差定义为

(a) !"#$ (b) %&#$

(a) '()%&!"#$ (d) '(*+,%&#$c

( [e) 15](- )%&!"#$ ( [15](-f) *+,%&#$

图 4 北大校园水印效果

(a) !"#$ (b) %&#$

(a) '()%&!"#$ (d) '(*+,%&#$c

( [e) 15](- )%&!"#$ ( [15](-f) *+,%&#$

图 5 清华校园水印效果

MSER =
1

mn

m−1∑
i=0

n−1∑
j=0

[I ′(i, j, 1)− I(i, j, 1)]2,

MSEG =
1

mn

m−1∑
i=0

n−1∑
j=0

[I ′(i, j, 2)− I(i, j, 2)]2,

MSEB =
1

mn

m−1∑
i=0

n−1∑
j=0

[I ′(i, j, 3)− I(i, j, 3)]2.

嵌入水印后载体图像的峰值信噪比定义为

PSNRR = 20 log10

255√
MSER

,

PSNRG = 20 log10

255√
MSEG

,

PSNRB = 20 log10

255√
MSEB

.

两种方案带水印图像的峰值信噪比对比如表1
所示.
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表 1 两种方案带水印图像的三基色峰值信噪比

图像 方案 PSNRR PSNRG PSNRB

北大校园
本文 ∞ ∞ ∞
文献 [15] 90.999 9 42.858 5 20.845 7

清华校园
本文 ∞ ∞ ∞
文献 [15] 89.151 7 41.018 2 24.816 8

如前所述,在嵌入水印之前,对水印图像进行幅
度调整.对于本文方案,水印图像可以最大化到与载
体图像相同,由于北大校徽的高度大于校园图片的
高度,而宽度小于校园图片的宽度,抽取出的水印图
像下部具有截断痕迹,而右侧具有随机添加的像素信
息,清华校徽图像也应有类似的情况.对于文献 [15]
中的方案,水印图像仅能最大化到载体图像的一
半.图4和图5给出的仿真结果验证了上述情况.另
外,对于本文方案,由于载体图像和水印图像分别存
储在不同的相位,水印的嵌入对于载体图像的可视化
效果没有任何影响,而对于文献 [15]中的方案,水印
的嵌入必然影响载体图像的可视化效果,而且只有当
α< 10−7时才能使带水印的载体图像具有较高的峰

值信噪比.表1给出的仿真结果验证了上述情况.

7 结 论

本文提出了一种彩色图像的量子描述新方法.
对于M × N的彩色图像,只需 log2(MN) + 1个量子

比特即可同时存储像素的位置和颜色信息.应用所
提出的新方法设计了几种基本的量子图像处理操作,
提出了一种新的量子水印策略.该策略将水印图像
和载体图像分别存储在量子比特的两个相位参数中,
同时采用量子比特绕轴旋转的方法对水印图像进行

两次加密处理,有效提高了水印图像的安全性.经典
计算机上的仿真结果验证了所提出方法的有效性.
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