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基于Delta算子的时变时延网络系统鲁棒H∞滤波
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摘 要: 研究基于Delta算子的时变时延网络控制系统鲁棒H∞滤波问题,不确定性存在于状态方程中,并满足范
数有界.利用时滞系统理论对系统进行建模,构造滤波误差系统.采用Lyapunov-Krasovskii泛函和线性矩阵不等
式的方法,对系统中的不确定性进行处理,并对误差系统的鲁棒H∞性能进行分析,提出一种基于Delta算子的鲁
棒H∞滤波器设计方法及系数表达式.数值实例表明了所提出方法的有效性.
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Robust H∞ filtering for networked control systems with time-varying
delay via delta operator
ZHANG Duan-jin†, FAN Xin, LIU Xue
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Abstract: The problem of H∞ filtering for delta operator formulated systems with time-varying delays and uncertainties
is considered. Uncertainties exist in state matrices and satisfy the norm-bounded condition. Firstly, the time-delay system
theory is used to establish a system model. The performance analysis of the filtering-error system is proposed by using a
Lyapunov-Krasovskii functional. Additionally, sufficient conditions of robust H∞ filtering for the error system are given
in terms of linear matrix inequalities, and the H∞ filter design method is also obtained. Finally, a numerical example is
given to illustrate the effectiveness of the proposed method.
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0 引 䀰

网络控制系统 (NCSs)是以网络为媒介构成的
闭环回路分布式控制系统,相对于传统的控制系统,
NCSs具有消耗成本低、使用灵活、易于维护等特点.
状态估计因其在信号处理和控制领域的重要作用,
引起了人们广泛的关注[1-3].相比于Kalman滤波,H∞

滤波有更好的鲁棒性能和更高的估计精度.关于H∞

滤波的研究越来越多[4-6],但大多数研究都是分别在
离散域或连续域的情况下得出的结论,并未有一个使
之统一起来的方法.

Goodwin等[7-8]提出了一种Delta算子离散化方
法,不仅避免了传统移位算子在高速采样时引起的病
态条件问题,且当采样周期趋近于零时, Delta算子离
散化模型趋近于连续模型,这便为分析不同采样周期
控制系统的性能提供了极大的方便,关于Delta 算子

的研究也不断取得新的进展[9].
由网络带宽限制引起的时延和模型中的不确

定性等问题,会降低系统性能甚至造成不稳定.文献
[10]利用马尔可夫跳变系统,建立了同时具有丢包和
时延的网络系统模型,讨论了鲁棒H∞滤波问题.文
献 [11]利用异步动态系统模型,研究了时延大于采样
周期时的鲁棒H∞滤波.文献 [12]采用Bernoulli随机
分布序列同时描述了随机滞后及丢包现象,设计了一
种H∞滤波器.文献 [13-15]研究了基于Delta算子的
不确定离散时延系统的稳定性问题.文献 [16]给出
了一种Delta算子时变时延系统的H∞滤波器设计方

法.在实际应用中,时延会随时间进行变化,因此对于
时变时延的研究具有重要的现实意义.

本文基于Delta算子方法,研究了存在时变时延
的网络系统鲁棒H∞滤波问题.利用时变时滞理论
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构造滤波误差系统,给出满足渐近稳定和H∞性能指

标的滤波器存在定理,通过求解线性矩阵不等式得到
滤波器的参数.最后利用数值实例表明所了提出方
法的有效性.

1 问题描述

Delta算子定义[8]如下:

δx(t) =

dx(t)/dt, T = 0;

[x(t+ T )− x(t)]/T, T ̸= 0.

其中:T为采样周期,T = 0时系统为连续系统,T ̸= 0

时系统为离散系统.考虑如下具有不确定性的网络
系统:

δx(k) = (Aδ +∆Aδ)x(k) + (Adδ +∆Adδ)x(k−

d(k)) + (Bδ +∆Bδ)w(k),

y(k) = Cx(k) + Cdx(k − d(k)) +Dw(k − d(k)),

z(k) = C0x(k). (1)

其中:x(k) ∈ Rn为被控对象状态变量; y(k) ∈ Rr

为对象输出向量; z(k) ∈ Rq为需要估计的信号向量;
w(k)∈Rp为系统的干扰向量;Aδ、Adδ、Bδ、C、Cd、D、

C0为具有适当维数的常数矩阵; [∆Aδ ∆Adδ ∆Bδ]

为参数摄动.采用范数有界不确定模型描述系统参
数的不确定性,系统的不确定性参数具有如下形式:

[∆Aδ ∆Adδ ∆Bδ] = GF (k)[E1 E2 E3].

其中: [∆Aδ ∆Adδ ∆Bδ]为系统参数的不确定性;G、
E1、E2、E3为相应维数的已知矩阵;F (k)为不确定矩

阵,且满足FT(k)F (k) ⩽ I; d(k)为随时间变化的状
态时滞,且满足0 ⩽ dm ⩽ d(k) ⩽ dM .滤波器状态方
程为

δx̃(k) = Af x̃(k) +Bf ỹ(k),

z̃(k) = Cf x̃(k). (2)

其中: x̃(k)为滤波器状态; z̃(k)为真实状态z(k)的估

计值; ỹ(k)为滤波器输入;Af、Bf、Cf为适当维数矩

阵,即待定的滤波器系数矩阵.
定义如下状态向量:

xe(k) = [xT(k), x̃T(k)]T,

e(k) = z(k)− z̃(k),

α(k) = [wT(k), wT(k − d(k))]T.

由方程 (1)和滤波器状态方程 (2),得到系统状态方程
为

δxe(k) = Ãδxe(k)+Ãdδxe(k − d(k))+B̃δα(k). (3)

其中

Ãδ=

[
Aδ+∆Aδ 0

BfC Af

]
,

Ãdδ=

[
Adδ+∆Adδ 0

BfCd Af

]
,

B̃δ=

[
Bδ+∆Bδ 0

0 BfD

]
.

滤波误差系统状态方程为

δxe(k) = Ãδxe(k) + Ãdδxe(k − d(k)) + B̃δα(k),

e(k) = C̃xe(k), (4)

其中C̃ = [C0 Cf ].
为了进一步分析滤波器的H∞性能,需同时满足

下列条件:
1)能够满足滤波误差系统(4)渐近稳定;
2)能够满足H∞性能指标,扰动输入到误差状态

输出的H∞范数小于一个正数γ,即

sup
w(t)∈L2

∥e(k)∥∞
∥α(k)∥∞

< γ.

2 稳定性分析

为分析滤波器的H∞性能,首先给出系统渐近稳
定的定义.
定义1 [17] 若下列条件成立,则Delta算子网络系

统是稳定的: 1)V (x(k)) ⩾ 0,当且仅当x(k) = 0时,
V (x(k)) = 0; 2) δV (x(k)) = [V (x(k+1))−V (x(k))]/

T < 0.其中V x(k)是关于x(k)的Lyapunov函数.
为使后续定理证明方便,给出如下引理.
引理1 (Schur补引理)[18] 对于给定的具有适当维

数的实对称矩阵M11、M12、M22,以下条件为等价:

1)

[
M11 M12

MT
12 M22

]
< 0;

2) M11 < 0, M22 −MT
12M

−1
11 M12 < 0;

3) M22 < 0, M11 −M12M
−1
22 MT

12 < 0.
引理2 [19] 已知矩阵U、E、F ,当且仅当存在常

数 εk > 0,使得U + εkEET + ε−1
k FTF < 0成立

时,对于所有满足F (k)TF (k) ⩽ I的矩阵F (k),U +

EF (k)F + FTF (k)T ET < 0成立.
定理1 由式(4)描述的滤波误差系统,若存在对

称正定矩阵P和Q,满足
Γ1 0 T (TÃδ+I)PÃdδ 0 T (TÃδ+I)TPB̃δ

∗ Γ2 0 Γ3 0

∗ ∗ T 2ÃT
dδPÃdδ 0 T 2ÃT

dδPB̃δ

∗ ∗ ∗ Γ4 0

∗ ∗ ∗ ∗ −γ2I+T 2B̃T
δ PB̃δ

<0.

(5)

其中
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Γ1 = (TÃδ + I)TP (TÃδ + I)− P + C̃TC̃,

Γ2 = ((1− dM + dm)TÃδ + I)TP ((1− dM+

dm)TÃδ + I)−Q,

Γ3 = T ((1−dM+dm)TÃδ+I)TP (1−dM + dm)Ãdδ,

Γ4 = (1− dM + dm)2T 2ÃT
dδPÃdδ.

则系统渐近稳定且范数有界.
证明 构造如下Lyapunov泛函:

V (xe(k)) = xT
e (k)Pxe(k)+

dM∑
l=dm

xT
e (k−l)Qxe(k−l).

其中P和Q为待定对称正定矩阵.有

δV (xe(k)) = [V (xe(k + 1)− V (xe(k))]/T ={
[xT

e (k) + Tδxe(k)]
TP [xT

e (k) + Tδxe(k)]−

xT
e (k)Pxe(k) +

dM∑
l=dm

[xT
e (k − l + 1)]TQ[xT

e (k−

l + 1)]−
dM∑

l=dm

[xT
e (k − l)]TQ[xT

e (k − l)]
}/

T =

[xT
e (k) + Ãδxe(k) + Ãdδxe(k − d(k))+

B̃δα(k)]
TP [xT

e (k) + Ãδxe(k) + Ãdδxe(k − d(k))+

B̃δα(k)]− xT
e (k)Pxe(k) + xT

e (k − dM + 1)×

Qxe(k − dM + 1)− xT
e (k − dm)Qxe(k − dm).

当α(k) = 0时,式(5)可变形为
ξT(k + 1)

ξT(k)

ξT(k − dm)

ξT(k − dM + 1)


T

Λ


ξT(k + 1)

ξT(k)

ξT(k − dm)

ξT(k − dM + 1)

 < 0.

其中

Λ =


Θ1 0 T (TÃδ + I)TPÃdδ 0

∗ Θ2 0 Θ3

∗ ∗ T 2ÃT
dδPÃdδ 0

∗ ∗ ∗ Θ4

 ,

Θ1 = (TÃδ + I)P (TÃδ + I)− P + C̃TC̃,

Θ2 = ((1− dM + dm)TÃδ + I)TP ((1− dM+

dm)TÃd + I)−Q,

Θ3 = T ((1− dM+dm)TÃδ+I)TP (1−dM+dm)Ãdδ,

Θ4 = (1− dM + dm)2T 2ÃT
dδPÃdδ.

利用Schur补引理可证明Λ < 0,因此可得到使滤波
误差(4)满足渐近稳定的条件.
设系统初始条件为零,则V (xe(k))|k=0 = 0,考虑

如下公式:

J =

∞∑
k=0

[eT(k)e(k)− γ2αT(k)α(k)]. (6)

由系统(4)渐近稳定,有

J =
∞∑
k=0

[eT(k)e(k)− γ2αT(k)α(k) + ∆V (ξ(k))].

结合式(4),可得

J =

∞∑
k=0

ςT(k)Ως(k),

Ω =
Γ1 0 T (TÃδ+I)TPÃdδ 0 T (TÃδ+I)TPΓ1

∗ Γ2 0 Γ3 0

∗ ∗ T 2ÃT
dδPÃdδ 0 T 2ÃT

dδPΓ1

∗ ∗ ∗ Γ4 0

∗ ∗ ∗ ∗ −γ2I+T 2ΓT
1 PΓ1

 ,

ς(k) =


xT
e (k)

xT
e (k − dm)

xT
e (k − d)

xT
e (k − d− dm)

α(k)



T

.

由式(5)可知, J < 0,即

eT(k)e(k)− γ2αT(k)α(k) < 0,
eT(k)e(k)

αT(k)α(k)
⩽ γ2,

等价于∥H∥∞ =
∥e(k)∥∞
∥α(k)∥∞

⩽ γ. 2
3 滤波器设计

定理2 对于由式(1)描述的Delta算子系统, γ >

0,若系统初值为零,由如下线性矩阵不等式得到对称
正定矩阵F11、P11、Q11、F22、P22、Q22和矩阵F12、

P12、Q12,则系统为渐近稳定: Ξ1 Ξ2 Ξ3

∗ −εkI 0

∗ 0 −εkI

 < 0. (7)

其中

Ξ1 =

[
S11 S12

ST
12 S22

]
, S11 =

[
S̃11 S̃12

S̃21 S̃22

]
,

S12 =

[
Ŝ11 Ŝ12

∗ Ŝ22

]
, S22 =

[
S̄11 S̄12

S̄21 S̄22

]
,

Ξ3 =

 Ξ11 Ξ12 Ξ13

Ξ21 Ξ22 Ξ23

Ξ31 Ξ32 Ξ33

 ,

S̃11 =
−F−1

11 −F−1
11 0 0

0 (TÃδ + I)TQ11 + B̃δQ
T 0 0

0 0 −Q11 −R12

0 0 −QT
12 −R22

 ,
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S̃12 =


0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

 , S̃21 = S̃T
12, S̃22 =

 0 0 0

0 0 0

0 0 0

 ,

Ŝ11 =

 0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 , Ŝ21 =


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 ,

Ŝ12 =

 (TÃδ + I)TF−1
11 Y1 C̃TFT

12F
−1
11

(TÃδ + I)TF−1
11 −P11 0

Y2 Y3 0

 ,

Y1 = (TÃδ + I)TP11 + TC̃TP12Bf ,

Y2 = ((1− dM + dm)TÃδ + I)TF−1
11 ,

Y3 = ((1− dM + dm)TÃδ + I)TP11+

(1− dM + dm)TC̃TP12Bf ,

Ŝ22 =


Y4 −P11 0

TÃT
dδF

−1
11 TÃT

dδP11 0

TÃT
dδF

−1
11 0 0

Y5 Y6 0

 ,

Y4 = ((1− dM + dm)TÃδ + I)TF−1
11 ,

Y5 = (1− dM + dm)TÃT
dδF

−1
11 ,

Y6 = ((1− dM + dm)TÃδ)
TP11,

S̄11 =


0 0 0 0

0 −γ2I 0 0

0 0 −γ2I 0

0 0 0 −γ2I

 ,

S̄22 =

 −F−1
11 −F−1

11 0

−(F−1
11 )T −P11 0

0 0 I

 ,

S̄12 =


Y7 −P11 0

TB̃T
δ F

−1
11 Y8 0

TB̃T
δ F

−1
11 0 0

TCTF−1
11 TCTP1 0

 ,

Y7 = (1− dM + dm)× TÃT
dδF

−1
11 ,

Y8 = TPT
11B̃δ + TBT

f P22D,

S̄21 = Y9 T (F−1
11 )TB̃δ T (F−1

11 )TB̃δ T (F−1
11 )TC

−PT
11 Y10 0 TPT

11C

0 0 0 0

 ,

Y9 = (1− dM + dm)× T (F−1
11 )TÃdδ,

Y10 = TPT
11B̃δ + TBT

f P22D,

Ξ2 = diag{E1, E1, (1− dM + dm)E1, (1−

dM + dm)E1, E2, E2, (1− dM + dm)E2,

(1− dM + dm)E2, E3, E3, 0, 0, 0},

Ξ11 =


0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

 , Ξ11 = Ξ12 = Ξ21 = Ξ22,

Ξ13 =


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 , Ξ13 = Ξ23,

Ξ31 =


0 0 0 0 0

F−1
11 G F−1

11 G Y11 Y11 F−1
11 G

PT
11D 0 Y12 0 Y13

0 0 0 0 0

 ,

Y11 = (1− dM + dm)F−1
11 G,

Y12 = (1− dM + dm)P−1
11 G,

Y13 = (1− dM + dm)G,

Ξ32 =


0 0 0 0 0

F−1
11 G Y11 Y11 F−1

11 G F−1
11 G

0 PT
11D 0 0 0

0 0 0 0 0

 ,

Ξ33 =


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 .

滤波器系数为

Af = F12P
−1
11 , Bf = (F−1

11 Q11)
−1P12,

Cf = Q−1
3 Q12(F

−1
22 P11)

−1.

证明 令

Ω = ϕ− φT

[
−P 0

0 I

]
φ < 0,

ϕ =

[
TÃδ + I Y14 TÃdδ Y15 TB̃δ

C̃ 0 0 0 0

]
,

Y14 = (1− dM + dm)TÃδ + I,

Y15 = (1− dM + dm)TÃdδ,

φ =


−P 0 0 0 0

0 −Q 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 −γ2I

 .
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由Schur补引理可以得到

−P 0 0 0 0 TÃδ + I C̃

∗ −Q 0 0 0 (1− dM + dm)TÃδ+I 0

∗ ∗ 0 0 0 TÃdδ 0

∗ ∗ ∗ 0 0 (1− dM + dm)TÃdδ 0

∗ ∗ ∗ ∗ 0 TB̃δ 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −P 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −I


<0.

(8)

将P、F = P−1、Q作如下分解:

P =

[
P11 P12

PT
12 P22

]
, F = P−1 =

[
F11 F12

FT
12 F22

]
,

Q =

[
Q11 Q12

QT
12 Q22

]
,

其中F11, P11, Q11, Q22, P22, F22为对称正定矩阵.设

有可逆矩阵R =

[
F11 I

FT
12 0

]
,利用diag{RT, I, I, I, I,

RT, I}对式 (8)作全等变换,再对变化结果进行左乘
和右乘 diag{F−1

11 , I, I, I, I, I, I, I, I, I, I, F−1
11 , I, I},

得到的相应结果中仍然包含系统的不确定项.使
AfP11 = F12,Q11Bf = F11P12,Q22CfF

−1
22 P11 =

Q12,由引理2可得

Ξ1 +GF (k)En + ET
nF (k)GT < 0,

En = diag{E1, E1, (1− dM + dm)E1, (1−

dM + dm)E1, E2, E2, (1− dM + dm)E2,

(1− dM + dm)E2, E3, E3, 0, 0, 0, 0}.

由引理1有  Ξ1 En G

∗ −εkI 0

∗ ∗ −εkI

 < 0, (9)

利用式diag{I, I, · · · , I,︸ ︷︷ ︸
28

εkI, εkI, · · · , εkI︸ ︷︷ ︸
14

}对其进行

左乘和右乘,即可得到不等式(7). 2
4 仿真实例

考虑系统(1),其参数矩阵为

Adδ =

[
0.2 −0.1

0.4 0

]
, Aδ =

[
0.1 −0.3

0 −0.2

]
,

Bδ =

[
0.1 0

0 0

]
, C = [0.1 0.3],

Cd = [0 1], D = [0 1], G =

[
0.1

0.1

]
,

C0 = [1 1], E1 = [0.2 0.1], E2 = [0.1 0].

利用Matlab中的LMI工具箱,求解不等式 (7),可以得
到如下结果:

1)当dm = 0.15时,得到最大时滞dM = 1.79,
H∞扰动抑制度γ = 0.584 3,滤波器的系数矩阵为

Af =

[
0.657 6 0

0 0.657 6

]
,

Bf =

[
−0.072 9

0.046 6

]
, Cf = [−0.027 −0.012 5].

2)当dm = 0.56, dM = 0.84时,H∞扰动抑制度

γ = 0.3613,滤波器系数矩阵为

Af =

[
−1.772 42 0

0 −1.772 42

]
,

Bf =

[
−0.001 5

0.000 8

]
, Cf = [0.262 5 −0.611 0].

图1为取dm = 0.15, dM = 1.79时信号的滤波误

差响应.可以看出,利用本文所提出的方法,滤波误差
系统是渐近稳定的.
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图 1 滤波误差响应

图2为待测信号z(k)的真实值与估计值的比较,
其中z(k)为真实值.可以看出,本文设计的H∞滤波

器是有效的.
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图 2 z(k)的真实值与估计值的比较

由结果可以看出,若时变时延范围比较小,H∞

扰动抑制度比较小,则得到的滤波器性能比较稳定.

5 结 论

本文研究了具有时变时延网络系统的鲁棒H∞

滤波问题.考虑到模型中的不确定性,利用Delta算子
离散化方法,将系统建模为时滞系统,使用Lyapunov
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泛函理论,证明了滤波误差系统的稳定性,通过求解
线性矩阵不等式,得到了滤波器的系数.数值仿真验
证了所提出方法的可行性.
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