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并行提取多个次成分的改进型Möller算法
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摘 要: 次成分分析是信号处理领域一门重要的工具. 然而,到目前为止能够进行多个次成分提取的算法并不多
见, 一些现存算法还存在很多限制条件. 针对这些问题, 采用加权矩阵的方法将Möller算法扩展为多个次成分提
取算法. 该算法对于输入信号的特征值没有要求,而且在不需要模值限制措施的情况下,仍然具有很好的收敛性.
仿真结果表明,该算法可并行提取多个次成分,而且收敛速度优于一些现有算法.
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Modified Möller algorithm for multiple minor components extraction
GAO Ying-bin1,2, KONG Xiang-yu1†, HU Chang-hua1, HOU Li-an1

(1. Department of Control Engineering，the Second Artillery Engineer University，Xi’an 710025，China；2. The
Military Deputy Office of the Second Artillery in Shijiazhuang，Shijiazhuang 050081，China)

Abstract: Minor component analysis (MCA) is a powerful tool in the signal processing field. Up to now, there are few
algorithms, which can extract multiple minor components from input signals, and many limitation conditions exist before
using some existing algorithms. In order to solve these problems, the Möller algorithm, which can only extract one minor
component, is modified into a multiple minor components extraction algorithm by using the weighted matrix method.
The proposed algorithm has no limitation on the smallest eigenvalue and has a good convergence property, while no
norm operation is needed. Simulation results show that the proposed algorithm can efficiently extract the multiple minor
components of an input signal and has a faster convergence speed than some existing algorithms.
Keywords: multiple minor components；Möller algorithm；weighted matrix；neural networks

0 引 言

在信息处理领域,通常将与输入向量自相关矩
阵的前 r个最小特征值所对应的特征向量称为次成

分,而将由这个次成分张成的特征空间称为次子空
间.次成分和次子空间已经在信息领域得到了广泛
的应用,如总体最小二乘[1]、多维曲线/曲面拟合[2]和

波达方向估计[3]等.
近些年来,采用神经网络方法进行次成分/次子

空间提取成为了一个研究热点,学者们相继提出
了一大批优秀的次成分或次子空间分析算法,如
Oja/Xu算法[2]、Möller算法[4]、OJAm算法[3]、Kong
算法[1]等.虽然这些算法已经在实际应用中取得了很
好的效果,但是仍有一些问题无法解决.例如, Oja/Xu
算法和Möller算法只能提取一维次成分,而OJAm算
法和Kong算法只能对次子空间进行跟踪.当需要提

取多个次成分的时候,这些算法就都失去了意义.
迄今为止,能够进行多个次成分提取的算法并不

多,一些算法还存在很多限制条件,难以满足实际需
要.例如, Oja+算法[5]虽然可以提取多个次成分,但要
求最小特征值不得大于1;文献[6]中的算法虽然没有
特征值大小的限制,但是该算法不适用于几个最小特
征值不相同的情况;文献 [7]将Douglas次子空间跟踪
算法改造成为多个次成分提取算法,虽然这一算法对
于特征值没有要求,但是该算法需要预先选取一个合
适的参数,而且参数的选取与算法的收敛性有着很大
的关系;文献[8]采用主/次成分转换机制,提出了一种
可以并行提取多个次成分的算法,虽然该算法不存在
过多限制条件,但要事先对最小特征值进行估计.
到目前为止,学者们已经提出了很多次子空间

跟踪算法[1,3,9],能否将这些次子空间加以改进使其能
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够提取多个次成分呢?沿着这一思路人们进行了探
索.第1种思路是首先采用单个次成分提取算法提取
第1个次成分,然后采用膨胀技术[9],提取下一个次成
分,重复以上步骤,即可以提取多个次成分,该方法称
为序贯提取法;第2种思路是首先采用次子空间跟踪
算法进行次子空间的提取,然后利用空间旋转的方法
提取次成分.两类方法虽然都可以完成多个次成分
的提取,但是都需要一个中间步骤,因此研究有没有
一种可以直接提取多个次成分,而不要中间步骤的方
法就显得很有意义.
文献 [10-12]分别对几种主子空间算法进行了研

究,采用加权矩阵的方法提出了一些多个主成分提取
算法.因此,能否将加权矩阵的思想应用于次成分的
提取成为了一个研究方向.到目前为止,这方面的文
献并不多见.文献 [13]提出了一种加权的次成分分析
算法,但是发现该算法是不收敛的.为了确保算法的
收敛性,文献 [13]不得不在算法迭代过程中添加一些
额外的模值限制措施.
基于对Möller次成分分析算法和加权矩阵思想

的研究,本文提出一种可以同时提取多个次成分的算
法.该算法可直接并行地提取多个次成分,而不需要
中间步骤和额外的模值限制措施.相比一些现有算
法,本文所提出的算法具有较快的收敛速度.

1 问题描述

考虑如下具有多维输入输出的神经网络:

yk = WT
k xk. (1)

其中:yk ∈ Rr×1为神经网络的输出;Wk ∈ Rn×r为

神经网络的权矩阵;xk ∈ Rn×1为一个零均值随机

过程,这里作为神经网络的输入;n为输入向量的维
数; r为所需提取次成分的维数.令R = E[xkx

T
k ]为

输入序列的自相关矩阵,对R进行特征值分解可得

R = UΛUT. (2)

其中:U = [u1,u2, · · · ,un]是由矩阵R的特征向量

构成的矩阵,Λ = diag(λ1, λ2, · · · , λn)由矩阵R的特

征值组成.为了方便使用,这里将特征值按照升序方
式进行排列,即特征值满足

λn > λn−1 > · · ·λr > · · · > λ1 > 0. (3)

由次成分定义可知,特征值λ1, λ2, · · · , λr所对

应的特征向量称为矩阵R的前r次成分;而多个次成
分提取算法的任务即是构造合适的神经网络权矩阵

迭代更新方程,使神经网络的权矩阵最终能够收敛到

矩阵R的前r次成分.

2 自适应提取算法

在文献 [4]中, Möller提出了以下单维次成分提
取算法:

w(k + 1) = w(k) + η{wT(k)Rw(k)w(k)−

[2wT(k)w(k)− 1]Rw(k)}. (4)

其中: η为神经网络的学习因子,且满足0 < η < 1;
w(k)为一个n× 1维向量.然而该算法只能提取矩阵
R的第1个次成分,并不能进行次子空间跟踪,更不能
进行多个次成分的提取.这里首先将其作适当调整,
使其能够进行次子空间跟踪.为此,提出以下次子空
间跟踪算法:

W (k + 1) = W (k) + η{W (k)WT(k)RW (k)−

RW (k)[2WT(k)W (k)− Ir]}. (5)

其中:W (k)为一个n × r维矩阵, Ir为一个r × r维

单位阵.当式 (5)所描述的神经网络收敛之后,权矩阵
W (k)将收敛于由特征值λ1, λ2, · · · , λr所对应特征

向量张成空间的一组正交基.一般而言,W (k)并不会

收敛于矩阵R的次成分.当需要对输入信号的多个
次成分进行提取时,需进一步对算法 (5)进行改进.这
里提出如下多个次成分提取算法:

W (k + 1) = W (k) + η{W (k)WT(k)RW (k)A−

RW (k)[2WT(k)W (k)A− Ir]}. (6)

其中:矩阵A = diag(a1, a2, · · · , ar)为加权矩阵,且
其对角线元素满足a1 > a2 > · · · > ar.显然,加权
矩阵A的选取方法与文献 [10-13]中加权矩阵的选取
方法一致.同时,加权矩阵的作用也与文献 [10-13]中
加权矩阵的作用一样,即:在每一步迭代过程中对神
经网络的权矩阵施加Gram-Schmidt正交化 (GSO)操
作,使其能够收敛到信号自相关矩阵的次成分.由于
加权矩阵A选取比较简单而且限制条件较少,可便
于算法的实际应用.
下面对加权矩阵的作用作进一步讨论.令算法

(6)的学习步长为0,那么通过适当变化可得

A− 1
2WT(k)W (k)A

1
2 ≈ I. (7)

假设

WTWWTRW ≈WTRWWTW .

该假设条件在W接近于平稳点时通常是成立的,且
广泛应用于各类算法的推导过程中[1,9].为了方便计
算,这里令WTW = W ′,则有
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A− 1
2W ′A

1
2 =

w11

√
a2/a1w12 · · ·

√
ar/a1w1r√

a1/a2w21 w22 · · ·
√

ar/a2w2r

...
...

. . .
...√

a1/arwr1

√
a2/arwr2 · · · wrr

 , (8)

其中wij(i, j = 1, 2, · · · , r)为矩阵W ′的元素.由式
(8)可得:矩阵W ′的上三角部分均是乘了一个小于1
的数,而下三角部分则是乘了一个大于 1的数,这与
文献 [5]中所提及的GSO方法是相一致的.通过每一
步迭代过程中的GSO操作,神经网络权矩阵会收敛
到输入信号的次成分,这也正是引入矩阵A的原因.
假设在时刻 k = k0,权矩阵收敛到了W =

U ′A− 1
2 (U ′为矩阵R的次成分组成的矩阵),则根据

矩阵特征值分解的性质可得

WT(k0)RW (k0) = AΛ′, (9)

RW (k0) = U ′Λ′A
1
2 , (10)

WT(k0)W (k0) = A−1, (11)

其中Λ′为对角线元素为矩阵U ′对应的特征值组成

的对角矩阵.将式(9) ∼ (11)代入(6)可得

W (k0 + 1) = W (k0), (12)

即当k ⩾ k0时,神经网络算法 (6)中的权矩阵将不再
变化,而在此时权矩阵W正好收敛到矩阵R的次成

分,因此认为算法(6)可提取矩阵R的次成分.
通过将算法 (6)和 (5)进行比较易知,式 (6)仅多

出了一个加权矩阵A.当矩阵A = Ir时,算法 (6) 便
退化为 (5).由此可知,算法 (6)是 (5)的一种广义形
式.通常来讲,在实时信号处理领域,只能获得实时的
输入向量x(k),而输入向量的自相关矩阵R是未知

的.为此,本文采用下式对矩阵R进行实时估计:

R̂(k) =
(k − 1)

k
αR̂(k − 1) +

xkx
T
k

k
. (13)

其中:α为遗忘因子,且满足 0 < α < 1.遗忘因子
α的取值一般根据输入向量的变化快慢来决定.一
般而言,对于快速变化的信号,α应选择一个小一点
的值;而对于缓慢变化的信号,则应该选择一个较大
的遗忘因子.由式 (13)可得,当k → ∞时, R̂(k) →
R.因此,采用式(13)代替(6)中的R是可行的.为了使
用方便,这里将算法 (6)称为加权Möller算法 (简记为
WMöller算法).该算法的具体步骤如下:

Step 1: 初始化.确定学习因子η和遗忘因子α,选
取合适的加权矩阵A.

Step 2: 采用式 (7)对自相关矩阵R进行估计,得

到R̂(k)；

Step 3: 将式 (6)中的R用R̂(k)替代,然后利用式
(6)对输入信号的次成分进行提取.

3 算法的自稳定性分析

自稳定特性对于神经网络算法极为重要.自稳
定特性是指在神经网络迭代过程中,权矩阵的模值是
确定的,并且能够收敛于一个固定值,而与初始化时
权矩阵的选择无关.由于缺乏自稳定特性的算法最
终都是发散的,有必要对WMöller算法的自稳定性进
行研究.
定理 1 如果WMöller算法的学习因子 η足够

小,且输入信号向量是有界的,则WMöller算法中权
矩阵的模值是有界的.
证明 由于学习因子η非常小,且输入向量有界,

有

∥W (k + 1) ∥2F= tr{WT(k + 1)W (k + 1)} =

tr{{W (k) + η{W (k)WT(k)RW (k)A−

RW (k)[2WT(k)W (k)A− Ir]}}T×

{W (k) + η{W (k)WT(k)RW (k)A−

RW (k)[2WT(k)W (k)A− Ir]}}} =

tr{WT(k)W (k) + 2ηWT(k)RW (k)×

[Ir −WT(k)W (k)A]+

η2[(WT(k)RW (k))2WT(k)W (k)A2−

2(WT(k)RW (k))2[2AWT(k)W (k)A−A]+

WT(k)R2W (k)[4(WT(k)W (k))2−

4WT(k)W (k)A+ Ir]]} ≈

tr{WT(k)W (k) + 2ηWT(k)RW (k)×

[Ir −WT(k)W (k)A]}.

上式省去了有关学习因子的二阶项.通过计算前
后两个时刻模值的变化情况可得

∥W (k + 1) ∥2F / ∥W (k) ∥2F≈

1 + 2η
tr{WT(k)RW (k)[Ir −WT(k)W (k)A]}

tr{WT(k)W (k)}
> 1, tr[WT(k)W (k)] > tr(A−1);

= 1, tr[WT(k)W (k)] = tr(A−1);

< 1, tr[WT(k)W (k)] < tr(A−1).

(14)

由式 (14)可得,权矩阵的模值将趋近于一个常
值,即不论初始权矩阵如何选择,权矩阵的模值是收
敛且有界的,也就是说算法(6)具有自稳定性. 2
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4 仿真实验

下面将提供 3个实验来验证所提出算法的性
能.为了衡量算法的性能,本文引入方向余弦和权向
量模值两个评价函数.方向余弦

DirectionCosine(k) = ∥wT
i (k)ui∥

∥wi(k)∥ · ∥ui∥
. (15)

其中: i = 1, 2, · · · , r,且wi代表矩阵W (k)的第 i

列.方向余弦可以衡量算法的收敛精度,而权向量模
值则可以衡量算法的收敛性能,即

Normi(k) =∥wi(k)∥, i = 1, 2, · · · , r. (16)

4.1 多个次成分提取

输入向量采用以下模型产生:

x(k) = 0.75x(k − 1) + e(k), (17)

其中e(k)为一个均值为零方差为1的高斯白噪声.取
模型 (17)中10个连续不重叠的输出作为神经网络的
输入向量.接下来采用WMöller算法对其进行多个次
成分的提取.
在此次实验中,本文提取4个次成分,即r = 4.参

数设置为:加权矩阵A = diag(4, 3, 2, 1),学习因子η

= 0.1,遗忘因子α = 0.998.初始权矩阵为随机产生,
且将其模值标准化为1.仿真结果如图1和图2所示.
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图 1 WMöller算法的方向余弦
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图 2 WMöller算法的权向量模值

由图1可知,大约经历700次的迭代后,方向余弦
均收敛到1,也就是说WMöller算法的权矩阵已收敛
到了几个次成分的方向;由图2可知,此时权矩阵的
模值已经收敛,这说明WMöller算法可有效地并行提

取输入向量的多个次成分.

4.2 自稳定性实验

文献[8]中的自相关矩阵

R =



0.168 1 −0.066 4 0.011 1

−0.066 4 1.396 0 −0.016 5
0.011 1 −0.016 5 1.134 5

0.023 7 −0.018 7 −0.026 2
0.106 4 0.031 1 0.005 1

−0.026 2 0.017 0 −0.001 6

→

←

0.023 7 0.106 4 −0.026 2
−0.018 7 0.031 1 0.017 0

−0.026 2 0.005 1 −0.001 6
1.015 6 −0.004 5 0.021 3

−0.004 5 0.924 0 −0.070 0
0.021 3 −0.070 0 1.957 4


.

(18)

通过特征值分解可得到上述矩阵的特征值为:
1.963 7, 1.402 6, 1.139 7, 1.009 1, 0.932 1, 0.148 7.然后,
采用WMöller算法对其前4个特征值进行提取.算法
的参数选择均与4.1节相同,即:学习因子η = 0.1,加
权矩阵A = diag(4, 3, 2, 1).唯一不同的是:初始化权
矩阵的模值分别取为1,1.36和2三个不同的值.这里
主要观察神经网络权矩阵模值的收敛情况.图3为不
同初始权矩阵情况下权向量模值的仿真结果.
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图 3 不同初始化条件下的权向量模值

由图3可以看出,不论初始化权矩阵如何选择,
权矩阵的模值将最终收敛到一个常值,这与定理1中
的分析是吻合的,同时也说明WMöller算法具有自稳
定性.

4.3 算法性能对比

文献[8]中提出了一种可以并行提取次成分的算
法—– AMMD算法,并对其收敛性能进行了详细的
研究.下面将所提出的WMöller算法与AMMD算法
进行对比.为了确保对比的公平性,同时采用两种算
法对4.2节所使用矩阵的前3个次成分进行提取.两
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个算法的初始化参数设置如下: AMMD算法中,常值
µ = 2,学习因子η = 0.1; WMöller算法中,学习因子
η = 0.1,加权矩阵A = diag(3, 2, 1).两种算法的初始
化矩阵/向量均是随机产生的,且标准化为1.两种算
法的仿真结果如图4和图5所示.
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图 4 两种算法的方向余弦
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图 5 两种算法的权矩阵模值

由图4可见,虽然AMMD算法可很快地提取第
1个次成分,但其第2、第3个次成分的提取速度要
稍逊于本文算法.图5中AMMD算法的权矩阵是指
将迭代过程中的3个权向量进行组合形成的矩阵,
具体可以参见文献 [8].由图5可见, WMöller算法权
矩阵模值的收敛速度要优于AMMD算法.综上所
述, WMöller算法的收敛速度优于AMMD算法.

5 结 论

在对Möller算法进行详细研究的基础上,本文提
出了一种加权的Möller算法.相对比只能提取一维次
成分的Möller算法,加权的Möller算法可并行提取多
个次成分,而不需要额外的模值限制措施.理论分析
表明,该算法具有自稳定性.仿真实验结果表明,该算
法具有很好的收敛性和很快的收敛速度.
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