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具有交互效应的多变量GM(1, N)模型

王正新†

(1. 浙江财经大学中国金融研究院，杭州 310018；2. 浙江财经大学经济学院，杭州 310018)

摘 要: 针对一类具有交互效应的小样本系统建模问题,将相关因素序列的交叉项引入经典GM(1,N )模型的灰
色作用量,构建交互效应GM(1,N )模型及其派生模型,以反映不同输入变量之间的交互效应对系统特征变量的影
响,并通过实例验证交互效应GM(1,N )模型的有效性.结果表明:当相关因素序列的交互作用系数为零时,交互效
应GM(1,N )模型退化为经典GM(1,N )模型;对于具有交互效应的系统建模问题,交互效应模型较经典模型具有
更高的模拟和预测精度.
关键词: 灰色系统；GM(1,N )模型；交互效应；预测
中图分类号: N941.5 文献标志码: A

Multivariable GM(1, N) model with interaction effects
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Abstract: To solve the modeling problem of the small sample system with interaction effects, the GM(1,N ) model
with interaction effects and its derived model are constructed by introducing cross terms into the grey acting term of
the classical GM(1, n) model. Thus the impacts of interaction effects between different input variables on systems’
characteristic variables can be effectively reflected. An actual example is studied to illustrate the effectiveness of the
GM(1,N ) model with interaction effects. The results show that the GM(1,N ) model with interaction effects degenerate
into the classical model when the interaction coefficients between related factors are zero. The model with interaction
effects has higher simulation and prediction precision than that of classical model for the systems modeling problem with
interaction effects.
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0 引 䀰

为了解决“小样本、贫信息”系统分析、预测、决

策与控制问题,邓聚龙[1-2]于20世纪80年代初期提出
了灰色系统理论.作为灰色系统理论的重要组成部
分,灰色预测建模方法因具有小样本数据建模的优
势和简单、易于计算的特点,近年来得到了广泛的
应用[3-4].在理论和方法研究方面,国内外学者针对以
GM(1, 1)模型为代表的单变量灰色预测模型的改进、
拓展与优化等问题进行了研究,并且取得了十分丰富
的成果.离散灰色模型[5]、区间灰数灰色模型[6-7]、分

数阶灰色模型[8]、灰色幂模型[2-4, 9],以及模型优化方
法[10-13]的提出,在很大程度上提高了模型预测精度,
拓宽了模型的适用范围.从单变量灰色模型的基本

结构容易发现,其建模过程不涉及相关变量对系统特
征变量的具体影响,而现实经济社会系统是一类包含
诸多因素、信息不完备的本征性灰色系统,系统特征
序列的变化必然受到多种相关因素的作用.
为了分析一组相关因素序列对系统特征序列

的影响,预测系统特征序列的变化趋势,邓聚龙[2]在

GM(1, 1)模型的基础上提出了GM(1,N )模型,并应
用该模型分析经济、社会与科技系统的协调性.尽管
GM(1,N )模型具有类似于GM(1, 1)模型的动态特征,
但由于其灰色微分方程无现实意义上的精确解,在
预测中容易出现大误差的现象[14].文献 [15-16]通过
对模型的背景值、初始条件和求解算法的改进,在一
定程度上改善了GM(1,N )模型的预测效果;在模型

收稿日期: 2016-01-31；修回日期: 2016-04-21.
基金项目: 国家自然科学基金项目 (71571157, 71101132)；全国统计科学研究项目 (2015LY08)；中国博士后科学基

金项目 (2016M590527).
作者简介: 王正新 (1981−),男,副教授,博士,从事小样本时间序列预测、数量经济学等研究.
†通讯作者. E-mail: jenkin226@163.com



516 控 制 与 决 策 第32卷

的拓展方面,文献 [17]提出了MGM(1,N )模型,将单
方程GM(1,N )模型拓展为多方程联立的系统动态方
程组;文献 [18]基于单变量离散灰色模型提出了多
变量离散灰色模型;文献 [19]将灰色控制参数引入
GM(1,N )模型,并基于卷积积分方法给出了模型的
精确解;文献 [20]采用灰色关联度确定系统输入输出
变量之间的滞后期,并建立了时滞GM(1,N )模型进
行预测;文献 [21]提出了分数阶累加时滞GM(1,N |τ )
模型,采用粒子群算法确定了模型的最优累加生成分
数阶.上述改进方法很大程度上拓宽了GM(1,N )模
型的应用范围和动态预测能力,但考察现有的GM(1,
N )模型结构形式易发现,相关变量一阶累加生成序
列以线性组合的形式被引入灰色作用量,这实际上暗
含着相关变量独立作用于系统特征变量的假设.
事实上,变量之间交互作用的现象广泛地存在于

现实经济社会系统[22],例如,在R&D(研究与试验发
展)投入产出系统中,经费投入和人力投入不仅单方
面影响产出,而且这两种要素的投入对产出也存在交
互影响.一方面, R&D产出受到经费投入的影响,但
这种影响会受到来自研发人力投入的调节作用;另
一方面, R&D产出受到人力投入的影响,而这种影响
又受到经费投入的调节作用.此时,研发经费与人力
投入之间就存在交互作用.在建立模型时,不仅要考
虑经费和人力的单方面影响,同时也应该考虑两者的
交互作用对产出的影响.本文试图将相关因素的交
互作用项引入经典GM(1,N )模型,建立具有交互效
应的GM(1,N )模型,以反映不同输入变量之间的交
互效应或耦合关系对系统特征变量的影响,讨论交互
效应GM(1,N )模型的求解和优化方法,并以实际案
例验证模型的有效性.

1 交互效应GM(1,N )模型及其求解
1.1 交互效应GM(1,N )模型的定义

定义1 设系统特征序列为

X
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X
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i 为X

(0)
i 的一阶累加生成序列,下标 i ∈ I =

{2, 3, · · · , N},Z(1)
1 为灰导数序列X

(0)
1 的背景值序

列,即X
(1)
1 的紧邻均值生成序列,则称
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1 (k) + az
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r (k)x(1)
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为交互效应GM(1,N )模型.
在交互效应GM(1,N )模型中,背景值z

(1)
1 (k) =

0.5x
(1)
1 (k) + 0.5x

(1)
1 (k − 1),−a为系统特征序列的发

展系数,
N∑
i=2

bix
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i (k)为N−1个影响因素序列的独立

驱动项,
∑

r, s∈I, r ̸=s

brsx
(1)
r (k)x(1)

s (k)为相关因素的交

互驱动项.如果不考虑相关因素对系统特征序列的
交互作用,或交互作用系数brs = 0(r, s ∈ I, r ̸= s),
则交互效应GM(1,N )模型退化为邓聚龙提出的经典
GM(1,N )模型.

式(1)给出了相关因素之间交互驱动项作用于系
统特征序列的一般形式,其中x

(1)
r (k)与x

(1)
s (k)之间

的交互效应的存在与否取决于两者乘积的系数 brs

是否为零.在统计建模理论中,交互效应的识别可以
通过标准的t检验实现,若交互作用项在统计上显著,
则交互效应显著,反之则不显著.而灰色建模方法通
常被用于小样本数据集的分析和预测,此时因为样本
量过小往往导致 t统计量无可靠性意义,故 t检验不

是检验交互效应GM(1,N )模型中交叉项是否应该被
包含在模型中的有效途径.在实际应用中,可以通过
分析GM(1,N )模型灰色微分方程右边的相关因素之
间的逻辑关系,并辅以灰色关联分析进行量化测算,
从而在定性和定量分析两方面识别交互效应.

定理1 设X
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1 为系统特征数据序列,X(0)
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则参数列 â = [a, b2, b3, · · · , bN , b23, · · · , b(N−1)N ]T

的最小二乘估计满足
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â = (BTB)−1BTY. (2)

定义 2 设有 â = [a, b2, b3, · · · , bN , b23, · · · ,
b(N−1)N ]T,则称
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1 (t)

dt + ax
(1)
1 (t) =

N∑
i=2

bix
(1)
i (t) +

∑
r, s∈I, r ̸=s

brsx
(1)
r (t)x(1)

s (t) (3)

为交互效应GM(1,N )模型的白化微分方程.
定理 2 设X
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i ,X(1)

i ,Z(1)
1 ,B,Y 如定理 1所述,

其中i = 2, 3, · · · , N ,则有:
1)交互效应GM(1,N )模型白化微分方程的解为

x
(1)
1 (t) = e−at

{ N∑
i=2

w ( N∑
i=2

bix
(1)
i (t)+∑

r, s∈I, r ̸=s

brsx
(1)
r (t)x(1)

s (t)
)

eatdt+ c
}
, (4)

其中c为待定常数.
将初始条件x
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所以x
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(6)

2)当相关因素序列X
(1)
i (i = 2, 3, · · · , N)变化幅

度微弱时,模型的驱动项
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模型的灰色微分方程的近似时间响应式为
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其一阶累减还原式为
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1 (k + 1) = x̂

(1)
1 (k + 1)− x̂

(1)
1 (k). (8)

1.2 交互效应GM(1, N)模型的派生模型

上述交互效应GM(1,N )模型的白化时间响应
函数是近似解,其使用条件是独立驱动项与交互驱
动项之和为灰常量.然而,实际数据序列的波动性
往往造成相关因素的一阶累加生成序列X

(1)
i (i =

2, 3, · · · , N)变化幅度较大,此时驱动项之和不能被
视为灰常数,式 (7)不能用于模拟和预测.为了解决这
一问题,下面给出交互效应GM(1,N )模型的派生模
型,该模型可替代式(7)直接用于模拟和预测.
定理 3 从交互效应GM(1,N )模型的灰色微

分方程可以推导其派生模型,即交互效应GM(1,N ,
x(1))模型
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对式(12)求解可得
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由此定理得证. 2
1.3 交互效应GM(1, N)模型的参数优化

作为灰色模型的基本要素,灰导数的背景值是
影响建模精度的重要因素之一.灰色模型背景值的
改进方法主要有两类:一类是基于纯指数率的背景
值构造,另一类是引入插值系数.由于实际样本数据
的一阶累加生成未必满足指数率,基于纯指数率构
造的背景值对实际数据的适应能力有限;而插值系
数方法能够根据模拟误差最小化的目标对插值系

数进行优化,因此,该方法对实际数据有更强的适
应性.一些学者的研究也证实了通过优化背景值插
值系数可以在一定程度上提高灰色模型的预测精

度[15-16].基于以上考虑,本文通过优化插值系数使交
互效应GM(1,N )模型色温背景值最大程度地适应原
始数据,将传统的背景值设置为z
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2)在系统相关因素序列的一阶累加生成序列
X
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i (i = 2, 3, · · · , N)变化幅度较大的情形下,采用
式 (13)作为交互效应GM(1,N )模型的时间响应式,
在平均相对误差最小化目标下建立模型求解p,具体
表示为

Min
p

avg(e(k)) = 1

n− 1

n∑
k=2

|x̂(0)
1 (k)− x

(0)
1 (k)|

x
(0)
1 (k)

,

s.t.



x̂
(0)
1 (k) =

N∑
i=2

bi
1 + pa

x
(1)
i (k)+

∑
r, s∈I, r ̸=s

brs
1 + pa

x(1)
r (k)x(1)

s (k)−

a

1 + pa
x
(1)
1 (k − 1),

k = 2, 3, · · · , n,

â = [a, b2, b3, · · · , bN , b23, · · · , b(N−1)N ]T,

p ∈ [0, 1].

(15)

随着最优背景值插值系数的确定,交互效应
GM(1,N )模型结构参数最小二乘估计值 a, b2, b3,

· · · , bN , b23, · · · , b(N−1)N也可确定,进而使得式 (7)
或(13)描述的两种时间响应式得到优化.

2 应用实例

为了验证交互效应GM(1,N )模型在实际应用中
的有效性,下面以我国大中型高技术企业R&D投入
产出系统为例,分别建立经典GM(1,N )模型、交互效
应GM(1,N )模型及其优化模型,比较它们的建模精
度.在变量选择方面,以我国大中型高技术企业专利
申请数为产出指标 (系统特征变量),以R&D人员和
R&D经费支出为投入指标 (相关变量),这3个指标在
2004∼ 2013年的数据如表1所示.
由表1容易发现,专利申请数、R&D人员全时当

量和R&D经费支出3个序列的量纲、数量级不一致,
为了避免多变量灰建模数据矩阵的漂移现象,需要对
原始数据序列分别作初值化[2]处理,得到预测序列之
后再施加初值化的逆变换,还原系统特征序列的量纲
和数量级.经过初值化处理后的序列变化趋势如图1
所示.

从图 1中可以看出,作为专利产出相关变量的
R&D人员全时当量和R&D经费支出的增长趋势十
分明显,此时驱动项不能被视为灰常量.为了避免由
此导致的建模误差,本文选择交互效应GM(1,N )模
型的派生形式进行预测.
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表 1 我国大中型高技术企业R&D活动基本情况

年份 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013

专利申请数/件 11 026 16 823 24 301 34 446 39 656 51 513 59 683 77 725 97 200 102 532
R&D人员/(万人/年) 12.1 17.3 18.9 24.8 28.5 32 39.9 42.7 52.6 55.9
R&D经费支出 /亿元 292 363 456 545 655 774 968 1238 1491 1734

表 2 我国大中型高技术企业专利申请量的模拟和预测结果

年份 实际值 /件
经典模型 交互效应模型 优化的交互效应模型

模拟预测值 /件 相对误差 / % 模拟预测值 /件 相对误差 / % 模拟预测值 /件 相对误差 / %

2004 11 026 11 026 − 11 026 − 11 026 −
2005 16 823 16 716 0.634 16 136 4.083 16 445 2.244
2006 24 301 33 625 38.371 25 411 4.569 25 433 4.656
2007 34 446 45 715 32.716 33 150 3.762 33 202 3.613
2008 39 656 56 544 42.586 41 025 3.452 40 917 3.181
2009 51 513 66 743 29.565 50 542 1.884 50 352 2.254
2010 59 683 81 940 37.293 60 080 0.666 60 214 0.889
2011 77 725 103 740 33.471 77 646 0.102 77 643 0.105
2012 97 200 123 770 27.335 92 303 5.038 93 208 4.107
2013 102 532 143 489 39.946 106 844 4.205 108 815 6.128

平均相对误差 (2005∼ 2011年) / % 30.662 2.645 2.420
平均相对误差 (2012和2013年) / % 33.640 4.621 5.117
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图 1 初值化数据序列变化趋势

基于2004∼ 2011年的初值化数据序列分别建立
GM(1,N )模型、交互效应GM(1,N )模型及其优化模
型,对2012年和2013年的专利数进行样本外预测,经
初值化逆变换后得到的模拟预测结果如表2所示.

从2004∼ 2011年专利数的模拟结果可以看出,
经典GM(1,N )模型的平均相对误差高达30.662%;而
交互效应GM(1,N )模型的平均相对误差为2.645%,
模拟精度高达97.355%,背景值插值系数优化的交互
效应模型的平均相对误差进一步降为2.42%.从样本
外推预测误差可以看出,经典GM(1,N )模型对2012
年和2013年专利数的预测相对误差分别为27.335%
和39.946%,两年平均相对误差也高达33.64%;交互
效应GM(1,N )模型和优化模型的平均预测相对误差
分别为4.621%和5.117%,显著地小于经典模型.同时
发现,增加背景值插值系数的优化可以降低样本内平
均模拟误差,但不能确保提高样本外推预测精度.通
过本例分析可知,本文提出的交互效应GM(1,N )模

型较经典GM(1,N )模型能更准确地描述和预测我国
大中型高技术企业R&D投入产出系统的变化规律.

3 结 论

现实经济社会系统中的相关变量之间普遍存在

相互依赖、相互制约的交互作用关系,它们共同对系
统特征变量的变化产生影响.本文在经典GM(1,N )
模型的基础上,将相关因素的交互作用项引入灰色作
用量,建立了具有交互效应的GM(1,N )模型,并给出
了模型的求解和优化方法,为解决相关变量之间具有
交互效应的小样本系统建模问题提供了一种定量模

拟和预测方法.若相关因素序列之间不存在交互作
用或交互作用系数为零,则交互效应GM(1,N )模型
退化为经典GM(1,N )模型,可见经典GM(1,N )模型
是交互效应模型的一种特殊形式.实例分析结果表
明,本文提出的交互效应GM(1,N )模型对我国大中
型高技术企业专利产出的模拟和预测精度显著高于

经典模型.
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