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基于记忆状态的多智能体系统快速分组一致性
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(空军工程大学 防空反导学院，西安 710051)

摘 要: 针对拓扑结构为有向图的一阶多智能体系统,研究在组间状态差值事先未知以及状态差值事先已知两种
情况下的系统快速分组一致性问题.设计基于智能体记忆状态的快速一致性协议,利用矩阵理论和频域分析法分
别给出两种情况下系统收敛一致的充分条件,同时给出使系统能够更快收敛的记忆状态选取时间上界.通过仿真
实验验证了所提出协议的正确性.
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Fast group consensus of multi-agent systems based on memory states
WANG Wei†, LIU Fu-xian, XU Hao

(Air and Missile Defense College，Air Force Engineering University，Xi’an 710051，China)

Abstract: For single-integrator kinematics of multi-agent systems with directed graph topology, the fast group consensus
problem both in the situations of unknown and known state difference value is studied. A fast consensus protocol based
on memory states is proposed. Based on the matrix theory and frequency-domain analysis, the sufficient conditions for
system group convergence under two situations are provided respectively. Moreover, the upper bounds of time of memory
states are provided respectively to increase the convergence speed of the multi-agent systems. Simulation results show the
effectiveness of the proposed protocol．
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0 引 䀰

多智能体系统一致性作为协调控制的基本问题,
其研究取得了许多丰硕的成果[1-4].目前,针对无向拓
扑、有向拓扑、时延、切换等多智能体系统一致性问

题开展了大量研究,并已经在无人机编队控制、多航
天器控制、传感器网络等领域得到了广泛应用.
在实际应用中,面对复杂的外部环境和任务需

求,有时需要多智能体系统实现分组一致.所谓分组
一致性是指网络中的智能体被分为多个组,同一组
中所有智能体状态收敛一致,而不同的组收敛到不同
的状态.近年来,关于分组一致性的研究逐渐受到关
注.文献 [5-6]研究了拓扑结构为无向图和有向图的
多智能体系统分组一致问题,给出了控制协议和系统
分组一致的收敛判据;文献 [7]基于双树转化思想对
系统进行降阶,对通信拓扑切换和时延系统的分组一
致性进行了研究,并给出了系统收敛条件;文献 [8]将

文献 [7]的约束条件放宽,讨论了固定和切换多智能
体网络系统的分组一致性问题;文献 [9]应用矩阵半
张量积和图着色分解理论,研究了分组一致的控制协
议;文献 [10]研究了拓扑结构为连通无向图与连通二
分图的一阶时延多智能系统分组一致性问题;文献
[11]针对连通二部图结构下的一阶多智能体系统,研
究了有无时滞两种情形下多智能体的加权分组一致

问题.然而,目前的研究还很少考虑分组一致的收敛
速度.
提高一致性收敛速度的方法主要有两个,一个是

优化网络的拓扑结构[12-13],另一个是智能体获得更
多的状态信息[14-19].为了提高系统分组一致收敛速
度,本文在分组一致控制协议中引入智能体记忆状态
项.针对组间状态差值事先未知、组间状态差值事先
已知的两类分组一致问题,分别给出一致性协议收敛
条件,并给出记忆状态的合理选取区间.
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1 问题᧿述与预༷知䇶

考虑具有N个智能体的系统,其拓扑结构可由
加权有向图G= (VN , EN , AN )表示.其中:VN = {v1,
v2, · · · , vN}为节点集合,节点下标集合为I = {1, 2,
· · · , N};EN ⊆ VN × VN为边集合,节点vi至节点vj

的有向边为eij = (vi, vj),节点vi的邻居集为Ni =

{vj ∈ VN : (vj , vi) ∈ EN};矩阵AN = [aij ] ∈ RN×N

为图GN的加权邻接矩阵. LN = [lij ] ∈ RN×N为

图GN的拉普拉斯 (Laplacian)矩阵,当 i ̸= j时, lij =

−aij ,否则 lii =
N∑

j=1, j ̸=i

aij .设xi为智能体vi的状态,

则 (G, x)表示状态为x = [xT
1 , x

T
2 , · · · , xT

N ]T,拓扑结
构为G的网络.
定义1[7] 图G1 = (V1, E1, A1)为图G = (V,E,

A)的子图,当且仅当满足以下3个条件: 1) V1 ⊆ V ; 2)
E1 ⊆ E; 3) A1继承于A,即图G1中节点间的邻接权

值与图G中相对应节点间的邻接权值相同.
不失一般性,假设智能体网络 (G, x)包含n +

m(n,m > 1)个节点,可以划分为两个子图G1 = (V1,

E1, A1)和G2 = (V2, E2, A2).点集V1 = {v1, v2, · · · ,
vn},V2 = {vn+1, vn+2, · · · , vn+m},V =V1

∪
V2.节点

vi在两个子图中的邻居集合分别为N1i = {vj ∈ V1 :

(vj , vi) ∈ E},N2i = {vj ∈ V2 : (vj , vi) ∈ E},Ni =

N1i

∪
N2i.下标集I1 = {1, 2, · · · , n}, I2 = {n+1, n+

2, · · · , n+m}, I = I1
∪

I2.
定义2[7] 对于包含两个子网的智能体系统,当且

仅当满足下列条件时,称系统实现渐近分组一致:

lim
t→∞

∥xi(t)− xj(t)∥ = 0, ∀i, j ∈ I1;

lim
t→∞

∥xi(t)− xj(t)∥ = 0, ∀i, j ∈ I2.

当智能体系统实现分组一致时,不同的组收敛于
不同的状态,这包含两种情况:一是各组间的状态差
值事先未知,系统的最终状态值取决于通信拓扑、控
制协议和状态初值等因素;二是各组间的状态差值
事先已知,系统根据控制协议收敛于期望的状态值.

2 多智能体系统快速分组一致性分析

本节分别针对组间状态差值事先未知以及状态

差值事先已知的多智能体系统,采用基于智能体当前
状态与过去记忆状态差值的方法,分析实现快速分组
一致的充分条件.

2.1 组间状态差值事先未知的快速分组一致

每个智能体的动态模型为

ẋi(t) = ui(t).

针对系统分组一致性问题,文献 [7]基于入度平
衡假设提出了一种控制协议,即

ui(t) =
∑

vj∈N1i

aij(xj(t)− xi(t)) +
∑

vj∈N2i

aijxj(t), ∀i ∈ I1;

∑
vj∈N1i

aijxj(t) +
∑

vj∈N2i

aij(xj(t)− xi(t)), ∀i ∈ I2.

(1)

其中: aij ⩾ 0, ∀i, j ∈ I1; aij ⩾ 0, ∀i, j ∈ I2; aij ∈
R,∀(i, j) ∈ Φ = {(i, j) : i ∈ I1, j ∈ I2}

∪
{(i, j) : j ∈

I1, i ∈ I2}.
协议(1)满足的假设条件为

n+m∑
j=n+1

aij = 0, ∀i ∈ I1; (2)

n∑
j=1

aij = 0, ∀i ∈ I2. (3)

假设条件 (2)和 (3)要求较为苛刻,文献 [8]对此
进行了弱化,提出了如下假设条件:

n+m∑
j=n+1

aij = α, ∀i ∈ I1; (4)

n∑
j=1

aij = β, ∀i ∈ I2. (5)

其中α和β为常数.
协议(1)可表示为矩阵形式,即

ẋ(t) = −Px(t). (6)

设

e1(t) = [x1 − x2, x1 − x3, · · · , x1 − xn]
T,

e2(t) = [xn+1 − xn+2, · · · , xn+1 − xn+m]T,

e(t) =

[
e1(t)

e2(t)

]
= Rx(t). (7)

其中

R = diag{R1, R2}, R1 = [1n−1,−In−1],

R2 = [1m−1,−Im−1].

定理1[8] 若假设条件(4)和(5)成立,则系统(6)简
化为如下形式:

ė(t) = ΦGe(t), (8)

其中ΦG = −RPRT(RRT)−1.
定理2[8] 当且仅当ΦG是Hurwitz矩阵,即ΦG的

所有特征根都在左半开复平面内,协议 (1)渐近达到
分组一致.
为了提高分组一致性的收敛速度,本文在协议

(1)的基础上加入智能体的状态差值[19]xi(t)− xi(t−
τ),即
ui(t) =
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∑
vj∈N1i

aij(xj(t)− xi(t)) +
∑

vj∈N2i

aijxj(t)+

xi(t)− xi(t− τ), ∀i ∈ I1;∑
vj∈N1i

aijxj(t) +
∑

vj∈N2i

aij(xj(t)− xi(t))+

xi(t)− xi(t− τ), ∀i ∈ I2.

(9)

当t ∈ [−τ, 0)时,xi(t) = xi(0).
定理3 包含两个分组的智能体系统 (G, x),当

ΦG是Hurwitz矩阵时,对于协议 (9),如果多智能体
系统能够渐近达到分组一致,则需满足下列条件之
一: 1) ∀λi, Re(λi) < −2; 2) ∃λi,使得Re(λi) ⩾ −2,此
时sin(2kπ±arc cos(1+Re(λi))) > Im(λi); 3) ∃λi,使
得Re(λi) ⩾ −2,此时有

τ < min
k∈N

{
− 2kπ± arc cos(1+Re(λi))

sin(2kπ± arc cos(1+Re(λi)))−Im(λi)

}
,

其中λi为矩阵ΦG的特征值.
证明 系统采用协议(9)时,矩阵形式为

ẋ(t) = −Px(t) + x(t)− x(t− τ). (10)

对式(10)左右两端同时左乘矩阵R,得到

ė(t) = ΦGe(t) + e(t)− e(t− τ).

进行拉普拉斯变换,得到

sE(s) = ΦGE(s) + E(s)− e−sτE(s).

系统的特征方程为

det((s− 1 + e−sτ )I − ΦG) = 0. (11)

令F (s) = det(sI + (−1 + e−sτ )I − ΦG),系统
(10)要实现渐近分组一致,等价于F (s)的零点具有

负实部或者s = 0.
1)当s = 0时,F (s) = det(−ΦG),因为ΦG的所有

特征根都在左半开复平面内,所以F (s) ̸= 0, s = 0不

是F (s)的零点.
2)当 s ̸= 0时,令 F̃ (s) = det(I +D(s)),其中

D(s) =
(−1 + e−sτ )I − ΦG

s
.令 s = jω,根据广义

Nyquist稳定判据,∀ω∈R,若λ(D(jω))的Nyquist曲线

ΓD =
−1 + e−jωτ − λi

jω 不环绕 (−1, j0)点,则F (s)的

所有零点均具有负实部,其中λi为ΦG的特征值.令
αi = Re(λi),βi = Im(λi),将ΓD变换为

ΓD =
sin(ωτ)− βi + j(1− cos(ωτ) + αi)

ω
. (12)

当Re(λi)<−2时,有 Im[ΓD(jωx)]< 0,即曲线与
负实轴没有交点.当Re(λi) ⩾ −2时,若 Im[ΓD(jωx)]

= 0,即1 − cos(ωxτ) + Re(λi) = 0,则曲线与负实轴
有交点,可得

ωx =
2kπ± arc cos(1 + Re(λi))

τ
, k = 0, 1, · · · .

又因为ωx > 0,故ωx ̸= −arc cos(1 + Re(λi))

τ
.此时,

需要ΓD与实轴交点Re[ΓD(jωx)] > −1,即

τ
sin(2kπ± arc cos(1 + Re(λi)))− Im(λi)

2kπ± arc cos(1 + Re(λi))
> −1.

当 sin(2kπ± arc cos(1 + Re(λi))) > Im(λi)时,
需要满足

τ > − 2kπ± arc cos(1 + Re(λi))

sin(2kπ± arc cos(1 + Re(λi)))− Im(λi)
;

当 sin(2kπ± arc cos(1 + Re(λi))) < Im(λi)时,
需要满足

τ < − 2kπ± arc cos(1 + Re(λi))

sin(2kπ± arc cos(1 + Re(λi)))− Im(λi)
. 2

定理4 包含两个分组的智能体系统,若ΦG为

Hurwitz矩阵,则对于协议 (9),当τ ∈ (0, η)时,系统能
更快地收敛,其中η满足

η = min
{
η
∣∣∣±arc cos(eRe(λ)η)

η
− Im(λ)∓

e−Re(λ)η sin(arc cos(eRe(λ)η)) = 0
}
, (13)

其中λ为ΦG的距虚轴最近的特征值.
证明 特征方程(11)等价于

n+m−2∏
i=1

(s− 1 + e−sτ − λi) = 0,

即i = 1, 2, · · · , n+m− 2时,有

s− 1 + e−sτ − λi = 0. (14)

特征方程的根s是关于τ连续的,令s = ai + jbi,
代入式(14),可得

− 1 + ai + e−aiτ cos(biτ)− Re(λi) = 0, (15)

bi − e−aiτ sin(biτ)− Im(λi) = 0. (16)

可知,当τ = 0时, ai = Re(λi), bi = Im(λi).
式(15)两侧对τ微分,可得

dai
dτ + cos(biτ)

[
e−aiτ

(
−dai

dτ τ − ai

)]
−

e−aiτ
(dbi

dτ τ + bi

)
sin(biτ) = 0. (17)

可知
dai
dτ

∣∣∣
τ=0

= ai = Re(λi).由ΦG为Hurwitz矩阵

可知, Re(λi) < 0,所以
dai
dτ

∣∣∣
τ=0

< 0.由
dai
dτ 的连续性

可知∃δi > 0,∀τ ∈ (0, δi),
dai
dτ < 0.因此,∃ηi > 0, ∀τ

∈ (0, ηi), ai < Re(λi),其中ηi为满足ai|τ=ηi
= Re(λi)

的最小解,代入式(15)和(16)可得
±arc cos(eRe(λi)ηi)

ηi
− Im(λi)∓

e−Re(λi)ηi sin(arc cos(eRe(λi)ηi)) = 0. (18)

系统的闭环极点离虚轴越远,系统的收敛速度
越快[17].在系统所有的闭环极点中,离虚轴最近的极
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点在系统的时间响应中起主导作用,为闭环主导极
点.将协议(1)下的主导极点λ(距虚轴最近的λi)代入
式 (18),可以应用Newton下山法求得η的数值解.由
此可知∀τ ∈ (0, η), a < Re(λ).因此,当智能体系统
应用协议 (9)时,主导极点s位于应用协议 (1)的主导
极点λ左侧,可以提高系统收敛速度. 2
2.2 组间状态差值事先已知的快速分组一致

有时为满足任务需求、适应外部环境等因素,各
组智能体的最终状态差值需满足特定的关系.对于
包含N个智能体的系统,划分为k个组,为了使各组
的状态差收敛于预定的期望值,设计如下控制协议:

ui = −
N∑
j=1

|aij |[(xi(t)− xj(t))−∆pq],

i, j = 1, 2, · · · , N. (19)

其中: i ∈ Ip, j ∈ Iq, p, q ∈ {1, 2, · · · , k};∆pq为组p与

组q的期望状态差值,且有∆pq = ∆pt +∆tq; aij定义
与协议(1)同.
定理5 多智能体系统(G, x)采用协议 (19)实现

lim
t→∞

∥(xi(t)− xj(t))−∆pq∥ = 0,当且仅当有向图G

含有一簇有向生成树.
证明 智能体系统实现组间状态差值事先已知

的一致性,其形式化表述为
lim
t→∞

∥(xi(t)− xj(t))−∆pq∥ = 0.

令 x̃i = xi −∆p1, i ∈ Ip, p ∈ {1, 2, · · · , k},可得
x̃i(t)− x̃j(t) = (xi(t)−∆p1)− (xj(t)−∆q1) =

(xi(t)− xj(t))− (∆p1 −∆q1) =

(xi(t)− xj(t))−∆pq. (20)

由式 (20)可知, lim
t→∞

∥(xi(t)− xj(t))−∆pq∥ = 0

等价于 lim
t→∞

∥x̃i(t)− x̃j(t)∥ = 0,即系统 (G, x)实现

状态差值已知的分组一致等价于系统 (G, x̃)实现状

态完全一致.对系统 (G, x)采用控制协议 (19),对系
统(G, x̃)采用如下控制协议:

ũi = −
N∑
j=1

|aij |(x̃i − x̃j), i, j = 1, 2, · · · , N. (21)

由式 (19)∼ (21)可知,ui = ũi,所以 ẋi = ui = ũi

= ˙̃xi.因此xi与 x̃i有相同的变化规律,即对系统 (G,

x)采用控制协议 (19)等价于对系统 (G, x̃)采用控制

协议 (21).由文献 [2]可知,在协议 (21)下,系统 (G, x̃)

实现状态一致,即 lim
t→∞

∥x̃i(t)− x̃j(t)∥ = 0,当且仅当
有向图G含有一簇有向生成树. 2
为了提高协议 (19)的收敛速度,引入智能体的状

态差值xi(t)− xi(t− τ),即

ui =−
N∑
j=1

|aij |[(xi(t)− xj(t))−∆pq]+

xi(t)− xi(t− τ). (22)

定理 6 由N个智能体构成的系统,有向图G

含有一簇有向生成树,对于协议 (22),如果多智能体
系统能够渐近达到分组一致,则当λi ̸= 0时,需满
足下列条件之一: 1) ∀λi, Re(−λi) < −2; 2) ∃λi,使得
Re(−λi) ⩾ −2,此时sin(2kπ± arc cos(1 + Re(−λi)))

> Im(−λi); 3) ∃λi,使得Re(−λi) ⩾ −2,此时有

τ <

min
k∈N

{
− 2kπ± arc cos(1 + Re(−λi))

sin(2kπ± arc cos(1+Re(−λi)))−Im(−λi)

}
.

其中:λi(i = 1, 2, · · · , N)为图G的拉普拉斯矩阵L

的特征值,当 i ̸= j时,有 lij = −|aij |,否则有 lii =
N∑

j=1, j ̸=i

|aij |.

证明 协议(22)可变换为

˙̃xi = −
N∑
j=1

|aij |(x̃i(t)− x̃j(t)) + x̃i(t)− x̃i(t− τ).

变换成矩阵形式为

˙̃x(t) = −Lx̃(t) + x̃(t)− x̃(t− τ).

进行拉普拉斯变换,得到

sX̃(s) = −LX̃(s) + X̃(s)− e−sτ X̃(s).

采用类似定理3的证明方法可得证. 2
定理7 由N个智能体构成的系统,有向图G含

有一簇有向生成树,对于协议 (22),当τ ∈ (0, η)时,系
统能更快地收敛,其中η满足

η =

min
{
η
∣∣∣±arc cos(e−Re(λ)η)

η
+ Im(λ)∓

eRe(λ)η sin(arc cos(e−Re(λ)η)) = 0
}
, (23)

其中λ为L的距虚轴最近的特征值.
定理7的证明过程与定理4类似,在此不再赘述.

3 仿真实验

例1 假设由5个智能体组成的系统,智能体1和
智能体2为分组1,智能体3∼智能体5为分组2,各智
能体的初始状态为x(0) = [6, 5, 8, 16, 20]T,系统的拓
扑结构如图1所示.
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图 1 例1系统的拓扑结构
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图1的矩阵P和ΦG分别为

P =



1 −1 1 0 −1

−1 1 1 −1 0

1 −1 0 0 0

1 −1 −1 2 −1

1 −1 0 −1 1


,

ΦG =


−2 0 −1

0 −1 1

0 1 −2

 .

ΦG的特征值为λ1 = −2.618,λ2 = −2,λ3 =

−0.382,ΦG为Hurwitz矩阵.
在不引入记忆状态时,在协议 (1)下,智能体状态

演化如图2所示.
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图 2 协议 (1)的系统状态

在引入记忆状态时,由式(13)算得η = 0.807 s.在
协议 (9)下,当参数τ = 0.5 s时,智能体状态如图3所
示,当τ = 1.0 s时,智能体状态如图4所示.
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图 3 协议 (9)的系统状态(τ = 0.5 s)
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图 4 协议 (9)的系统状态(τ = 1.0 s)

对比图2和图3可知,当τ < η时,智能体状态差
值的引入能够加速系统收敛到分组一致;对比图2和

图4可知,当τ > η时,智能体状态差值的引入减慢了
系统收敛到分组一致.
例2 假设由5个智能体组成的系统,智能体1和

智能体2为分组1,智能体3∼智能体5为分组2,各智
能体的初始状态为x(0) = [10, 2, 1, 4, 7]T,期望组间
状态差值为∆12 = 4,系统的拓扑结构如图5所示.

1 3
1

1

2 4

1

15

1

1

图 5 例2系统的拓扑结构

图5的拉普拉斯矩阵L为

L =



1 0 −1 0 0

−1 1 0 0 0

−1 0 1 0 0

0 0 −1 2 −1

0 0 −1 0 1


.

L的特征值为λ1 = 0,λ2,3 = 1,λ4,5 = 2,系统能
够渐近达到分组一致.
在不引入记忆状态时,在协议 (19)下,智能体状

态如图6所示.
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图 6 协议 (19)的系统状态

在引入记忆状态时,根据式 (23)采用数值方法可
以得到η = 0.634 s.在协议 (22)下,当参数τ = 0.4 s
时,智能体状态如图7所示,当τ = 0.9 s时,智能体状
态如图8所示.
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图 7 协议 (22)的系统状态(τ = 0.4 s)
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图 8 协议 (22)的系统状态(τ = 0.9 s)

对比图6和图7可知,当τ < η时,智能体状态差
值的引入能够加速系统收敛到分组一致;对比图6和
图8可知,当τ > η时,智能体状态差值的引入减慢了
系统收敛到分组一致.

4 结 论

本文针对两种类型的多智能体系统快速分组一

致性问题,设计了基于智能体当前状态和过去状态差
值的分组一致性协议,提高了系统的收敛速度.基于
矩阵理论和频域分析法,分别分析了组间状态差值事
先未知以及状态差值事先已知两种情况下系统分组

收敛一致的充分条件.在此基础上给出了过去记忆
状态的选取区间,使系统能够更快收敛.最后,通过仿
真实验验证了理论分析所得结论的正确性.
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