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一种求解线性控制系统可达集的数值方法

邵立珍1†, 赵方园1, 胡广大2
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摘 要: 针对线性控制系统,研究应用常微分方程数值方法和优化技术相结合的近似可达集的方法.首先,用常微
分方程数值方法对系统进行离散化.然后,提出基于优化技术的外部投影法来近似离散系统的可达集.外部投影
法构造有限多个投影问题,每个都对应一个凸优化问题,通过求解这些凸优化问题最终可以得到可达集的近似描
述.最后,通过数值仿真结果验证了所提出方法的有效性.与文献中已有的方法相比,在求解相同数量凸优化问题
的情况下,外部投影法的近似精度更高.
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A numerical method for reachable sets of linear control systems
SHAO Li-zhen1†, ZHAO Fang-yuan1, HU Guang-da2

(1. School of Automation and Electrical Engineering，University of Science and Technology Beijing，Beijing 100083，
China；2. Department of Mathematics，Shanghai University，Shanghai 200444，China)

Abstract: The approximation of the reachable set of a linear control system is studied. Firstly, the continuous system is
discretized into a discrete system by using numerical methods for ordinary differential equations. Then an outer projection
method based on optimization techniques is proposed to approximate the reachable set of the discrete system. The outer
projection method constructs a finite number of projection problems and each one corresponds to a convex optimization
problem. The approximation of the reachable set is achieved by solving finite convex optimization problems. Finally,
numerical results show the effectiveness of the proposed method. Compared to the methods in the literatures, when
solving the same number of convex optimization problems, the approximation set obtained by using the proposed method
is better.
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0 引 䀰

可达集的定界问题最初是在20世纪60年代提
出的,随后引起了众多学者的关注.系统在某一时刻t

的可达集是指从初始状态出发,在 t时刻能够达到的

状态的集合.确定可达集的边界对于分析系统的动
态性能、设计系统控制器具有重要的实际意义.可达
集的研究可广泛地应用在众多学科领域.例如,在对
飞行器的变轨操作过程中,通过对飞行器轨道的可达
集进行分析,可以帮助洞察在给定时间以及几何形态
约束下如何重新调整控制使飞行器达到另外一种几

何状态[1-2];在选择飞行器着陆点时,确定飞行器的可
达着陆区域是一个必要的前提[3];研究截击导弹运动
轨迹的可达集,可以帮助确定导弹的拦截范围[4];对

制导炸弹运动轨迹的可达集进行分析,可以用于计算
制导炸弹的目标命中区域[5].此外,可达集的研究还
能应用于基因表达控制[6]、目标追击躲避[7]等领域.
目前,针对可达集的研究已取得了一定的成果,

各种求解可达集的方法相继提出.文献 [8-12]通过构
造一个Lyapunov函数得到系统可达集的近似椭球描
述;文献 [7]将可达集描述为一个Hamilton-Jacobi偏
微分方程粘性解的零水平集,然后利用水平集方法
得到该偏微分方程的数值解,进而得到系统的可达集
近似;文献 [13-14]利用外部和内部椭球估计的方法
研究了线性系统的可达集;文献 [15]采用几何近似的
方法不断逼近可达集的边界.上述研究均是直接近
似连续系统可达集的方法.此外,文献中也有利用离
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散系统的可达集来近似连续系统可达集的理论和方

法.例如,文献 [16]给出了采用离散系统可达集近似
连续系统可达集的理论依据,指出了连续系统的可达
集与其相应的离散系统可达集之间的Hausdorff距离
有上界,且上界值取决于离散化方法;文献 [17]针对
线性系统提出了用一系列支撑超平面构造离散系统

可达集的方法,然而该方法没有对最终近似结果给予
整体定量评价.
本文运用文献 [16]的理论知识,研究采用常微分

方程数值方法和优化技术相结合的方法来近似地描

述线性系统的可达集.首先,对线性系统及其可达集
进行描述;然后,介绍离散化后的系统及其相应的离
散可达集,进一步提出近似离散系统可达集的外部投
影法;最后,将该方法与文献 [17]中的方法进行数值
仿真对比, 给出仿真和定量分析结果,验证所提出方
法的有效性和优越性.
本文的主要贡献在于提出基于凸优化技术的外

部投影法直接近似离散系统的可达集.该方法简单,
易于实施.与文献 [17]中同样基于凸优化技术的方
法相比,外部投影法得到的可达集边界点分布更加均
匀,在用同样数量可达集边界点近似描述的情况下,
本文方法得到的近似误差更小.

1 线性系统及其可达集

考虑线性动态系统
ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t),

x(t0) = x0,

u(t) ∈ U .

(1)

其中:x ∈ Rn为系统的状态向量;A(t) ∈ Rn×n为系

统矩阵;B(t) ∈ Rn×m为控制矩阵;x0 ∈ Rn为系统

的初始状态;U ⊂ Rm为一个非空凸紧集; t ∈ [t0, tf ],
其中t0和tf分别为动态系统的初始时刻和终点时刻,
且 t0 < tf .
定义 1 系统 (1)从初始条件 (t0, x0)出发,在 tf

时刻的可达集可定义如下:

R(tf , t0, x0) := {y ∈ Rn : ∃u(·) s.t. x(tf ) = y}.
(2)

引理1 [18] 系统(1)的可达集R(tf , t0, x0)是一个

非空凸紧集.

2 连续系统的离散化

在 [t0, tf ]时间内,取等间隔时间点 ti = t0 + ih,
h = (tf − t0)/N , i = 0, 1, · · · , N ,假定控制函数u(t)

在 [ti, ti+1]间隔内恒定为 ũ(ti),采用欧拉法对系统 (1)

离散化,可得

x̃(ti+1) = x̃(ti) + h(A(ti)x̃(ti) +B(ti)ũ(ti)),

i = 0, 1, · · · , N − 1;

ũ(ti) ∈ U , i = 0, 1, · · · , N − 1;

x̃(t0) = x0. (3)

定义 2 对于离散系统 (3),从初始条件 (t0, x0)

出发,在tN时刻的可达集可定义如下:

R̃(tN , t0, x0) := {y ∈ Rn : ∃ũ(·) s.t. x̃(tN ) = y}.
(4)

引理2 [17] 对于系统(1),如果B(t)是一个有界函

数,则其相应的离散系统 (3)的可达集R̃(tN , t0, x0)是

一个非空凸紧集.
定义3 设A、B是Rn空间的子集,并且A、B均

是非空凸集,则A与B之间的Hausdorff距离可以定义
如下:

dH(A,B) = max{d(A,B), d(B,A)}, (5)

其中

d(A,B) = sup
a∈A

inf
b∈B

∥a− b∥2.

引理3 [16] 设R(tf , t0, x0)为系统 (1)的可达集,
R̃(tN , t0, x0)为其相应的离散系统 (3)的可达集,则存
在一个常数C,使得

dH(R(tf , t0, x0), R̃(tN , t0, x0)) ⩽ Ch, (6)

其中离散系统的步长为

h = (tf − t0)/N.

引理 3说明了离散系统可达集 R̃(tN , t0, x0)与

连续系统可达集R(tf , t0, x0)之间的Hausdorff距离
有上界,且上界值与离散系统的步长h成正比,h越
小,相应的Hausdorff距离的上界也越小.该引理为用
R̃(tN , t0, x0)近似R(tf , t0, x0)提供了理论依据,本文
沿用这种思想,主要研究求离散系统可达集R̃(tN , t0,

x0)的方法.
注1 本节只介绍欧拉法,对于其他的数值离散

化方法如龙格-库塔法、线性多步法等,读者请参考文
献 [19].需要指出的是,本文提出的外部投影法是一
种求解离散系统可达集的方法,该方法不依赖于具体
的数值离散化方法.

3 外部投影法

外部投影法主要运用投影优化技术来得到离散

系统可达集的边界点,并根据线性系统可达集的凸性
将边界点的凸包作为可达集的近似描述.外部投影
法主要包括:放置外部参考点和投影计算边界点两
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个主要部分.

3.1 放置外部参考点

1)构造多面体S使得R̃(tN , t0, x0) ⊆ S.
假定系统的初始条件 (t0, x0)已知,在 tN时刻状

态变量 x̃(tN )的第j个分量 x̃j(tN )的最小和最大值可

以通过求解如下两个优化问题得到:

min x̃j(tN ), s.t.式(3)成立; (7)

max x̃j(tN ), s.t.式(3)成立. (8)

其中 j ∈ 1, 2, · · · , n.
将问题 (7)和 (8)求解得到的最优目标函数值分

别记作 x̃min
j (tN )和 x̃max

j (tN ),令

Pmin = (x̃min
1 (tN ), x̃min

2 (tN ), · · · , x̃min
n (tN ))T, (9)

Pmax = (x̃max
1 (tN ), x̃max

2 (tN ), · · · , x̃max
n (tN ))T, (10)

则对于离散系统可达集 R̃(tN , t0, x0)中的任何一点

x̃(tN ),均有Pmin ⩽ x̃(tN ) ⩽ Pmax 成立.由此可构造
多面体

S = {Pmin + Rn
+}

∩
{Pmax − Rn

+}. (11)

其中: Rn
+ = {x ∈ Rn : xi ⩾ 0, i = 1, 2, · · · , n},显然

R̃(tN , t0, x0) ⊆ S.
2)在多面体表面放置参考点.
设多面体S的表面由k个面F1, F2, · · · , Fk组成,

对于二维系统有k = 4,三维系统有k = 6.对于每
个面Fi,都可通过其顶点的不同线性组合得到在面
上分布的一组参考点.具体地,设面Fi有p个顶点V 1,

V 2, · · · , V p,则Fi上的一个参考点P j
i 可以表示为

P j
i =

p∑
m=1

αj
mV m. (12)

其中: 0 ⩽ αj
m ⩽ 1,

p∑
m=1

αj
m = 1.

对于每个面Fi均设置一组αj ,其个数可由决策
者根据想要的相邻参考点的距离或可达集边界点的

个数决定,最终可以得到分布在S表面上的o个参考

点P 1
ref, P

2
ref, · · · , P o

ref.
二维系统的外部投影法如图1所示.
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图 1 一个二维系统的外部投影法

图1展示了一个二维线性系统可达集对应的外
部多面体S和多面体上均匀分布的152个参考点以
及得到的可达集边界点.

3.2 投影计算可达集边界点

对于每一个参考点P k
ref, k = 1, 2, · · · , o,将其沿

着边界面的法向量方向投影到可达集上,找出对应的
可达集边界点.投影问题是通过求解如下的优化问
题来实现的:

min rk;

s.t. P k
ref + rkn̂k = x̃(tN ),

式(3)成立.

(13)

其中 n̂k表示在参考点P k
ref处边界面的法向量方向(指

向可达集的一方,如图1所示).
将问题 (13)的最优目标函数值记为rk∗,则与参

考点P k
ref对应的R̃(tN , t0, x0)上的边界点为

Qk = P k
ref + rk∗n̂k. (14)

相应地,最优解中的 x̃(ti)(i = 0, 1, · · · , N − 1)描述了

达到可达集边界点的最优状态轨迹, ũ(ti)反映了对
应的最优控制.
最后,用得到的所有边界点的凸包 R̃′来近似系

统的可达集R̃,即有

R̃′(tN , t0, x0) = co
( o∪

i=1

Qi
)
, (15)

其中co( )表示集合的凸包.显然 R̃′ ⊆ R̃,即 R̃′是 R̃

的内部近似.
注2 1)外部投影法的参考点分布以及投影方

向决定了边界点的分布,不同分布的参考点和投影方
向得到的可达集边界点不同,进而得到可达集的近似
描述不同. 2)当均匀分布的参考点的个数逐渐增加
时,相邻参考点之间的距离逐渐减小,相应的可达集
边界点的个数逐渐增加,进而相邻可达集边界点之间
的距离逐渐减小;当均匀分布的参考点的个数趋于
无穷时,相邻参考点之间的距离趋于0,对应的可达集
边界点的个数趋于无穷,相邻可达集边界点之间的距
离趋于0,得到的可达集近似描述与真实离散系统可
达集之间的Hausdorff距离趋近于0.

4 数值仿真

本节将外部投影法与文献 [17]中的方法进行对
比.文献 [17]中的方法与外部投影法相似,也是通过
求解优化问题来得到离散系统可达集的边界点,然后
将边界点的凸包作为系统可达集的内部近似.与外
部投影法不同,文献 [17]中的方法是采用支撑超平面
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来计算离散系统可达集的边界点.该方法构造了一
系列的参考方向,每一个参考方向对应着一个凸优化
问题的计算,而其优化结果则对应一个边界点,最终
通过求解多个凸优化问题得到离散系统可达集的多

个边界点.
为了比较,实验中用Matlab 7.10对两种方法进行

仿真,并为两种方法分别选取同样个数的参考点和参
考方向 (即两种方法求解的凸优化问题个数相同, 进
而两种方法得到的可达集边界点个数相同),对比在
求解相同数量凸优化问题的情况下两种方法得到的

内部近似结果.将以上的程序用于求解3个线性控制
系统问题.对于所有的例子,均采用带有分段恒定控
制量的欧拉法来离散化,步长h取为0.01.进一步地,
为了定量地评价两种方法内部近似结果,构造足够逼
近离散系统可达集的参考集R̃ref.参考集是按照文献
[17]中的方法用5 000个支撑超平面的半空间交集构
造的,进而有 R̃ ⊆ R̃ref.分别计算两种方法得到的内
部近似可达集与参考集之间的Hausdorff距离,并将
其作为内部近似质量评判依据,显然Hausdorff距离
越小,近似精度越高.
首先考虑两个二维系统的例子.
例1 考虑一个二维线性系统,系统矩阵和控制

矩阵分别为

A =

[
0 1

−2 −3

]
, B =

[
1 0

0 1

]
.

控制约束为U = {u ∈ R2 : ∥u∥2 ⩽ 1},初始状态x0

= (0, 0)T, t0 = 0,终点时刻tf = 2.
例2 考虑非自治线性系统,系统矩阵和控制矩

阵分别为

A(t) =

[
(e−t sin t− 2) te−2t

−e−t (2e−2t cos t− 1)

]
,

B(t) =

[
1

sin t

]
.

控制约束为U = {u ∈ R : |u| ⩽ 1},初始状态x0 = (0,

0)T, t0 = 0,终点时刻tf分别取2和4.
对于以上两个二维系统例1和例2,分别运用外

部投影法和文献 [17]中的方法计算采用16、80和200
个参考点(方向)时得到的近似可达集.
图2∼图4进一步展示了外部投影法和文献 [17]

中的方法在分别采用16和80个参考点 (方向)时得到
的近似可达集.图2∼图4中实线表示参考集,虚线和
点线 (几乎与实线重合)分别表示16个和80个参考点
(方向)得到的近似可达集.可以看出,在求解16个优

化问题时,外部投影法得到的近似可达集更接近参考
集;而当求解80个优化问题时,两种方法得到的近似
可达集均与参考集非常接近.
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图 2 例1的近似可达集和参考集
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图 3 例2中tf = 2时的近似可达集和参考集

下面考虑一个三维系统的例子.
例3 考虑一个三维线性时不变系统,系统矩阵

和控制矩阵分别为

A =


−1 1 0

0 −1 0

0 0 −2

 , B =


0 0 0

0 2 0

0 0 1

 .
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图 4 例2中tf = 4时的近似可达集和参考集

控制约束为U = {u ∈ R3 : ∥u∥2 ⩽ 1},初始状态x0

= (0, 0, 0)T, t0 = 0,终点时刻tf = 1.
分别运用外部投影法和文献 [17]中的方法计算

采用64、128和324个参考点 (方向)时的近似离散可
达集.图5展示了外部投影法和文献 [17]中的方法在
计算324个凸优化问题时得到的近似可达集,图5中
外部阴影表示参考集R̃ref,内部的凸包展示了近似集,
网格交点为所求得的可达集边界点.
可以看出,在都采用324个边界点描述的情况下,
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图 5 例3的近似可达集和参考集

外部投影法得到的边界点较文献 [17]中的方法,分布
更为均匀,近似集更接近参考集.

表1总结了分别采用外部投影法和文献 [17]中
的方法计算例1∼例3所得到的结果,表1中列出两
种方法计算优化问题的个数 (CPs)以及近似集与参
考集合之间的Hausdorff距离 dH(R̃′, R̃ref), CPs也为
可达集边界点个数.

表 1 数值仿真结果

例子 CPs dH(R̃′, R̃ref) (文献 [17]方法) dH(R̃′, R̃ref) (本文方法)

例1
16 0.086 9 0.028 4
80 0.006 7 0.002 5
200 0.001 4 5.624 0×10−4

例2 (tf = 2)
16 0.034 4 0.015 6
80 0.005 2 0.001 9
200 1.466 1×10−3 6.294 5×10−4

例2 (tf = 4)
16 0.019 2 0.011 2
80 0.002 2 0.001 6
200 9.668 3×10−4 4.945 0×10−4

例3
64 0.213 4 0.159 3
128 0.099 7 0.077 8
324 0.067 5 0.057 1

从表1可知,在计算同样数量优化问题的情况下,
外部投影法得到的dH更小;随着优化问题个数的增
加,近似集合与参考集之间的Hausdorff距离越来越
小.进一步地,数值仿真结果表明,外部投影法得到的
可达集边界点分布更加均匀.由于参考集是非常接
近真实离散系统可达集的外部近似,说明了外部投影
法得到的近似集更接近真实集.

5 结 论

本文结合常微分方程数值方法和最优化方法,提
出了近似线性控制系统可达集的外部投影法.该方
法不仅可给出系统可达集的边界点,还可以给出边界
点所对应的最优控制轨迹.与文献中已有的方法相
比,该方法得到的可达集边界点分布更加均匀,近似
可达集更接近真实的离散系统可达集.外部投影法
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同样适用于具有凸可达集的非线性控制系统.在后
续的研究工作中,可进一步研究非线性系统的可达集
描述.此外,由于外部投影法的结果与参考点和投影
方向有关,后续可进一步研究参考点和投影方向的设
置以提高近似精度.
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