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模糊聚类光滑支持向量机

刘三阳, 吴 德†

(西安电子科技大学计算机学院，西安 710071)

摘 要: 为了提高光滑支持向量机的分类速度和精度,构造一种模糊聚类光滑支持向量机 (FCSSVM).运用模糊
聚类将训练数据分解为若干子簇,通过引入熵函数近似松弛向量的加函数,并利用最优解处权重向量的表达式导
出精确光滑模型;定义测试样本的最近邻子空间,以选择性集成策略组合若干近邻子空间中的分类决策函数.数
值实验表明, FCSSVM的分类精度高,迭代次数少,鲁棒性好,分类时间短.
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Fuzzy clustering smooth support vector machine
LIU San-yang, WU De†

(School of Computer Sciences，Xidian University，Xi’an 710071，China)

Abstract: To accelerate the training accuracy and speed of the smooth support vector machine, the fuzzy clustering
smooth support vector machine(FCSSVM) is proposed. The fuzzy clustering means(FCM) is used to decompose the
training data into several sub-clusters, the entropy function is introduced to approximate the plus function of the slack
vector, and an exact smooth model is derived buy using the expression of the weight vector at the optimal solution. The
nearest neighbor subspaces of the test sample are defined, and the selective ensemble strategy is constructed to combine
the classification results of several nearest neighbor subspaces. Numerical experiments demonstrate that FCSSVM has
high accuracy, little iteration, good robustness and low training time.
Keywords: support vector machine；fuzzy clustering；entropy function；smooth；nearest neighbor subspaces；selective
ensemble

0 引 言

光滑支持向量机 (SSVM)的目标函数光滑可微,
便于引入高效的无约束优化算法来求解[1],从而吸引
了许多学者进行研究,如采用不同的近似函数构造多
种光滑模型[2-4],或推广至回归、模糊建模等领域[5-6].
这些研究均基于Mangasarian的光滑模型,故存在 3
个问题: 1)采用粗糙近似技术,在核空间中以拉格
朗日乘子向量的 2-范数近似代替权重向量的 2-范
数; 2)训练时间较长且内存占用较大,不适用于大规
模样本集; 3)鲁棒性较差,分类精度依赖于核参数的
选择.文献 [7]提出一种精确的光滑模型,证明了其与
原模型的等价性,但未解决训练时间长和内存占用大
的问题,且鲁棒性较差.
构造一种训练时间短、占用内存少且鲁棒性较

好的光滑模型,将会提高SSVM的效率并拓宽其在实

际问题中的应用.分段识别[8-10]提供了一种有效途

径,通过组合子空间的分段函数得到最终的分类决
策,该方法易于实现、分类精度高,已被应用于图像
识别领域[11].文献 [8]采用分段识别的思想构造分片
支撑矢量机,利用样本特征进行等距离分割,导致某
些子空间仅含一类样本,分类精度较差.此时需要缩
减子空间的数目,并重新分割训练数据集,故而增加
了训练时间.文献 [9]的分片模型分类精度较高,但在
子空间中训练双支持向量域分类器时,求解约束凸二
次规划的训练时间较长.文献 [10]运用分段函数近
似支持向量机中松弛向量的加函数,导出光滑可微的
模型,但这有悖分段识别思想的初衷.

本文构造一种模糊聚类光滑模型 (FCSSVM).首
先,运用模糊C均值 (FCM)将训练数据集分割为若
干个子簇;然后,对子簇内样本采用熵函数近似松
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弛向量的加函数构造光滑支持向量机模型;最后,定
义最近邻子空间,设置选择性集成策略,判断测试样
本的类别指标.由于FCSSVM的每次训练仅针对单
个子簇内样本进行,可以缩小单次训练的规模;利用
高效无约束优化算法求解单个子簇内的光滑模型,
能有效缩短训练时间;集成若干近邻子空间中的分
类结果,可以保证较高的分类精度.数值实验表明了
FCSSVM对比已有算法的优越性.

1 分片光滑支持向量机

给定二分类训练集 T ={X,Y }={(xi, yi)}li=1 .
其中:X = [x1, x2, · · · , xl]

T,xi ∈ Rn是第 i个训练

样本;Y = [y1, y2, · · · , yl]T, yi ∈ {1,−1}是类别标签.

1.1 模糊C均值

利用模糊C均值求解如下约束凸二次规划:

min
(U,V )

J(U, V ;X) =
c∑

i=1

l∑
j=1

(uij)
2||xj − vi||2;

s.t.
c∑

i=1

uij = 1, j = 1, 2, · · · , l. (1)

其中: J(U, V ;X)是成本函数;U = (uij)c×l是隶属度

矩阵
( c∑

i=1

u
(r)
ij = 1

)
,uij ∈ [0, 1]表示样本xj归属聚

类中心vi的隶属度;V = (v1, v2, · · · , vc)是聚类中心
向量集; dij = ||xj − vi||2是vi与xj之间的欧氏距离.

FCM置成本函数关于各变量的偏导数为零,通
过迭代得到最优分割(U∗, V ∗).具体步骤如下.

Step1:初始化.输入阈值ε,聚类数c(1 ⩽ c ⩽ l),
初始隶属度矩阵U (r) = (u

(r)
ij )c×l.记r = 0.

Step2:计算聚类中心

v
(r)
i =

n∑
j=1

(u
(r)
ij )2xj

n∑
j=1

(u
(r)
ij )2

, i = 1, 2, · · · , c. (2)

Step3:修正模糊隶属度矩阵

u
(r+1)
ij = 1

/ c∑
k=1

( dij
dkj

)2

. (3)

Step4:估计成本函数.如果两次迭代的成本函数
的差小于阈值,即

||Jr(U r, V r;X)− Jr−1(U r−1, V r−1;X)|| < ε, (4)

则停止迭代;否则,记r = r + 1,转Step2.

1.2 SSVM训练

经过FCM聚类,训练样本集X被分割为 c个互

不相交的子簇{Xi}ci=1.记xk(i) ∈ Rn为Xi中样本,
补充相应的类别指标yk(i) ∈ {1,−1},并根据脚标k

的值将样本升序排列,得到训练集

Ti = {Xi, Yi} = {(xk(i), yk(i))}isk=i1
, (5)

其中i1 < i2 < · · · < is.
子簇Xi中SSVM的训练即为

min 1

2
w(i)Tw(i) +

1

2
P (i)

is∑
k=i1

ξ2k(i).

s.t. yk(i){w(i)Tϕ[xk(i)] + b(i)} ⩾ 1− ξk(i);

ξk(i) ⩾ 0, k = i1, i2, · · · , is. (6)

其中:w(i)和 b(i)是最优分类超平面的权重和偏置;
ϕ : xk(i) → ϕ[xk(i)]是非线性映射; 0 < P (i) ∈ R1是

惩罚因子; 0 ⩽ ξk(i) ∈ R1是样本xk(i)的松弛.
根据最优解处,权重向量的表达式为

w(i) =

is∑
k=i1

yk(i)αk(i)ϕ[xk(i)], (7)

可以导出下列两式:

yk(i)w(i)
Tϕ[xk(i)] =

is∑
p=i1

yk(i)yp(i)αp(i)ϕ[xp(i)]
Tϕ[xk(i)] =

is∑
p=i1

Qpk(i)αp(i) = [Q(i)α(i)]k, (8)

w(i)Tw(i) =

is∑
p,q=i1

yp(i)αp(i)ϕ[xp(i)]
Tyq(i)αq(i)ϕ[xq(i)] =

is∑
p=i1

αp(i)[Q(i)α(i)]p = α(i)TQ(i)α(i). (9)

其中:A(i) = [xi1(i), xi2(i), · · · , xis(i)]
T为训练集矩

阵,K[xs(i), xk(i)]=ϕ[xs(i)]
Tϕ[xk(i)]为核函数,D(i)

是以yk(i)(k = i1, i2, · · · , is)为对角线元素的对角矩
阵,Q(i) = D(i)K[A(i), A(i)T]D(i).

代入式(8)和(9),将规划(6)转化为

min α(i)TQ(i)α(i) +
1

2
P (i)||ξ(i)||2;

s.t. Q(i)α(i) + b(i)y(i) ⩾ e(i)− ξ(i),

ξ(i) ⩾ 0. (10)

其中: ξ(i) = {ξi1(i), ξi2(i), · · · , ξis(i)}是松弛向量;
y(i) = {yi1(i), yi2(i), · · · , yis(i)}是类别指标向量;
e(i)是维数与ξ(i)相同、分量均为1的列向量.

令r(i) = e(i)− [Q(i)α(i)+ b(i)y(i)],将规划(10)
中的松弛向量改写为

ξ(i) = max{0, r(i)} = {r(i)}+. (11)

其中
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{r(i)}+ = {[r1(i)]+, [r2(i)]+, · · · , [rs(i)]+}; (12)

[rk(i)]+ =

{
rk(i), rk(i) ⩾ 0;

0, rk(i) < 0.
(13)

于是规划(10)被转换为

min 1

2
α(i)TQ(i)α(i) +

1

2
P (i)·

||{e(i)− [Q(i)α(i) + b(i)y(i)]}+||2. (14)

记β > 0为光滑参数,文献 [8]中引理2保证可用
熵函数

Pβ(r) = r +
ln[1 + exp(−βr)]

β
(15)

近似加函数r+ = max(0, r) ,从而将规划(14)转化为

min 1

2
α(i)TQ(i)α(i) +

1

2
P (i)·

||Pβ{e(i)− [Q(i)α(i) + b(i)y(i)]}||2. (16)

规划(16)的梯度向量和海塞矩阵分别为

Grad =[
Q(i)α(i)

0

]
+ P (i)

[
−Q(i)T

−Y (i)T

]
·

diag{Pβ[r(i)]}diag[e(i) + v(i)]−1e(i), (17)

Hessian =[
Q(i) 0

0 0

]
+ P (i)

[
−Q(i)T

−Y (i)T

]
·

diag[e(i) + v(i)]−2{I(i) + βdiag[v(i)]·

diag[Pβ(r(i))]}[−Q(i) − Y (i)]. (18)

其中: v(i) = exp[−βr(i)], diag(γ)是以γ的各个分量

为对角线元素的对角矩阵.
采用无约束优化算法中简便易行的牛顿法求得

规划(16)的最优解 [α(i)T, b(i)],构造分类决策函数

yx(i) = sgn{w(i)Tϕ(x) + b(i)} =

sgn
{
α(i)T

is∑
k=i1

yk(i)k[xk(i), x] + b(i)
}
. (19)

1.3 选择性集成策略

选择性集成策略根据变尺度距离检测测试样本

的k近邻子空间,并综合相应的分类决策函数.
定义 1 (平均聚类半径) 给定子簇Xi = {x1,

x2, · · · , xm}及聚类中心vi,平均聚类半径即簇内样
本在核空间中到聚类中心vi的距离平均值,有

ri =
∑
x∈Xi

||ϕ(x)− ϕ(vi)||
m

=

∑
x∈Xi

√
k(x, x)− 2k(x, vi) + k(vi, vi)

m
. (20)

定义2 (变尺度距离) 给定测试样本x、子簇Xi

及聚类中心vi,变尺度距离定义为核空间中x到vi的

距离与平均聚类半径ri之比,即

d(x, vi) =

√
k(x, x)− 2k(x, vi) + k(vi, vi)

ri
. (21)

定义 3 (最近邻子空间) 记 {Xi}ci=1为FCM分
割样本集所得子簇, {vi}ci=1为相应的聚类中心集 (记
为V ).测试样本x的最近邻子空间是包含vj的子簇

Xj ,这里vj是以聚类中心集V 作为参考对象时x的

最近邻,满足

d(x, vj) ⩽ d(x, vi), ∀vi ∈ V, i ̸= j. (22)

定义4 (k近邻子空间) 记{Xi}ci=1为FCM分割
样本集所得子簇, {vi}ci=1为相应的聚类中心集 (记为
V ).测试样本x的k近邻子空间是包含{vj}pk

j=p1
的子

空间{Xj}pk

j=p1
,这里{vj}pk

j=p1
是以聚类中心集V 作为

参考对象时x的k近邻,满足

d(x, vp1
) ⩽ d(x, vi), ∀vi ∈ V, i ̸= p1;

d(x, vp2
) ⩽ d(x, vi), ∀vi ∈ V, i ̸= p1, i ̸= p2;

...

d(x, vpk
) ⩽ d(x, vi), ∀vi ∈ V, i ̸= p1,

i ̸= p2, · · · , i ̸= pk−1. (23)

选择性集成策略将测试样本的变尺度距离升序

排列,根据前k个最小值相应的近邻子空间中的分类

决策函数,构造如下最终分类判别函数:

y = sgn
pk∑

i=p1

yx(i) =

sgn
{ pk∑

i=p1

sgn[w(i)Tϕ(x) + b(i)]
}
. (24)

其中: p1 = arg(min di), p2 = arg
i ̸=p1

(min di), · · · , pk =

arg
i ̸=p1,p2,··· ,pk−1

(min di).

2 数值实验

程序采用Matlab 7.01编制,实验在P4 CPU, 3.06
GHz, 1 GB内存的计算机上进行.采用性能良好的径

向基核函数, k(x, y) = exp
(
− ||x− y||2

σ2

)
,以梯度向

量和海塞矩阵的极限值(β → ∞时)代入运算.

2.1 分类表现随聚类和近邻子空间数目的变化

采用Diabetics和Waveform数据集,训练集、测试
集的规模及样本的类别和属性见表1.

表 1 分类数据集特征

数据集 训练规模 测试规模 类别 属性

Waveform 400 4 600 2 20

Diabetics 400 368 2 8
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设定FCSSVM的惩罚参数P = 1,核宽参数σ =

0.5, 10次随机抽取实验的结果列于表2和表3.其中:
“/”表示近邻子空间数 k超过了聚类数 c而无需计

算; c = 1意味着训练之前没有进行“FCM”聚类.

表 2 FCSSVM在Waveform数据集上的分类表现

聚类数c 聚类时间 性能指标
近邻子空间数k

1 3 5

1 0
分类精度 / % 85.93 / /
分类时间 / s 62.30 / /

3 4.57
分类精度 / % 90.59 92.12 /
分类时间 / s 32.79 44.72 /

5 5.29
分类精度 / % 92.45 93.59 91.87
分类时间 / s 19.17 28.23 34.67

7 6.03
分类精度 / % 79.59 83.11 81.23
分类时间 / s 12.83 17.37 21.65

9 8.41
分类精度 / % 73.35 79.30 77.19
分类时间 / s 9.26 12.29 15.09

表 3 FCSSVM在Diabetics数据集上的分类表现

聚类数c 聚类时间 性能指标
近邻子空间数k

1 3 5

1 0
分类精度 / % 71.33 / /
分类时间 / s 21.76 / /

3 1.43
分类精度 / % 76.63 77.01 /
分类时间 / s 8.09 10.07 /

5 1.67
分类精度 / % 71.47 75.32 75.32
分类时间 / s 5.11 6.82 12.18

7 1.99
分类精度 / % 67.66 69.55 70.16
分类时间 / s 3.28 4.54 9.07

9 2.38
分类精度 / % 64.15 65.26 65.11
分类时间 / s 1.94 2.25 4.93

观察表2和表3中数据,得到以下结论：
1)随着聚类数的增加, FCSSVM的分类精度先

增加后减少,而训练时间则逐渐减少.
不失一般性,取k = 1为例.当聚类数从 c = 1

增至c = 3再增至c = 9时, FCSSVM 在Diabetics数
据集上的分类精度先从 71.33%增至 76.63%再降至
64.15%;当聚类数从 c = 1增至 c = 9 时, FCSSVM
的训练时间直接从21.76 s降至1.94 s,后者仅为前者
的8.91%.

2)随着近邻子空间数的增加, FCSSVM的分类
精度变化微小,而分类时间的变化则较为显著.
以 c = 5为例.当近邻数从k = 1增加至k =

3再增加至 k = 5时, FCSSVM在Waveform数据
集上的分类精度先从 92.45%增加至 93.59%再降至
91.87%;而其分类时间从 19.17 s增至 28.23 s再增加
至34.67 s. FCSSVM分类精度的变化不超过1.72%,而

分类时间变化了1.81倍.换言之, FCSSVM的分类精
度随着k的增加产生微小变化,而分类时间则产生显
著变化.

2.2 分类表现随核宽参数的变化

Image数据集包含 2 310个 18维数据.随机选取
1 300个样本作为训练集,其余样本作为测试集.选取
SVM、SSVM、文献 [8]中精确模型SDWNSVM和文
献 [10]中分片支持向量域模型CPDSVDC作为比较
对象,设置惩罚参数P = 1, FCSSVM的聚类数和近
邻数为c = 3和k = 3, CPDSVDC的分片数c = 3.图1
给出了分类精度随径向基核参数的变化趋势.
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图 1 分类精度随径向基核参数的变化

观察图1,可以得出如下结论：
1) FCSSVM具有最高的分类精度; CPDSVDC的

分类精度略低; SVM、SSVM和SDWNSVM的分类精
度相当,均低于FCSSVM和CPDSVDC的分类精度.

2) FCSSVM的鲁棒性最好,分类精度随径向基核
参数变化产生微小变化. CPDSVDC、SVM、SSVM和
SDWNSVM的鲁棒性较差,分类精度随径向基核参
数变化产生较为明显的波动.
聚类数取 c = 3时,本例的聚类时间仅为5.26 s.

考虑到聚类时间不随径向基核参数变化,图2展示了
不同算法的分类时间随径向基核参数的变化趋势.
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图 2 分类时间随径向基核参数的变化

显然, FCSSVM的分类时间最短; CPDSVDC的
分类时间略高; SSVM和 SDWNSVM的分类时间
远低于 SVM的分类时间,却明显高于 FCSSVM和
CPDSVDC的分类时间; SVM的分类时间最长.
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2.3 大数据集的分类表现

将区间 [0,1]×[0,1]分割为10 000个点,生成棋盘
格数据集;抽取规模递增的样本作为训练集,其余作
为测试集.以SVM、SSVM、SDWNSVM和CPDSVDC
作为比较对象.设定惩罚参数P = 1,径向基核宽参
数σ = 0.3, FCSSVM和CPDSVDC的聚类数为c = 5,
FCSSVM的近邻子空间数k = 3; 10次随机抽取实验
的平均结果列于表4,其中时间是聚类时间和分类时
间的总和,黑体数字表示最优结果.

表 4 不同规模数据集上的分类表现

样本规模 算法 精度 / % 时间 / s 迭代次数

SVM 99.30 12.02 /
SSVM 98.16 4.68 2.2

1 000 SDWNSVM 99.48 4.23 2.0
CPDSVDC 99.53 2.67 /
FCSSVM 99.57 1.25 1.1

SVM 99.33 30.09 /
SSVM 98.57 11.29 4.1

2 000 SDWNSVM 99.54 10.59 3.9
CPDSVDC 99.65 8.65 /
FCSSVM 99.77 6.12 1.5

SVM 99.69 292.58 /
SSVM 99.09 87.27 8.3

5 000 SDWNSVM 99.31 81.10 8.3
CPDSVDC 99.89 56.81 /
FCSSVM 99.99 21.74 2.9

SVM / / /
SSVM / / /

10 000 SDWNSVM / / /
CPDSVDC 98.08 462.70 /
FCSSVM 99.69 131.86 16.1

显然, FCSSVM具有最高的精度,最少的迭代
次数和最短的分类时间.以样本规模 5 000为例,
FCSSVM的分类精度 99.99%是最高的,而分类时间
分别是SVM、SSVM、SDWNSVM和CPDSVDC的
7.43%、 24.91%、 26.80%和 38.2%.当训练规模升
至 10 000 时, FCSSVM 的分类精度 99.69% 优于
CPDSVDC的分类精度 98.08%,且分类时间 131.86 s
仅为CPDSVDC分类时间462.7 s的28.49%,而迭代次
数仅为16.1; SVM、SSVM和SDWNSVM由于内存溢
出而无法计算.

FCM被用于对训练数据进行初始分割,尽管其
鲁棒性较差且仅对球形分布数据有良好表现,但没有
降低FCSSVM的分类精度;这一点可从2.1∼ 2.3节的
数值实验部分得到验证.这里由于FCM聚类的目的
只是为了将原始数据分割为规模较小的子簇以方便

训练,而子集上的分类模型才是决定算法性能优劣的
关键;同时,选择性集成策略的设置可以减弱分类器
对子簇的依赖性,保证较高的分类精度.

3 结 论

FCSSVM每次训练仅对子簇中样本进行,训练时
间短且随聚类数的增加而减少;其测试时以选择性
集成策略链接最近邻子空间的分类结果,具有较强的
鲁棒性,分类精度几乎不随径向基核参数发生变化.
数值实验验证了FCSSVM具有高的分类精度、短的
分类时间和少的迭代次数,从而为大规模样本集提供
了一种可行的手段.下一步将研究分割训练数据集的
更有效的方法及构造支持向量机的快速训练算法.
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