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带有多个时变时滞的一阶多智能体系统的H∞包围控制

廖福成†, 孔 敏, 刘会央
(北京科技大学数理学院，北京 100083)

摘 要: 研究带有多个时变时滞的一阶多智能体系统在有向网络拓扑下的H∞包围控制问题.首先,通过引入收
敛性向量函数,将所讨论问题转化为一般时滞系统的H∞控制问题.然后,通过构造适当的Lyapunov-Krasovskii泛
函,利用Lyapunov稳定性理论得到多智能体系统实现包围控制的充分条件,同时求得时变通信时滞的最大容许
值.另外,在有外部干扰的情况下,得到了多智能体系统具有H∞包围控制性能常数的充分条件.最后,通过数值仿
真实验验证了所得结果的有效性.
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H∞ containment control for first-order multi-agent systems with multiple
time-varying delays
LIAO Fu-cheng†, KONG Min, LIU Hui-yang

(School of Mathematics and Physics，University of Science and Technology Beijing，Beijing 100083，China)

Abstract: The H∞ containment control problems for first-order multi-agent systems with multiple time-varying delays
under directed network topology are investigated. Firstly, by introducing a convergence vector function, the H∞

containment control problems of multi-agent systems are transformed into the H∞ control problems of normal
time-delay systems. Then, by using the Lyapunov stability theory, a suitable Lyapunov-Krasovskii functional is
designed. Some sufficient conditions for H∞ containment control are established and the upper bound of the
time-varying delays are obtained. Furthermore, the existence criterion of H∞ containment control performance constant
is also gained when there is external disturbance in the multi-agent systems. Finally, simulations results show the
effectiveness of the conclusions.
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0 引 言

近年来,由于计算机科学和通信技术的快速发
展,学术界对复杂网络和多智能体系统的研究都取得
了很大的进展.作为目前学术界的前沿课题之一,人
们正在进一步研究对复杂网络和多智能体系统的科

学理解和应用.
文献 [1-3]研究了复杂网络系统的同步性分析、

带有噪音扰动的复杂动态网络系统在性能约束下的

稳定性问题和部分耦合动态网络在牵制脉冲控制器

下的外同步问题.多智能体系统的协调控制作为多
智能体系统中的核心问题,已逐渐成为复杂网络方向
的研究热点.多智能体系统协调控制研究包括很多
方面,例如一致性问题[4-7]、编队控制问题[8]、交汇问

题[9]、蜂拥问题[10]等.包围控制也是一类协调控制问
题.在包围控制问题中,通常假设一部分智能体具有
较强的探测、处理和交互能力,而另一部分智能体这
方面的能力弱一些.包围控制问题有很多潜在的应
用,已经引起了学术界的关注,成为控制理论界研究
的热点. Ji等[11]运用偏微分方程和基于 stop-and-go
规则的混杂控制策略,研究了具有固定无向拓扑的
多智能体系统的包围控制问题,得到了向目标运动过
程中跟随者收敛并保持在由领航者形成的凸包内的

充分条件; Cao等[12-13]研究了具有静态和动态领航者

的多智能体系统在固定和切换拓扑下的包围控制问

题,分别给出了跟随者能够进入领航者张成的凸包内
的条件; Liu等[14]研究了在领航者之间无信息交互情
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况下,具有静态和动态领航者的多智能体系统在连续
时间和采样时间两种情况下的包围控制问题,并且给
出了这4种情况下跟随者进入领航者张成的凸包内
的充分必要条件;另外, Liu等[15]研究了线性连续时

间多智能体系统在一般拓扑下的包围控制问题,给出
了所有智能体达到包围控制的充要条件,提出了设计
增益参数的方法; Yan等[16]研究了在固定拓扑下,带
有时滞的多智能体系统的包围控制问题,采用连续和
采样的控制协议,分别给出了静态和动态领航者情况
下系统达到包围控制的充分必要条件; Lou等[17]研

究了在切换拓扑下,带有多个领航者的二阶多智能体
系统的包围控制问题,运用凸分析和随机过程理论的
方法,分别给出了领航者为静态时的充分必要条件以
及领航者为动态时的充分条件;此外, Wang等[18]还

研究了在参数不确定情况下,具有多个领航者的多
智能体系统在一般拓扑下的自适应包围控制问题; Li
等[19]研究了一般线性连续时间和离散时间多智能体

系统的包围控制问题,给出了系统渐近实现包围控制
的充分条件.近几年来,学者们对于带有时滞的多智
能体系统的包围控制问题[20],有限时间多智能体系
统的包围控制问题[21]也都进行了很多研究.同样,多
智能体系统的H∞一致性和具有单一时滞的多智能

体系统的包围控制问题也都得到了研究.但是,目前
还未见到研究带有时滞的多智能体系统的H∞包围

控制问题的论文,这正是本文研究的问题.
本文在文献 [6]的基础上,研究一阶时变时滞多

智能体系统在领航者之间没有信息交互情况下的

H∞包围控制问题.引入收敛性向量函数,通过模
型的转化,将时变时滞多智能体系统的H∞包围控

制问题转化为一般时滞系统的H∞控制问题.由
Lyapunov稳定性理论给出多智能体系统实现包围控
制和具有H∞包围控制性能常数γ的充分条件.与文
献 [6]不同的是,本文研究的是多智能体系统的包围
控制问题,同时文中模型转化的方法也与文献 [6]中
树形变换的方法不同.

1 预༷知䇶

1.1 代数图理论

图论在多智能体系统的包围控制问题的研究中

起着非常重要的作用,它可以用来模拟智能体之间的
信息交换关系.通常用图的一个顶点代表一个智能
体,用图的一条边表示两个智能体之间的信息交换关
系.本文用有向图模拟多智能体系统的通信拓扑,下
面给出有向图的一些基本概念.
有向图G = (V,E(G))由节点集V = {v1, v2,

· · · , vn}和边集E(G) ⊆ V × V 构成.图G的一条有

向边记为eij = (vi, vj),其中vi称为节点vj的父节点,
而vj称为节点vi的子节点.节点vi在有向图G中的

邻居集合定义为Ni = {vj : (vj , vi) ∈ E(G), j ̸= i}.
有向图G的一条有向路径是一个有限的节点序列

vi1 , vi2 , · · · , vik ,满足 (vij , vij+1
) ∈ E(G), j = 1, 2,

· · · , k − 1.如果对于任意的两个不同的节点vi和vj ,
都存在路径,起始于vi终于vj ,则称有向图G是强连

通的.
有向树是一类特殊的有向图,满足性质: 1)具有

一个没有父节点的特殊节点; 2)所有其他节点有且
仅有一个父节点; 3)父节点可以通过路径连接到其
他任何节点.对于一个或多个有向树,如果这些有向
树没有公共节点,则称其构成一个有向森林.有向图
G的一个生成森林是一个有向森林,并且是有向图G

的生成子图.如果有向图G的节点集和某个边子集

构成一个生成森林,则称G包含生成森林.
加权有向图G的邻接矩阵记为A = (aij) ∈

Rn×n,其中 (vj , vi) ∈ E(G)时,权重aij > 0,否则aij

= 0, i, j ∈ {1, 2, · · · , n}.另外,拉普拉斯矩阵L =

(lij) ∈ Rn×n定义为

lij =


n∑

k=1

aik, i = j;

−aij , i ̸= j.

1.2 定义和引理

本段给出领航者、跟随者和凸包定义.
定义1 [14] 对于一个有n个智能体的系统而言,

如果一个智能体没有邻居,则称其为领航者;如果一
个智能体至少有一个邻居,则称其为跟随者.
定义 2 [14] 若对于任意的x, y ∈ K和 γ (0 <

γ < 1),有 (1 − γ)x + γy ∈ K,则称集合 K ⊆ Rn

是凸集.有限个点x1, x2, · · · , xn ∈ Rn的凸包是包

含所有点xi(i = 1, 2, · · · , n)的最小凸集,记为co{x1,

x2, · · · , xn},即

co{x1, x2, · · · , xn} ={ n∑
i=1

αixi

∣∣∣αi ∈ R,αi ⩾ 0,
n∑

i=1

αi = 1
}
.

引理1 [22] 令S =

[
S11 S12

S21 S22

]
表示一个对称矩

阵,则下面3个条件等价: 1)S < 0; 2)S11 < 0且S22 −
S21S

−1
11 S12 < 0; 3)S22 < 0且S11 − S12S22

−1S21 < 0.
引理2 [23] 设0 ⩽ d(t) ⩽ h , h > 0为分段连

续函数,则对于任意的连续向量函数x : [−h,∞) →
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Rn,正定矩阵W ∈ Rn×n,下面的不等式成立:w t

t−h
x(s)Wx(s)ds ⩾

1

h

( w t

t−d(t)
x(s)ds

)
W

( w t

t−d(t)
x(s)ds

)
, t ⩾ 0.

2 模型的ᔪ立

考虑由n个智能体组成的多智能体系统,其中包
括 l个领航者和n − l个跟随者, l < n.分别用R和F
表示领航者的集合和跟随者的集合.
假设领航者不受干扰,考虑带有扰动的单积分器

多智能体系统,其第i个智能体动态特性可描述为
ẋi(t) = ui(t) + biwi(t), i = 1, 2, · · · , n;

yi(t) =
∑

j∈F∪R

aij(xi(t)− xj(t)),

i = 1, 2, · · · , n.

(1)

其中:xi(t) ∈ R、ui(t) ∈ R、yi(t) ∈ R分别表示第i个

智能体的状态、控制输入和控制输出;wi(t) ∈ L2[0,

∞)表示第 i个智能体的输入干扰; bi为相对应的常
数.下面给出具有固定拓扑G和时变通信时滞的包

围控制协议

ui(t) =
0, i ∈ R;∑
j∈F∪R

aij [xj(t− dij(t))− xi(t− dij(t))], i ∈ F .
(2)

若在协议(2)下,系统(1)的领航者张成或者最终位置

张成一个凸包,跟随者进入该凸包内,则称系统(1)实

现包围控制.
设时变通信时滞dij(t)满足下面的假设条件.
假设1 设时变时滞

dij(t) ∈ {dk(t) : k = 1, 2, · · · ,m},

其中0 < m < n2, dk(t)为分段连续函数,满足0 ⩽
dk(t) ⩽ hk,hk为待定的常数.
在协议(2)下,系统(1)可以写为如下矩阵形式:

ẋ(t) = −
m∑

k=1

Lkx(t− dk(t)) +Bw(t),

y(t) = Lx(t).

(3)

其中:x(t) = [x1(t), x2(t), · · · , xn(t)]
T, y(t) = [y1(t),

y2(t), · · · , yn(t)]T,w(t) = [w1(t), w2(t), · · · , wn(t)]
T,

B = diag{b1, b2, · · · , bn},L为有向图G的拉普拉斯

矩阵. Lk的定义如下:

lkij =


− aij , j ̸= i, dk(·) = dij(·);

0, j ̸= i, dk(·) ̸= dij(·);

−
n∑

s=1

lkis, j = i.

(4)

由此可知Lk1 = 0,

m∑
k=1

Lk = L.

根据领航者和跟随者的定义1, L可以划分为[
LFF LFR

0l×(n−l) 0l×l

]
. (5)

其中:LFF ∈ R(n−l)×(n−l),LFR ∈ R(n−l)×l.最后 l行

元素为0是因为 l个智能体是领航者,它们之间没有

信息交互.由
m∑

k=1

Lk = L和式(5)可知

m∑
k=1

[
L1k L2k

0l×(n−l) 0l×l

]
=

[
LFF LFR

0l×(n−l) 0l×l

]
, (6)

所以由式(6)可得
m∑

k=1

L1k = LFF ,

m∑
k=1

L2k = LFR. (7)

引理3 [19] 如果固定拓扑G包含一个生成森林,
则LFF的所有特征值都有正实部,−L−1

FFLFR的所

有元素都非负,且−L−1
FFLFR的所有行和都为1.

3 H∞包围控制分析

本节首先给出一些分析结果,然后基于这些分析
结果给出系统在w(t) = 0和w(t) ̸= 0两种情况下主

要的结论.
类比文献 [7]的一致性问题中引入不一致向量δ

的做法,为了研究包围控制问题,类似定义收敛性向
量函数如下:

δ(t) = xF(t) + L−1
FFLFRxR(t). (8)

假设领航者不受干扰,根据式 (5)∼ (7)的划分,系统
(3)的动态方程可以写为

ẋF(t) = −
m∑

k=1

L1kxF(t− dk(t))−

m∑
k=1

L2kxR(t− dk(t)) + B̄w̄(t),

ẋR(t) = 0;

(9)

 yF(t) = LFFxF(t) + LFRxR(t),

yR(t) = 0.
(10)

其中: B̄ = diag{b̄1, b̄2, · · · , b̄n−l}, w̄(t) ∈ L2[0,∞)为

跟随者受到的干扰.由于 ẋR(t) = 0,即领航者的状态
是不变的,令xR(t) = xR(0),这里xR(0)是领航者的

初始状态.
由式(9)可知,收敛性向量函数(8)可转化为

δ̇(t) =

ẋF(t) + L−1
FFLFRẋR(t) = ẋF(t) =
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−
m∑

k=1

L1kxF(t− dk(t))−

m∑
k=1

L2kxR(t− dk(t)) + B̄w̄(t) =

−
m∑

k=1

L1k [δ (t− dk(t))− L−1
FFLFRxR(0) ]−

m∑
k=1

L2kxR(0) + B̄w̄(t) =

−
m∑

k=1

L1kδ(t− dk(t)) +

m∑
k=1

L1kL−1
FFLFRxR(0)−

m∑
k=1

L2kxR(0) + B̄w̄(t) =

−
m∑

k=1

L1kδ(t− dk(t)) + B̄w̄(t).

又由式(10)可知, yF(t) = LFFδ(t),则系统(3)转化为

如下受扰时滞系统:
δ̇(t) = −

m∑
k=1

L1kδ(t− dk(t)) + B̄w̄(t),

yF(t) = LFFδ(t).

(11)

当w(t) = 0,即 w̄(t) = 0时,如果系统 (11)渐

近稳定,由于领航者之间没有信息交互,领航者的状
态是不变的,则多智能体系统跟随者的最终状态为
−L−1

FFLFRxR(0);再若−L−1
FFLFR的所有元素都是

非负的,且−L−1
FFLFR的行和为 1,则多智能体系统

(3)渐近实现包围控制.
当w(t) ̸= 0,即 w̄(t) ̸= 0时,若在零初始条件下,

对于任意的w̄(t) ∈ L2[0,∞),系统(11)满足w ∞

0
yT
F(t)yF(t)dt ⩾ γ2

w ∞

0
w̄T(t)w̄(t)dt, (12)

则系统(3)具有H∞包围控制性能γ.
由上面分析可知,多智能体系统 (3)的H∞包围

控制问题转化为时滞系统 (11)的H∞控制问题和验

证跟随者是否进入领航者张成的凸包内的问题.
下面研究w(t) = 0时,系统(3)的包围控制问题.
定理1 设固定拓扑G具有非负权重,且G包含

一个生成森林,时变通信时滞dij(t)满足假设1,则当
w(t) = 0时,对于任意的0 < hk < h̄, k = 1, 2, · · · ,m,
任意的初始状态,系统(3)渐近实现包围控制,且多智
能体系统跟随者的最终状态为−L−1

FFLFRxR(0),其
中 h̄是如下最优问题的解:

h̄ = maxh;

s.t. Σ1 =

[
−PLFF − LT

FFP PΦ1

ΦT
1 P −Ψ

]
+

hΦT
2

( m∑
k=1

Qk

)
Φ2 < 0,

P > 0, Q1 > 0, Q2 > 0, · · · , Qm > 0, h > 0.

(13)

其中

Φ1 = [−L11,−L12, · · · ,−L1m],

Φ2 = [−LFF ,−L11, · · · ,−L1m],

Ψ = h−1diag{Q1, Q2, · · · , Qm}.

证明 首先说明线性矩阵不等式 (13)的可解

性.由于固定拓扑G具有非负权重且包含一个生成

森林,由引理3可知,−LFF是Hurwitz稳定的,所以存
在矩阵P > 0,使得−PLFF − LT

FFP < 0.再由引理
1可知,对于P > 0,一定存在Q1 > 0, Q2 > 0, · · · ,
Qm > 0,使得对于充分小的h > 0,满足式(13)成立.
下面证明对于任意的0 < hk < h̄,系统(3)渐近

实现包围控制.取h : 0 < h < h̄且0 < hk ⩽ h.由于
w(t) = 0,即 w̄(t) = 0,将系统(11)的第1个式子改写
为如下的等价形式:

δ̇(t) =

−
m∑

k=1

L1k[δ(t− dk(t))− δ(t)]−
m∑

k=1

L1kδ(t) =

− LFF δ(t)−
m∑

k=1

L1kξk(t), (14)

其中ξk(t) = δ(t− dk(t))− δ(t).取Lyapunov函数为
V (t) =

δT(t)Pδ(t) +
m∑

k=1

w t

t−h
(s− t+ h)δ̇T(s)Qkδ̇(s)ds.

(15)

沿式(14)对V (t)求导数,可得
V̇ (t) =

δ̇T(t)Pδ(t) + δT(t)P δ̇(t)+

m∑
k=1

[
−

w t

t−h
δ̇T(s)Qkδ̇(s)ds+ hδ̇T(t)Qkδ̇(t)

]
=

[
− δT(t)LT

FF −
m∑

k=1

ξT
k (t)LT

1k

]
Pδ(t)+

δT(t)P
[
− LFF δ(t)−

m∑
k=1

L1kξk(t)
]
−

m∑
k=1

w t

t−h
δ̇T(s)Qkδ(s)ds+ h

m∑
k=1

δ̇T(t)Qkδ̇(t) =

δT(t)(−LT
FFP − PLFF )δ(t)−

2

m∑
k=1

δT(t)PL1kξk(t) + h

m∑
k=1

δ̇T(t)Qkδ̇(t)−

m∑
k=1

w t

t−h
δ̇T(s)Qkδ̇(s)ds.
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由引理2可知

V̇ (t) ⩽

δT(t)(−LT
FFP − PLFF )δ(t)−

2
m∑

k=1

δT(t)PL1kξk(t) + h
m∑

k=1

δ̇T(t)Qkδ̇(t)−

1

h

m∑
k=1

( w t

t−dk(t)
δ̇T(s)ds

)
Qk

( w t

t−dk(t)
δ̇(s)ds

)
=

δT(t)(−LT
FFP − PLFF )δ(t)−

2

m∑
k=1

δT(t)PL1kξk(t) + h

m∑
k=1

δ̇T(t)Qkδ̇(t)−

1

h

m∑
k=1

ξT
k (t)Qkξk(t).

由式(14)和上式可知

V̇ (t) ⩽

[δT(t), ξT
1 (t), · · · , ξT

m(t)]×
−LT

FFP − PLFF −PL11 · · · −PL1m

−LT
11P − 1

h
Q1 · · · 0

...
...

. . .
...

−LT
1mP 0 · · · − 1

h
Qm




δ(t)

ξ1(t)
...

ξm(t)

+

h
{[
− LFF δ(t)−

m∑
k=1

L1kξk(t)
]T

×

( m∑
k=1

Qk

)[
− LFF δ(t)−

m∑
k=1

L1kξk(t)
]}

=

[δT(t), ξT
1 (t), · · · , ξT

m(t)]×
−LT

FFP − PLFF −PL11 · · · −PL1m

−LT
11P − 1

h
Q1 · · · 0

...
...

. . .
...

−LT
1mP 0 · · · − 1

h
Qm




δ(t)

ξ1(t)
...

ξm(t)

+

h
{(

[−LFF ,−L11, · · · ,−L1m]


δ(t)

ξ1(t)
...

ξm(t)


)T
×

( m∑
k=1

Qk

)(
[−LFF ,−L11, · · · ,−L1m]


δ(t)

ξ1(t)
...

ξm(t)


)}

=

[δT(t), ξT
1 (t), · · · , ξT

m(t)]×


−LT

FFP − PLFF −PL11 · · · −PL1m

−LT
11P − 1

h
Q1 · · · 0

...
...

. . .
...

−LT
1mP 0 · · · − 1

h
Qm




δ(t)

ξ1(t)
...

ξm(t)

+

h[δT(t), ξT
1 (t), · · · , ξT

m(t)]×

{

−LT

FF

−LT
11

...
−LT

1m


( m∑
k=1

Qk

)
[−LFF ,−L11, · · · ,−L1m]

}
×


δ(t)

ξ1(t)
...

ξm(t)

 =

[δT(t), ξT
1 (t), · · · , ξT

m(t)]×

{

−LT

FFP − PLFF −PL11 · · · −PL1m

−LT
11P − 1

h
Q1 · · · 0

...
...

. . .
...

−LT
1mP 0 · · · − 1

h
Qm

+

h
(

−LT

FF

−LT
11

...
−LT

1m


( m∑

k=1

Qk

)
×

[−LFF ,−L11, · · · ,−L1m]
)}


δ(t)

ξ1(t)
...

ξm(t)

 .

令 ζ(t) = [δT(t), ξT
1 (t), · · · , ξT

m(t)]T,则 V̇ (t) ⩽
ζTΣ1ζ,其中Σ1如式 (13)定义.当Σ1 < 0时,有
λmax(Σ1) < 0,所以有

V̇ (t) ⩽ λmax(Σ1)ζ
T(t)ζ(t) ⩽

λmax(Σ1)δ
T(t)δ(t) = λmax(Σ1)∥δ(t)∥2,

故存在一个常数α = λmax(Σ1) < 0,使得 V̇ (t) ⩽
α∥δ(t)∥,因此对于任意的0 < hk < h̄,由Lyapunov稳
定性理论可知,系统 (11)渐近稳定.即当 t → ∞
时, δ(t) → 0,而 δ(t) = xF(t) + L−1

FFLFRxR(t),所
以当 t → ∞时, δ(t) = xF(t) + L−1

FFLFRxR(t)趋于

0,即xF(t) → (−L−1
FFLFRxR(t)).又因为领航者为

静态, 则xR(t) = xR(0),所以跟随者的最终状态为
−L−1

FFLFRxR(0).由引理3可知,矩阵−L−1
FFLFR所
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有元素非负,且行和为1.因此,由凸包的定义可知,所
有的跟随者进入了静态领航者张成的凸包内,且跟随
者的最终状态为−L−1

FFLFRxR(0). 2
对于w(t) ̸= 0,由于假设领航者不受干扰,即

w̄(t) ̸= 0,针对这种情况,下面将研究系统 (3)的H∞

包围控制性能问题.
定理2 假设领航者不受干扰,固定拓扑G具有

非负权重,且G包含一个生成森林,时变通信时滞
dij(t)满足假设1,若存在P > 0, Q1 > 0, Q2 > 0, · · · ,
Qm > 0,常数 h > 0, γ > 0,使得

Σ2 =


−LT

FFP − PLFF + LT
FFLFF PΦ PB̄

ΦTP −Ξ 0

B̄TP 0 −γ2I

+

hΩT
( m∑

k=1

Qk

)
Ω < 0. (16)

其中:Φ和Ξ与定理1中Φ1和Ψ相同,Ω = [−LFF ,

−L11, · · · ,−L1m, B̄].则当w(t) ̸= 0时,在零初始状
态下,对于任意的0 < hk < h̄, k = 1, 2, · · · ,m,系统
(3)具有H∞包围控制性能γ,其中 h̄是上面矩阵不等

式(16)的最优解.
证明 首先需要说明线性矩阵不等式(16)的可

解性.由引理3可知,−LFF是Hurwitz稳定的,所以存
在矩阵P > 0,使得−PLFF − LT

FFP = −Q.由于
LFF具有正实部,取Q = 2LT

FFLFF ,则有−PLFF −
LT

FFP +LT
FFLFF = −LT

FFLFF < 0.如果h充分小,
则一定存在Q1 > 0, Q2 > 0, · · · , Qm > 0,使得式
(16)成立,故线性矩阵不等式(16)可解.
由于w(t) ̸= 0,领航者不受干扰,即 w̄(t) ̸= 0,将

系统(10)化为其等价形式
δ̇(t) = −LFFδ(t)−

m∑
k=1

L1kξk(t) + B̄w̄(t),

yF(t) = LFFδ(t).

(17)

选取Lyapunov函数(15),沿系统(17)对其求导,可得

V̇ (t) =

δ̇T(t)Pδ(t) + δT(t)P δ̇(t)+

m∑
k=1

[
−

w t

t−h
δ̇T(s)Qkδ̇(s)ds+ hδ̇T(t)Qkδ̇(t)

]
=

[
− δT(t)LT

FF −
m∑

k=1

ξT
k (t)LT

1k + w̄T(t)B̄T
]
Pδ(t)+

δT(t)P
[
− LFFδ(t)−

m∑
k=1

L1kξk(t) + B̄w̄(t)
]
−

m∑
k=1

w t

t−h
δ̇T(s)Qkδ̇(s)ds+ h

m∑
k=1

δ̇T(t)Qkδ̇(t) =

δT(t)(−LT
FFP − PLFF )δ(t)+

2δT(t)
[
−

m∑
k=1

PL1kξk(t) + PB̄w̄(t)
]
+

h
m∑

k=1

δ̇T(t)Qkδ̇(t)−
m∑

k=1

w t

t−h
δ̇T(s)Qkδ̇(s)ds.

由引理2可知

V̇ (t) ⩽

δT(t)(−LT
FFP − PLFF )δ(t)+

2δT(t)
[
−

m∑
k=1

PL1kξk(t) + PB̄w̄(t)
]
+

h

m∑
k=1

δ̇T(t)Qkδ̇(t)−

1

h

m∑
k=1

( w t

t−dk(t)
δ̇T(s)ds

)
Qk

( w t

t−dk(t)
δ̇(s)ds

)
=

δT (t)(−LT
FFP − PLFF )δ(t)+

2δT(t)
[
−

m∑
k=1

PL1kξk(t) + PB̄w̄(t)
]
+

h

m∑
k=1

δ̇T(t)Qkδ̇(t)−
1

h

m∑
k=1

ξT
k (t)Qkξk(t).

令θ(t) = yT
F(t)yF(t)− γ2w̄T(t)w̄(t),则

V̇ (t) + θ(t) ⩽

δT(t)(−LT
FFP − PLFF + LT

FFLFF )δ(t)+

2δT(t)
[
−

m∑
k=1

PL1kξk(t) + PB̄w̄(t)
]
−

1

h

m∑
k=1

ξT
k (t)Qkξk(t) + h

m∑
k=1

δ̇T(t)Qkδ̇(t)−

γ2w̄T(t)w̄(t) =

δT(t)(−LT
FFP − PLFF + LT

FFLFF )δ(t)+

2δT(t)
[
−

m∑
k=1

PL1kξk(t) + PB̄w̄(t)
]
−

1

h

m∑
k=1

ξT
k (t)Qkξk(t)+

h
{[
− LFFδ(t)−

m∑
k=1

L1kξk(t) + B̄w̄(t)
]T

×

( m∑
k=1

Qk

)[
− LFFδ(t)−

m∑
k=1

L1kξk(t) + B̄w̄(t)
]}
−

γ2w̄T(t)w̄(t) =

δT(t)(−LT
FFP − PLFF + LT

FFLFF )δ(t)+

2δT(t)
[
−

m∑
k=1

PL1kξk(t) + PB̄w̄(t)
]
−

1

h

m∑
k=1

ξT
k (t)Qkξk(t)− γ2w̄T(t)w̄(t)+
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h
{[
− δT(t)LT

FF −
m∑

k=1

ξT
k (t)LT

1k + w̄T(t)B̄T
]
×

( m∑
k=1

Qk

)[
− LFFδ(t)−

m∑
k=1

L1kξk(t) + B̄w̄(t)
]}

=

[δT(t), ξT
1 (t), · · · , ξT

m(t), w̄T(t)]×

−LT
FFP − PLFF + LT

FFLFF −PL11

−LT
11P − 1

h
Q1

...
...

−LT
1mP 0

B̄TP 0

→

←

· · · −PL1m PB̄

· · · 0 0

. . .
...

...

· · · − 1

h
Qm 0

· · · 0 −γ2I





δ(t)

ξ1(t)
...

ξm(t)

w̄(t)


+

h
{( [

δT(t), ξT
1 (t), · · · , ξT

m(t), w̄T(t)
]


−LT
FF

−LT
11

...
−LT

1m

B̄T


)
×

( m∑
k=1

Qk

)
×

(
[−LFF ,−L11, · · · ,−L1m, B̄]



δ(t)

ξ1(t)
...

ξm(t)

w̄(t)


)}

=

[δT(t), ξT
1 (t), · · · , ξT

m(t), w̄T(t)]×

{


−LT
FFP − PLFF + LT

FFLFF −PL11

−LT
11P − 1

h
Q1

...
...

−LT
1mP 0

B̄TP 0

→

←

· · · −PL1m PB̄

· · · 0 0

. . .
...

...

· · · − 1

h
Qm 0

· · · 0 −γ2I


+ h

(


−LT
FF

−LT
11

...
−LT

1m

B̄T


×

( m∑
k=1

Qk

)
[−LFF ,−L11, · · · ,−L1m, B̄]

)}


δ(t)

ξ1(t)
...

ξm(t)

w̄(t)


.

令 η(t) = [δT(t), ξT
1 (t), · · · , ξT

m(t), wT(t)]T,则由式
(16)可知

V̇ (t) + θ(t) ⩽ ηT(t)Σ2η(t) < 0. (18)

在零初始条件下,对上式从0到∞两边积分可得式
(12).所以系统(3)具有H∞包围控制性能γ. 2
4 数值仿真

考虑由10个多智能体组成的系统,其中有4个领

航者 (分别编号为L1, L2, L3, L4)和 6个跟随者 (分
别编号为F1, F2, F3, F4, F5, F6).假设智能体之间
的拓扑由有向图G(A)描述 (见图1),很明显G(A)包

含一个有向生成森林.为了简单起见,如果顶点vj与

vi有信息交流,即 (vj , vi) ∈ E(G),则aij = 1,否则,
aij = 0.

L
3

L
2

F
3

F
4

L
1

L
4

F
6F

1

F
2

F
5

图 1 智能体之间的信息交换

1)w(t) = 0的情况.根据定理1,使用Matlab线性
矩阵不等式工具箱求解式 (13),可求得图1所示拓扑
下的多智能体系统渐近达到包围控制所允许的时滞

为h ⩽ 0.325 3,取通信时滞dij(t)为

dL1F1
= dL2F3

= dL3F4
= dL4F6

=

dL1F6
= dL3F2

= 0.1,

dF4F3
= dF2F4

= dF4F5
= dF1F2

=

dF6F5
= dF5F1

= 0.2.

由式 (4)可求得d1(t) = 0.1时的拉普拉斯矩阵L1和

d2(t) = 0.2时的拉普拉斯矩阵L2.
图2是在w(t) = 0时,多智能体系统 (1)在协议

(2)下实现包围控制的仿真结果.
由图2可以看出,所有的跟随者最终收敛到静态

领航者张成的凸包,并保持在凸包内.
图3表示w(t) = 0时,系统(3)的输出y(t).
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图 2 w(t) = 0时智能体的状态轨迹
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图 3 w(t) = 0时系统(3)的输出y(t)

由图3可以看出, y1, y2, · · · , y6大约在 t = 3.3时

趋于0,由式 (8)和 (10)可知, yF(t) = LFFδ(t),从而
δ(t)大约在 t = 3.3时趋于0,即系统 (11)渐近稳定,
多智能体系统(1)实现了包围控制.

2)w(t) ̸= 0的情况.为了保证领航者的静态,假
设领航者不受干扰,跟随者干扰信号取为

w(t) =

sin(3t)× 1, 0 ⩽ t ⩽ 10;

0× 1, t > 10.

取B = diag{1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0},用Matlab
线性矩阵不等式工具箱求解式 (16),可求得图1所示
拓扑下的多智能体系统所具有包围控制性能γ ⩽
2.236 1,所允许的时滞为h ⩽ 0.128 2,故取通信时滞
dij(t)为

dL1F1
= dL2F3

= dL3F4
=

dL4F6
= dL1F6

= dL3F2
= 0.1,

dF4F3
= dF2F4

= dF4F5
=

dF1F2
= dF6F5

= dF5F1
= 0.11.

由式 (4)可以求得d1(t) = 0.1时的拉普拉斯矩阵

L1和d2(t) = 0.11时的拉普拉斯矩阵L2.
图4是在w(t) ̸= 0时,系统(1)在协议(2)下实现

包围控制的仿真结果.
由图4可以看出,在干扰存在的情况下,跟随者

最终收敛到静态领航者张成的凸包,并且保持在凸包
内.
图5表示w(t) ̸= 0时,系统(3)的输出y(t).
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图 4 w(t) ̸= 0时,每个智能体的状态轨迹
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图 5 w(t) ̸= 0时系统(3)的输出y(t)

由图 5可以看出, y1, y2, · · · , y6在有限时间内,
波动逐渐减小,最终趋于 0,由 yF(t) = LFFδ(t)可

知, δ(t)趋于0, 即系统 (11)渐近稳定,多智能体系统
实现了包围控制.仿真结果与理论结果完全一致.

5 结 论

本文研究了一阶时变时滞多智能体系统的H∞

包围控制问题.结果表明,系统实现包围控制的条件
和确定H∞包围控制性能γ的条件都取决于有向拓

扑G的结构和时滞的上界.值得一提的是,由于在控
制输入 (2)中,通信时滞dij(t)不一定相同,使得多智
能体不在同一时刻获取其邻居的信息,从而造成多智
能体更新其状态的异步性.因此,本文的时变通信时
滞控制协议情况下的包围控制研究方法可以推广到

异步情况下的包围控制问题.当然,二阶多智能体系
统,甚至高阶多智能体系统,在时变通信时滞控制协
议下的H∞包围控制问题将是下一步研究的方向.
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