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灰参数电路的控制问题及系统状态仿真分析
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摘 要: 实际系统模型难以使用确定参数进行描述,含有灰参数的电路普遍存在.基于灰数、灰色控制和电路分析
等方法,对灰色电路系统进行分析,具有一定的理论和实践意义.以某一灰色RLC电路模型为例,研究其能控、能
观、稳定性、电路仿真等问题.灰色电路的研究有助于灰色系统模型的仿真验证和硬件实现,丰富灰色电路和灰色
控制等领域,也可应用于不确定性电路分析、系统建模和控制等问题.
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Control problem and system state simulation analysis of circuit with grey
parameters
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Abstract: It is difficult to describe, the actual system model by the determined parameters, and the circuit with grey
parameters is universal. Therefore, based on the grey number, grey control and circuit analysis, the grey circuit system is
analyzed, which has a certain theoretical and practical significance. By taking a grey RLC circuit model as the example,
the controllability, observability, stability and circuit simulation are studied. The research of the grey circuit is beneficial
to the simulation verification and hardware implementation in the grey system control, which will also promote the fields
of grey circuit and grey control, and can be applied to the problems of uncertain circuit analysis, systems modeling and
control.
Keywords: grey circuit；grey model；uncertain systems；grey control

0 ᕅ 䀰

因为技术条件、认知与信息不足等限制,对实
际系统模型难以使用确定参数描述,因此不确定系统
的研究具有较高的实际意义和应用价值.研究这类系
统的理论和方法主要有模糊数学、灰色系统、粗糙

集、区间系统和随机系统等[1-2].实际物理电路中参数
的变化在所难免,如输入电压、温度、器件老化、外
界干扰、建模过程中的简化及其他难以排除的环境

因素等,使得实际电路系统具有某种确定性和不确定
性[3],值得进一步分析和研究.
现有文献中基于不确定性电路系统及含有灰参

数电路的分析和研究较少,类似的工作主要有混沌电
路参数设计和控制的研究[4-5].文献 [6]讨论了区间分
析在含有不确定数据的电路理论研究中的应用.文

献 [7]针对不确定性系统建模,通过两种线性分式变
换 (LFT)方法进行分析,并应用于一个RLC串联电
路.由于神经元的活动可以利用神经模型映射理论
到实际电路进行验证,文献 [8]通过对实际电路的数
值研究,证实了神经元电路的噪声与电路行为的关
系.文献 [9]介绍了R(t)LC介观电路的量子化工作,并
对一个有源R(t)LC串联电路进行分析.文献 [10-11]
建立了以概率矩阵为基础的逻辑单元,运用矩阵运算
和符号方法评估一般逻辑电路的错误概率.

灰色系统理论为“小样本”、“贫信息”不确定

性系统的研究提供了重要的研究方法,并着重研究
“外延明确,内涵不明确”的对象.灰数是灰色系统的
基本“单元”,也是灰色系统行为特征的一种表现形
式.灰色控制是经典白化控制的一般情况,其不同于
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白化控制主要为灰数的存在.因此,灰色控制思想能
深刻揭示问题的本质,并有利于控制目标实现[12-15].
目前常用的灰色控制包括灰色预测控制、灰色非线

性控制、灰色PID控制、灰色滑模变结构控制、灰色相
平面控制、灰色模糊控制、灰色滞后控制和自适应

灰色控制等.可变参数电路的不确定性具有灰色系
统“灰”的特点,在确定时刻,可变电路系统内部参数
确定,系统模型可视为白化电路.

由上述分析可知,可变电路系统与不确定性系统
本质是一致的,可以通过灰色控制对灰色电路的控制
问题加以分析,利用灰色电路对灰色系统进行物理模
型仿真和实验结果辅助验证,如频域响应、方程求解、
稳定性和等价性等.本文在借鉴灰数的代数运算与灰
色控制的相关理论基础上,对含有灰参数电路模型控
制问题和系统状态进行分析研究,以某一类灰色区间
电路—– RLC串并联混合电路为例,验证方法的可行
性.

1 灰色线性控制系统

1.1 灰 数

在科学领域中有一类系统,如生物系统、病理诊
断系统等,其构成元素具有内涵不清楚、数据不确切、
信息 (包括元素、结构信息、边界信息和运行行为)
不完全等特点.灰色系统理论为这类系统的研究提
供了重要的研究方法.
在实际应用中, 灰数常指在某个区间或数集内

取值含有不确定数,主要包含以下几类: 1)仅有下界
或上界的灰数; 2)本征或非本征灰数; 3)区间灰数; 4)
连续或离散灰数.其中区间灰数作为灰数的一种重
要组成形式在实践中较为常用[2].区间灰数的运算也
得到研究,包括加法、减法、乘法和除法等,将区间灰
数之间的运算转化为实数运算有利于向灰色代数方

程、灰色微分方程、灰色矩阵运算推广.
设区间灰数f1(⊗) ∈ [a, ā](a < ā), f2(⊗) ∈ [b, b̄]

(b < b̄),其中a、b和 ā、 b̄分别为区间灰数的下界

和上界.对于f1(⊗),其白化值为 f̃1(⊗) = αa + (1 −
α)ā, α ∈ [0, 1],其中α为灰数的定位系数,形如 f̃1(⊗)
的白化称为定位系数α的白化.
灰数的基本运算法则为

f1(⊗) + f2(⊗) ∈ [a− b, ā+ b̄],

f1(⊗)− f2(⊗) ∈ [a− b, ā− b̄],

f1(⊗) · f2(⊗) ∈

[min{ab, ab̄, āb, āb̄},max{ab, ab̄, āb, āb̄}],

f1(⊗)/f2(⊗) ∈

[min{a/b, a/b̄, ā/b, ā/b̄},max{a/b, a/b̄, ā/b, ā/b̄}].

含有灰参数的矩阵称为灰色矩阵,简称灰矩阵,
记为

A(⊗) =


⊗11 ⊗12 · · · ⊗1n

⊗21 ⊗22 · · · ⊗2n

...
...

. . .
...

⊗m1 ⊗m2 · · · ⊗mn

 .

其中:⊗ij ∈ [aij , āij ], (aij < āij), 1 ⩽ i ⩽ m, 1 ⩽
j ⩽ n.设两个灰矩阵A(⊗) = [⊗ij ]mn和B(⊗) =

[⊗′
ij ]mn.灰矩阵的运算法则为

A(⊗) +B(⊗) = [⊗ij +⊗′
ij ]mn,

A(⊗)−B(⊗) = [⊗ij −⊗′
ij ]mn.

若B(⊗) = [⊗′
ij ]sn,则

A(⊗) ·B(⊗) = [⊗′′
ij ]mn.

其中

⊗′′
ij = ⊗i1 ⊗′

1j +⊗i2 ⊗′
2j + · · ·+⊗is⊗′

sj ,

⊗′
sj =

s∑
k=1

⊗ik⊗′
kj , i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n.

针对区间灰数的灰色电路模型,利用灰数的性质
和运算法则对其进行分析和研究,更多灰矩阵的运算
可以参见文献[2].

1.2 灰色线性系统模型

状态空间描述可以展示系统的内部结构,对于灰
色线性控制系统,其状态空间模型为

ẋ = A(⊗)x+B(⊗)u,

y = C(⊗)x+D(⊗)u. (1)

其中:x ∈ Rn×1为状态向量;u ∈ Rp×1为输入向量,
也称控制向量; y ∈ Rq×1为输出向量;A(⊗) ∈ Rn×n

为灰色状态矩阵;B(⊗) ∈ Rn×p为灰色控制矩阵;
C(⊗) ∈ Rq×n为灰色输出矩阵;D(⊗) ∈ Rq×p为灰

色前馈矩阵.
在某一确定时刻,灰色状态空间可用白化状态空

间模型 (线性定常系统)表示.因此,灰色线性控制系
统的数学模型也可以表示为

ẋ = Ax+Bu,

y = Cx+Du. (2)

其中:A ∈ [A, Ā],B ∈ [B, B̄],C ∈ [C, C̄],D ∈ [D,

D̄],均具有连续矩阵覆盖.A(⊗)的中心矩阵AC =

(A + Ā)/2.对于任意白化矩阵 Ã ∈ {Ã},∆A = Ã −
AC称为心偏差或心摄动.对于任意 Ã ∈ {Ã},均有
Ã = ∆A+AC .
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灰色微分方程可以表示为

an(⊗)Dαn
t y(t) + an−1(⊗)Dαn−1

t y(t)+

. . .+ a0(⊗)Dα0
t y(t) =

bm(⊗)Dβm

t u(t) + bm−1(⊗)Dβm−1

t u(t)+

· · ·+ b0(⊗)Dβ0

t u(t). (3)

其中:Dαi
t 为微分, ai(⊗)(i = 0, 1, · · · , n)和 bj(⊗) (j

= 0, 1, · · · ,m)为灰色微分方程的灰系数.事实上,灰
色微分方程由很多白化方程构成,不失一般性,假设
αn > αn−1 > · · · > α0,βm > βm−1 > · · · > β0.
灰色传递函数矩阵可以表示为

G(s) =
Y (s)

U(s)
= C(⊗)(sI −A(⊗))−1B(⊗) +D(⊗).

(4)
其中:U(s)和Y (s)分别为输入和输出信号的拉式变

换,G(s)−1为灰色结构阵.若s = jω,则式 (4)可以表
示为

G(jω) =
bm(⊗)(jω)βm + bm−1(⊗)(jω)βm−1+

an(⊗)(jω)αn + an−1(⊗)(jω)αn−1+
→

← · · ·+ b0(⊗)(jω)β0

· · ·+ a0(⊗)(jω)α0
, (5)

其特征多项式为

an(⊗)sαn +an−1(⊗)sαn−1 + · · ·+a0(⊗)sα0 = 0. (6)

灰色Kharitonov多项式可以表示为

P (s, αi, ai(⊗)) =
n∑

i=0

ai(⊗)sαi .

根据灰参数的个数n构造2n多项式

P (s, αi, ai(⊗)) =
n∑

i=0

[a−i , a
+
i ]s

αi .

由此可以进一步检验极点对系统稳定性的影响.

1.3 灰色线性控制问题

能控性、能观性和稳定性等对研究系统控制和

估计问题具有重要意义.由灰色控制系统理论可知,
当 rank(U(⊗)) = n时,灰色系统可控,当 rank(V (⊗))
= n时,灰色系统可观测.其中

U(⊗) = [B(⊗), A(⊗)B(⊗), · · · , An−1(⊗)B(⊗)],

V (⊗) = [C(⊗), C(⊗)A(⊗), · · · , C(⊗)An−1(⊗)]T.

稳定性是系统正常工作的前提,灰色系统稳定性
研究的是当信息改变或灰参数在其数域范围内变化

时,系统是否能够最终保持或恢复稳定性[2].灰色系
统稳定性的研究是控制理论和工程领域的热点和难

点[16].目前主要采用李亚普诺夫函数方法,获得系统
大范围一致渐近稳定的充分性判据.此外,文献 [17]

通过矩阵的正定判断系统的稳定性,如果存在一个正
定矩阵P ,使得PA+ATP +2λmax(P )

∥∥Ā−A
∥∥ In <

0或PĀ + ĀTP + 2λmax(P )
∥∥Ā−A

∥∥ In < 0,则系统
稳定.若矩阵A+AT + λmax[(Ā−A) + (Ā−A)T]In

为负定,则灰色系统为渐近稳定;若该矩阵为正定,则
灰色系统不稳定. Ā − A实际上是系统灰矩阵的扰动

误差矩阵.文献 [9]给出了一种稳定性判断的充分判
据.对于n× n阶矩阵A,有

λmin

(A+AT

2

)
⩽ Reλi(A) ⩽ λmax

(A+AT

2

)
,∀i.

其中:λmin和 λmax分别为矩阵的最小与最大特征

值, Reλi为矩阵第 i个特征值的实部[18].若灰系统的
任意白化系统都是稳定的,则该系统是鲁棒稳定的.
灰色线性定常系统状态方程渐近稳定,其实质是矩阵
A = {A = [aij ]n×n}中任一元素的所有特征值具有
负实部[18],即

Re(λi(A(⊗))) < 0, i = 1, 2, · · · , n; (7a)

或

min
i
|argλi(A(⊗))| >

π

2
, i = 1, 2, · · · , n. (7b)

因此,可由灰系数矩阵A(⊗)判断灰色线性系统的稳
定性.根据文献 [19-21]、式 (7a)和 (7b)给出的系统稳
定性结论,本文采用灰系数矩阵所有特征值是否为负
的灰色区间电路稳定性判断方法,物理意义清晰,求
解方便.若灰色区间矩阵A(⊗) = [AC − ∆A, AC +

∆A] = [A, Ā],则灰色特征值λ(⊗)满足

A(⊗)x = λ(⊗)x, (8)

其中λi(⊗) = [λre
i , λ̄

re
i ] + j[λim

i , λ̄im
i ].

viuj = δij , i, j = 1, 2, · · · , n;

vre
i = Re(vi), vim

i = Im(vi);

ure
i = Re(ui), u

im
i = Im(ui);

P i = sgn[(ure
i v

re
i − uim

i vim
i )].

AC左特征值向量和右特征值向量分别为ui和vi,如
果P i对于所有AI都是常数,则区间特征值实部的下
界和上界分别为

λre
i = θre

i (AC −∆A ◦ P i),

λ̄re
i = θre

i (AC +∆A ◦ P i).

其中: θre
i (·)为选择第 i个实特征值 (·)的算子,C =

A ◦B表示Ckj = akjbkj .

2 灰色电路模型分析

所谓灰色电路模型,是指电路模型中元件参数具
有灰数特点,参数在某个区间或数集内取值含有不确
定数,简称灰电路.本文以某RLC串并联混合的可变
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参数灰色电路为例进行分析,电路模型如图1所示.

+

-

R1

L

C

R2U( )t

图 1 可变参数灰色电路的电路模型

由KVL和KCL定律,可以导出

u(t)− L
diL
dt = R1(⊗)iL +R1(⊗)C

duC

dt ,

L
diL
dt = uC +R2(⊗)C

duC

dt . (9)

其中:uC为电容两端电压, iL为流经电感的电流.设
初始状态均为0,对方程(9)作拉氏变换,得
UC(s)

U(s)
=

Ls

(R1(⊗)+R2(⊗))LCs2+(R1(⊗)R2(⊗)C+L)s+R1(⊗)
.

灰色电路的状态空间为[
u̇C

i̇L

]
= A(⊗)

[
uC

iL

]
+B(⊗)u,

uR2
= C(⊗)

[
uC

iL

]
+D(⊗)u. (10)

其中

A(⊗) = −
1

(R1(⊗) +R2(⊗))C
− R1(⊗)
(R1(⊗)+R2(⊗))C

R1(⊗)
(R1(⊗)+R2(⊗))L

− R1(⊗)R2(⊗)
(R1(⊗)+R2(⊗))L

 ,

B(⊗) =
[ 1

(R1(⊗)+R2(⊗))C
R2(⊗)

(R1(⊗)+R2(⊗))L

]T
,

C(⊗) =
[
− R2(⊗)
R1(⊗) +R2(⊗)

− R1(⊗)R2(⊗)
R1(⊗) +R2(⊗)

]
,

D(⊗) =
[ R2(⊗)
R1(⊗) +R2(⊗)

]
.

由于

Y (s) = G(s)U(s), Y (s) = R2(⊗)CSUC(s),

有

G(s) =

R2(⊗)LCs2

(R1(⊗)+R2(⊗))LCs2+(R1(⊗)R2(⊗)C+L)s+R1(⊗)
.

若s = jω,则有

G(jω) =
R2(⊗)LCω2

(R1(⊗)+R2(⊗))LCω2−j(R1(⊗)R2(⊗)C+L)ω−R1(⊗)
.

该灰色电路的输入输出关系可用一组灰色微分方程

表示,其形式为

(R1(⊗)+R2(⊗))LCÿ(t)+

(R1(⊗)R2(⊗)C + L)ẏ(t)+R1(⊗)y(t) =

R2(⊗)LCü(t). (11)

设x1 = y, x2 = ẏ,方程(10)可改写为[
ẋ1

ẋ2

]
=

 x2

−(R1(⊗)R2(⊗)C+L)x2−R1(⊗)x1+R2(⊗)LCü(t)

(R1(⊗)+R2(⊗))LC

.
灰色电路控制模型的能控性、能观性分别为

rank(U(⊗)) =
1

(R1(⊗) +R2(⊗))C
−L−R1(⊗)R2(⊗)C
(R1(⊗) +R2(⊗))2LC2

R2(⊗)
(R1(⊗) +R2(⊗))L

R1(⊗)L−R1(⊗)R2
2(⊗)C

(R1(⊗) +R2(⊗))2L2C

 ,

rank(V (⊗)) =
− R2(⊗)
R1(⊗)+R2(⊗)

R2(⊗)L−R2
1(⊗)R2(⊗)C

(R1(⊗)+R2(⊗))2LC

→

←
− R1(⊗)R2(⊗)
R1(⊗)+R2(⊗)

R1(⊗)R2(⊗)L+R2
1(⊗)R2

2C

(R1(⊗)+R2(⊗))2LC

 .

3 仿真实验

为了简化问题,对含有可变区间参数的灰色电路
进行分析和仿真,具体以图1所示的灰色RLC电路为
研究对象,进行控制性能分析和数值、电路仿真,以验
证所提出方法的有效性.图1所示电路元件参数如下:

C = 1mF, L = 1mH;

R1(⊗) +R2(⊗) = 10 kΩ,

R1(⊗) = [1 kΩ, 5 kΩ];

A(⊗) =

[
−0.1 ⊗1

⊗2 ⊗3

]
, B(⊗) =

[
0.1

⊗4

]
;

C(⊗) = [⊗5 ⊗6], D(⊗) = [⊗7];

A =

[
−0.1 −0.5
0.1 −2.5

]
, Ā =

[
−0.1 −0.1
0.5 −0.9

]
;

B =

[
0.1

0.5

]
, B̄ =

[
0.1

0.9

]
;

C = [−0.9 −2.5], C̄ = [−0.5 −0.9].
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中心矩阵为

AC =

[
−0.1 −0.3
0.3 −1.7

]
,

区间半径矩阵为

∆A =

[
0 0.2

0.2 0.8

]
.

由灰色系统能控性判据可知,若灰色系统不完全
能控,则需满足R1(⊗) + R2(⊗) = 0,这与给定的电
阻条件相矛盾,可以判断系统完全能控.同理,当R1

= R2 = 5 kΩ时,灰色电路系统不完全能观,其余条
件下系统完全能观.由前述方法可求得,灰色区间矩
阵A(⊗)的特征值分别为

λ1(⊗) ∈ [−0.5, −0.104 2],

λ2(⊗) ∈ [−2.495 8, −0.5],

0 0.4 0.8 1.2 1.6 2.0

t/10 s
-3
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(d) 1mHz, ,!$&'()* +,R R1 2

图 2 系统的输出响应

均具有负实部.因此,该灰色电路系统是稳定的.灰色
多项式表示为

P (s, αi, ai(⊗)) =

(R1(⊗) +R2(⊗))LCS2+

(R2(⊗)C + L)S +R1(⊗) =

a2s
2 + a1(⊗)s+ a0(⊗).

其中

a2 = 0.01, a1(⊗) ∈ [900 000.1, 2 500 000.1],

a0(⊗) ∈ [1 000, 5 000].

构造4个灰色Khairitonov多项式分别为

a2s
2 + a1s+ a0 = 0, a2s

2 + a1s+ ā0 = 0,

a2s
2 + ā1s+ a0 = 0, a2s

2 + ā1s+ ā0 = 0.

(a) 1kHz, = =5k!"#$% R R1 2 Ω

(b) 1kHz, = =9k!"#$% R R1 2 Ω1 kΩ,

(c) 1MHz, = =5k!"#$% R R1 2 Ω

(d) 1MHz,!"#$% R R1 2= 1 k = 9 kΩ, Ω

图 3 输入输出仿真波形
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通过灰色特征值的判断结果与灰色Kharitonov
多项式的求解对系统稳定性的影响本质是一致的.
分别选择 1 kHz和1 mHz正弦信号作为系统的输入,
在Matlab环境下根据系统的传递函数求出输出响应,
结果如图2所示.
在Multisim 13环境下,灰色电路输出和交流分

析的仿真实验结果分别如图3和图4所示.

1 100 10 k 1 M 100 M 10 G

1 100 10 k 1 M 100 M 10 G

1 100 10 k 1 M 100 M 10 G

1 100 10 k 1 M 100 M 10 G

1μ

100μ

10m

1

1μ

100μ

10m

1

0

50

100

0

50

100

R
R

1
2

=
=

5
k

M
a
g

n
it

u
d

e

R
R

1
2

=
=

5
k

P
h

a
se

/(
d

e
g

)

R R

1 2

=
1

k

=
9

k

M
a
g

n
it

u
d

e

Ω Ω

R R

1 2

=
1

k

=
9

k

Ω Ω

P
h

a
se

/(
d

e
g

)

frequence/Hz

frequence/Hz

frequence/Hz

frequence/Hz

图 4 交流分析图

由图2和图3可见, Matlab数值分析与电路仿真
得到的实验结果相一致.利用电路的测量工具可以
准确且有效获得灰色电路的输出实验结果.
利用灰色控制理论对灰色电路进行分析,可以有

效获得灰色电路的基本控制性能.由于灰参数的存
在,灰色电路研究更为复杂.通过电路仿真软件可以
在一定程度上简化模型问题,实现辅助验证,且电路
仿真结果直观,物理意义清晰.由图3和图4可见,R1

阻值和输入信号源频率的变化都将影响输出幅度

的变化.当R1阻值增加时,输出幅度减小;当输入信
号源在低频和中频范围且频率增加时,输出幅度增
加,在高频范围输出幅度最终稳定.当输入信号源在
低频时,输出相位基本保持不变;当信号源在10 kHz
与 10 mHz之间时,输出相位变化较快.R1 = R2 =

5 kΩ,信号频率分别为 1 kHz和 1 mHz时,输入输出
信号分别约有 90◦和 20◦的相位差;当R1 = 1 kΩ,
R2 = 9 kΩ,信号频率分别为1 kHz和1 mHz时,输入
输出分别约有90◦和10◦度的相位差.

4 结 论

本文提出了灰色电路的概念,借助灰数的代数运
算,研究了灰色线性定常电路系统在控制问题中能
控、能观、稳定性、输出和频域分析等基本问题,具有
一定的理论和实践意义.灰色电路模型的研究不仅
包含一般电路系统含有灰参数的情形,还包含运用灰
色系统分析、控制等问题.灰色电路的提出和发展不
仅有助于对灰色物理模型的电路仿真、验证和硬件

实现,还会对未来可能出现的控制问题及时排查、预
警和保护.相关研究成果可以为灰色电路、灰色控制
等相关问题的发展提供借鉴作用,对于如何设计灰色
电路、复杂模型灰数和灰色电路模型的简化、灰非线

性电路、灰延时电路、灰切换电路和灰时滞等电路模

型的分析有待进一步研究.
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