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基于参考点的高维多目标粒子群算法

韩 敏†, 何 泳, 郑丹晨
(大连理工大学电子信息与电气工程学部，辽宁大连 116023)

摘 要: 高维多目标优化问题一般指目标个数为4个或以上时的多目标优化问题.由于种群中非支配解数量随着
目标数量的增加而急剧增多,导致进化算法的进化压力严重降低,求解效率低.针对该问题,提出一种基于粒子群
的高维多目标问题求解方法,在目标空间中引入一系列的参考点,根据参考点筛选出能兼顾多样性和收敛性的非
支配解作为粒子的全局最优,以增大选择压力.同时,提出了基于参考点的外部档案维护策略,以保持最后所得解
集的多样性.在标准测试函数DTLZ2上的仿真结果表明,所提方法在求解高维多目标问题时能够得到收敛性和
分布性都较好的解集.
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Reference-point-based particle swarm optimization algorithm for many-
objective optimization
HAN Min†, HE Yong, ZHENG Dan-chen

(Faculty of Electronic Information and Electrical Engineering，Dalian University of Technology，Dalian 116023，China)

Abstract: Many-objective optimization problems generally refer to problems with four or more objectives. Because
the number of nondominated solutions increases quickly with the increase of the number of objectives, the evolutionary
pressure and efficiency of multi-objective evolutionary algorithms decrease heavily. To solve this problem, this paper
proposes a reference-point-based particle swarm optimization algorithm for many-objective optimization. A structured
set of reference points is generated in the objective space, and then the solutions which have both good convergence and
diversity are selected as the global best to increase the selection pressure. Meanwhile, a truncation method for the external
archive based on the reference points is proposed to maintain the diversity of the solution set. The results of simulations
on the DTLZ2 test problem show that the proposed algorithm can obtain a solution set which has both good convergence
and diversity for many-objective optimization problems.
Keywords: many-objective optimization；reference point；particle swarm optimization

0 引 䀰

多目标优化问题是工程实践与科学研究问题的

主要形式之一,各目标之间往往存在相互冲突,最优
解为一组互不占优的Pareto最优解集.一般当目标个
数为4个或以上时,称为高维多目标问题.由于高维
多目标问题的冲突目标数量增多,非支配解的数量急
剧增加,导致计算复杂度和搜索难度增大,是国内外
智能优化领域最难解决的问题之一[1]．

目前,研究者们已经提出了多种改进以应对高维
多目标问题,其中大多为进化算法,主要可以归纳为
以下几类: 1)改进支配关系,扩大支配区域,使一些质

量相对较差的个体被支配,从而增大选择压力,例如
ϵ支配[2]、K支配[3-4]、格支配[5]等; 2)基于多样性的
方法,减少多样性维护策略所带来收敛性降低的负
面影响,如Li等[6]提出的SDE的多样性策略,在选择
个体时兼顾了其收敛性和多样性; 3)基于聚合的方
法,设计一组权重系数将高维多目标问题转化为单
目标优化问题,如Zhang等[7]提出的基于分解的进化

算法 (MOEA/D),毕晓君等[8]提出的高维多目标多方

向协同进化算法 (HMMCA)等; 4)基于评价指标的方
法,通过给个体赋予适应度指标值来直接引导个体
收敛到Pareto前沿,如Zitzler等[9]将指标值引入个体

收稿日期: 2016-04-01；修回日期: 2016-06-24.
基金项目: 国家自然科学基金项目 (61374154, 61272375).
作者简介: 韩敏 (1959−), 女, 教授, 博士生导师, 从事复杂工业系统建模与控制、智能技术及优化算法等研究；何

泳 (1991−),男,硕士生,从事复杂系统建模和智能优化算法的研究.
†通讯作者. E-mail: minhan@dlut.edu.cn



608 控 制 与 决 策 第32卷

适应度函数中提出的 IBEA算法; Bader等[10]提出的

基于 Hypervolume的进化算法 (HypE); 5)基于参考点
的方法,通过一系列的参考点来评价解的质量,从而
辅助控制种群在目标空间中的分布,如Deb等[11]提

出的基于参考点的非支配排序遗传算法 (NSGA-III);
6)基于目标数量缩减的方法,通过降低目标维度来提
升传统算法对高维目标的优化能力[12]．

粒子群算法 (PSO)[13]是一种基于群体迭代搜索

的智能优化算法,可并行处理所有目标函数,具有操
作简单,收敛速度快等优点,将其应用到求解多目标
问题中的方法受到了学术界的广泛关注[14].然而,目
前大部分多目标粒子群主要针对2或3个目标的优
化问题,如何使粒子群有效求解高维多目标问题还是
一个亟待解决的问题.目前已有部分学者提出一些
改进算法,例如Wickramasinghe等[15]提出一种基于

距离测度的高维多目标粒子群算法,不再使用Pareto
支配关系,避免了Pareto支配带来的问题; Britto[16]等

提出改进外部档案维护策略以增大粒子群在解决高

维多目标问题时的选择压力;章恩泽等[17]提出一种

改进的r支配高维多目标粒子群优化算法,粒子之间
进行r支配比较,并优化了非r支配阈值的取值策略,
在高维DTLZ2测试函数上表现出较好的优化效果．
本文提出一种基于参考点的高维多目标粒子群

算法,为粒子群求解高维多目标优化问题提供一种
新的思路.由于在高维目标空间中,维数的增多使得
种群持续收敛和解集多样性维护方面出现较大的困

难,如何筛选出能兼顾收敛性和多样性的个体成为
一个关键问题.对此,将进化算法中基于参考点的策
略引入到多目标粒子群算法中,并结合粒子群自身的
特点,提出新的全局最优选择策略和外部档案维护策
略,在充分发挥粒子群快速收敛的优势的同时保持解
集的多样性分布.与其他典型的高维多目标算法进
行仿真比较,结果表明所提算法在解决高维多目标问
题时能够保持较好的收敛性和解集分布性．

1 高维多目标问题和粒子群算法

为了方便介绍所提算法,对高维多目标问题和粒
子群算法的一些相关概念进行简要介绍．

1.1 高维多目标问题

假设最小化形式的多目标问题具有n个决策变

量、M个优化目标,可表示为如下形式[14]:
min F (x) = (f1(x), f2(x), · · · , fm(x))T.

s.t. gi(x) ⩾ 0, i = 1, 2, · · · , p;
hj(x) = 0, j = 1, 2, · · · , q. (1)

其中:x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Ω ⊂ Rn为n维决策向

量,Ω为决策空间;F : Rn → Rm包含了m个目标函

数; gi(x) ⩾ 0为不等式约束条件;hj(x) = 0为等式约

束条件.当M ⩾ 4时,一般称为高维多目标问题.以
下是多目标优化问题引出的几个相关定义.
定义1(Pareto支配)[14] 称决策向量xv = (v1,

v2, · · · , vn)对xu = (u1, u2, · · · , un)是Pareto支配的,
记为xv ≺ xu ,当且仅当∀i = 1, 2, · · · ,m, fi(xv) ⩽
fi(xu),且∃j = 1, 2, · · · ,m, fj(xv) < fj(xu).
定义2(Pareto支配最优解集)[14] 如果P ∗ = {x

∈Rn|¬∃x′ ∈Rn, x′≺x},则称P ∗为Pareto最优解集.
定义3(Pareto前沿,PF ∗)[14] Pareto解集在目标

函数上的映射,即PF ∗ = {F (x)|x ∈ P ∗},映射之后
的集合称为Pareto前沿.

1.2 粒子群算法

粒子群算法是由Kennedy等[13]提出的一种基于

种群搜索的进化计算技术.在第k次迭代时,种群中
粒子i的速度和位置分别根据下式更新:

v
(k+1)
i,d = ωv

(k)
i,d + c1r1(pi,d − x

(k)
i,d )+

c2r2(pg,d − x
(k)
i,d ), (2)

x
(k+1)
i,d = x

(k)
i,d + v

(k+1)
i,d . (3)

其中:ω为惯性权重, v(k)i,d 和x
(k)
i,d 分别为第k次迭代时

粒子 i的第d维变量的速度和位置, pi和pg分别为粒

子 i的历史最优和全局向导的位置, c1和c2为学习因

子, r1和r2为 [0, 1]区间上均匀分布的随机值.

2 基于参考点的高维多目标粒子群算法

针对高维多目标优化问题,本文提出一种基于参
考点的高维多目标粒子群算法 (RPMOPSO).首先在
外部档案解集的目标空间中生成一系列均匀分布的

参考点,然后根据非支配解与参考点的相对位置选择
兼顾收敛性和多样性较好的个体作为粒子的全局向

导,从而指引粒子向真实Pareto前沿收敛的同时均匀
分布.

2.1 参考点生成和转换档案解集目标值

Das等[18]提出的标准边界交叉 (NBI)方法被广
泛应用于目标空间中产生参考点,通过设定每维的
步长和节点个数,循环迭代获取一组均匀分布的参考
点.本文采用该方法在档案解集的目标空间中生成
均匀分布的参考点.图1是在三维目标空间中产生参
考点的示意图,其中: r1、r2和r3分别是目标的维数,
每维都均匀分割成5个区间.

r1

r2

r3

0,0.2,0.4,0.6,0.8,1.0

0,0.2,0.4,0.6,0.8,1.0 0, 0.2,0.4,0.6,0.8

1,0.8,0.6,0.4,0.2, 0 0.8,0.6,0.4,0.2, 0

0,  0.2

0.2,  0 0

0...

...

图 1 参考点生成示意图



第4期 韩 敏等: 基于参考点的高维多目标粒子群算法 609

假设将每维目标分割成p个相等的区间,则参考
点的个数为

H = Cp
M+p−1, (4)

其中M是目标个数.当M取值为8或以上时,为防止
参考点数量过多,将参考点分成外层和内层两层[11],
设p1和p2分别为外层和内层分割的区间数,则总的
参考点数量为

H = Cp1

M+p1−1 + Cp2

M+p2−1. (5)

由于非支配解在各个目标的值范围可能不同,有
必要对其目标值fi(s)进行相应转换如下

[11]:
f̄i(s) = (fi(s)− zmin

i )/(znad
i − zmin

i ). (6)

其中: zmin
i = min

s∈A
fi(s)是外部档案A中的所有个体

在目标 i上的最小值, znad
i 是真实Pareto解集在目标

i上的最大值.采用文献 [19]中的方法对znad
i 值进行

估计.首先,找出A中在目标 i(i = 1, 2, . . . ,M)上的

极端解

si = arg min
s∈A

ASF(s,w); (7)

ASF(s, w) = max
j=1,2,...,M

{ 1

wj,i

∣∣∣fj(s)− zmin
i

z̃nad
i − zmin

i

}
; (8)

wj,i =

10−6, j ̸= i;

1, j = i.
(9)

其中: i = 1, 2, · · · ,M ,M是目标个数; z̃nad
i 是上一

次迭代时所估计的 znad
i 值.将{s1, s2, · · · , sM}构成

M维的线性超平面,其在(1, zmin
2 , · · · , zmin

M ), (zmin
1 , 1,

· · · , zmin
M ),(zmin

1 , · · · , zmin
M−1, 1)上的截距 a1, a2, · · · ,

aM通过下式计算得到: (a1 − zmin
1 )−1

...
(aM − zmin

M )−1

 = E−1u. (10)

其中:E = (f(si) − Zmin, · · · ,f(si) − Zmin)T,Z =

(zmin
1 , zmin

2 , · · · , zmin
M ),u = (1, 1, · · · , 1)T.如果E非

满秩,则令 ai = max
s∈A

fi(s).求出截距 ai之后,令

z̃nad
i = ai.
根据以上步骤生成参考点和转换档案解集目标

值之后,将原点和参考点连接成一系列的参考线,将
档案内的非支配解关联到与其垂直距离最近的参考

线中[12].
值得注意的是,本文所提算法和参考文献 [11]均

采用了参考点的方法.但文献 [11]中为多目标遗传
算法,需要从种群中选择优秀个体遗传到下一代,因
此参考点作用于种群.而在本文的粒子群算法中,需
要从档案中选择全局最优来引导种群收敛,因此参考
点作用于档案解集.另外,本文所提算法需要重新设
计全局最优选择策略和外部档案维护策略,以下进行
详细描述.

2.2 全局最优选择策略

粒子群优化算法中的全局最优个体影响整个粒

子群的飞行和更新,因此也是改善整个算法性能的关
键.通常,全局最优个体引导种群向真实Pareto前沿
推进,或者沿Pareto前沿进行多样性分布.如果全局
最优的收敛性不足则可能导致选择压力过小而不能

有效推进收敛过程,而如果多样性差则容易造成种群
早熟收敛而丢失多样性.因此,在全局最优选择策略
上,应尽可能兼顾其收敛性和分布性,从而有效推进
进化过程.
本文提出基于参考点的全局最优选择策略.由

于同一参考线可能关联多个个体,数量越多,表明该
参考线附近个体密度越大.因此,根据参考线所关联
的个体数量作为多样性度量指标,记为参考线的拥挤
度ρj(j = 1, 2, · · · ,H为参考线索引). ρj值越大,说明
个体在参考线j 附近分布越密集,多样性越差.当两
个非支配解被同一条参考线所关联,则视为具有相同
的多样性.为了进一步评估非支配解的收敛性,定义
非支配解s到参考点的距离作为收敛性度量指标,计
算如下:

σs =



√√√√ M∑
i=1

(fn
i (s)− zi)

2,

M∑
i=1

fn
i (s) ⩾ 1;

−

√√√√ M∑
i=1

(fn
i (s)− zi)

2,
M∑
i=1

fn
i (s) < 1.

(11)

其中: z = (z1, z2, · · · , zM )为非支配解s所对应的参

考点向量.
M∑
i=1

fn
i (x) ⩾ 1表示非支配解位于参考点

所在平面上方,反之表示在下方. σ值越小,代表非支
配解的收敛性越好.因此,在多样性相同的非支配解
中,选择σ值最小的解作为全局向导.具体步骤如下：

Step 1:随机选择两条参考线,取拥挤度ρ值较小

的参考线j的非支配解集J ,如果拥挤度值相同,则随
机选择某一条参考线的非支配解集J ;

Step 2:在所取的非支配解集J中,选择σ值最小

的解s = arg min
s∈A

σs作为粒子的全局向导.

图2为二维目标空间中全局最优选择策略示意
图,从左到右4条参考线的拥挤度分别为ρ1 = 2, ρ2 =

2, ρ3 = 1, ρ4 = 2.参考线3比其他参考线的拥挤度
值更小,所以被选中的概率更大.假设被锦标赛选中
的参考线为1和2,因为具有同样的ρ值,所以随机取
其中一条参考线 (假设选中参考线2)所关联的解集
J .比较J中非支配解的收敛性指标σ值,可以看出
σd < σc,所以收敛性更好的非支配解d将被选为粒

子的全局向导.可见,本文算法首先选择了分布较稀
疏的解,使粒子飞向稀疏的近似Pareto解集区域,并
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采用锦标赛选择保持搜索行为的随机性,以避免早熟
收敛;其次,在分布稀疏的解集中选择收敛性最好的
解,以推进种群收敛.

f
1

f
2

a

b c

d e

f g ρ
4
= 2

ρ
3
= 1

ρ
2
= 2

ρ
1
= 2

O

!"#

$%&

'( )*Pareto

图 2 全局最优选择策略示意图

2.3 外部档案维护策略

外部档案用于保存种群进化过程中所发现的高

质量的非支配解,当算法所得到的非支配解数量超过
档案限定最大容量时,需要删除超出其最大容量的非
支配解数量.在此过程中需要注意解集的多样性,以
避免最终解集的多样性损失.因此,外部档案的更新
和维护策略也是多目标粒子群的关键技术之一.为
了维持解集的多样性,本文提出基于参考点的多样性
维护策略.首先选择拥挤度最高的参考线,然后将其
所关联的收敛性最差的非支配解删除.具体步骤如
下:

Step 1:取拥挤度为最高值的参考线集合Jmax =

{j : arg max
j

ρj},随机选择其中一条参考线j;

Step 2:将参考线j所关联的解集J中σ值最大的

非支配解s = arg max
s∈J

σs删除.

根据该多样性维护策略,每次维护将外部档案分
布性最差区域中收敛性最差的非支配删除,保持了解
集的多样性和收敛性.

2.4 算法流程

RPMOPSO算法的总体流程如下.
Step 1:初始化.设置种群P (0),种群数量N和最

大迭代次数Gmax;初始化粒子的个体最优为当前位
置xi;设定档案A(0) = ∅,以及最大容量Ā;令迭代次
数k = 0.

Step 2:将P (0)中的非支配解加入A(0),形成A(1).
Step 3:令k := k + 1.
Step 4:按式 (2)和 (3)更新粒子的位置,并计算目

标函数值.
Step 5:将种群中的粒子与A(k)中的解Pareto支

配比较,如果粒子支配A(k)中的旧解,或两者互不支
配,则将粒子加入到A(k)中,并删除A(k)中被支配的

旧解.
Step 6:根据A(k)中的非支配解集生成参考点,对

所有非支配解的目标值进行转换,并关联到相应的参
考点.

Step 7:判断A(k)中解的数量是否大于Ā,如果是,
则根据所提的外部档案维护策略删除多余的解,并更
新所删除解所属的参考线ρ值.

Step 8:若未达到算法终止条件,则回到Step 3;否
则终止算法,最后输出A(k)中的非支配解.

2.5 计算复杂度分析

假设所求问题有M个目标数,H个参考点,N
个粒子,外部档案最大容量为 Ā,则根据所提算法流
程,每次迭代过程中的主要操作及最坏情况下的计
算复杂度为:找出理想点为O(MN),找出极端解为
O(M2N),计算截距 ai为O(M3),种群和档案中的
解进行非支配比较为O(MNĀ),档案中所有解关
联到相应参考线为O(MNH),式 (11)中计算σs为

O(M(Ā + N)),找出所关联解的数量最少的参考
线集合为O(H),进行全局向导选择为O(NĀ).在
RPMOPSO算法中H = N = Ā,故计算复杂度为
O(MN2).

3 仿真实验及结果分析

将所提算法与3种目前具有代表性的多目标进
化算法 (分别为NSGA-III[11], OMOPSO[20]和 IBEA[9]

算法)对比.采用DTLZ2[21]问题进行仿真实验,其变
量维数设置为M + k − 1.其中:M为目标个数,本次
仿真中k取10. DTLZ2问题的表达式如下:

min f1(x) = (1 + g(xM ))

M−1∏
i=1

cos xiπ

2
,

min fm=2:M−1(x) =

(1 + g(xM )) · sin xM−m+1π

2
·
M−m∏
i=1

cos xiπ

2
,

min fM (x) = (1 + g(xM )) sin xiπ

2
;

s.t. g(xM ) =
∑

xi∈xM

(xi − 0.5)2. (12)

采用反转世代距离(IGD)[11]作为性能评价指标.其值
越小,说明算法所得解集的收敛性和多样性越好.在
参数设置方面,参考点数量和种群规模大小设置如表
1所示, RPMOPSO中惯性权重ω为0.729,学习因子c1

和c2均设置为1.494, RPMOPSO和OMOPSO的外部
档案最大容量等于种群规模,其他控制参数均按相应
原文献设置.表2为各算法独立运算30次时最终解
集的 IGD最小值、中位值和最大值,最好结果用加粗
字体表示, NSGA-III的实验结果来自文献[11].

表 1 目标个数不同时的参考点数量和种群规模

目标
p

参考点 NSGA-III 粒子群和 IBEA算
个数 数量 种群规模 法的种群规模

3 p = 12 91 92 91
5 p = 6 210 212 210
8 p1 = 3, p2 = 2 156 156 156
10 p1 = 3, p2 = 2 275 276 275
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表 2 对比算法在DTLZ2测试问题上的 IGD指标对比结果

测试问题 目标个数 最大迭代次数 RPMOPSO(本文) NSGA-III[11] OMOPSO[20] IBEA[9]

8.021 × 10−4 1.262 × 10−3 1.093 × 10−3 1.335 × 10−3

3 250 8.217 × 10−4 1.357 × 10−3 1.155 × 10−3 1.409 × 10−3

8.178 × 10−4 2.114 × 10−3 1.251 × 10−3 1.474 × 10−3

2.617 × 10−3 4.254 × 10−3 2.736×10−2 1.542 × 10−2

5 350 2.521 × 10−3 4.982 × 10−3 3.152×10−2 1.557 × 10−2

DTLZ2
2.883 × 10−3 5.862 × 10−3 3.446 × 10−2 1.574 × 10−2

9.571 × 10−3 1.371 × 10−2 7.956 × 10−2 1.624 × 10−2

8 500 1.143 × 10−2 1.571 × 10−2 9.969 × 10−2 2.051 × 10−2

1.641 × 10−2 1.811 × 10−2 1.348 × 10−1 7.915 × 10−2

7.122 × 10−3 1.350 × 10−2 1.348 × 10−1 1.349 × 10−2

10 750 8.817 × 10−3 1.528 × 10−2 1.071 × 10−1 2.503 × 10−2

1.235 × 10−2 1.697 × 10−2 1.163 × 10−1 4.287×10−2
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图 3 4种对比算法在3目标DTLZ2上的Pareto近似前沿

DTLZ2问题用于测试算法在增加目标个数时的
运算能力.从表2可以看出,随着目标函数个数的增
多,各算法所得解集的 IGD值呈下降趋势,说明随着
目标个数的增加,优化难度也逐渐增大.图3展示了4
种算法优化3目标DTLZ2所得的Pareto近似前沿.综
合来看,所提算法RPMOPSO在解决高维多目标问题
具有一定的优势,具体分析如下.

1)与OMOPSO算法相比, OMOPSO在目标数较
少时收敛性表现较好,仅次于RPMOPSO(IGD值比
NSGA-III和 IBEA更小,但比RPMOPSO大),表明了
粒子群具有收敛速度快的优势,在同样迭代次数下
能达到更好的收敛性.但由于不是针对高维多目标
问题的算法,因此在目标个数较多的情况下, IGD值
比其他3种算法更差, 无法体现收敛速度的优势.相
比之下, RPMOPSO不仅在低维时具有较快的收敛
速度,同时在高维目标情况下保持了较好的收敛性,
IGD值均小于OMOPSO所得的IGD值．

2)与同为解决高维多目标问题的NSGA-III、
IBEA相比, RFMOPSO也具有收敛性和多样性的优
势, IGD的值比NSGA-III、IBEA更小.在图3中, IBEA
在保持收敛的同时无法有效维持解集的多样性,出
现较多的稀疏区域.而RPMOPSO和NSGA-III取得
的解集不仅具有较好的收敛性,同时在真实Pareto前
沿也分布比较均匀,保持了较好的多样性.而从表2
的IGD值比较来看,所提算法比同为基于参考点方法
的NSGA-III算法取得了更精确的解集 (IGD值更小).
说明本文算法所设计基于参考点的全局最优选择策

略和外部档案维护策略能够有效引导种群收敛,并且
增加解集的分布性,在求解高维多目标问题时能够保
持良好的收敛性和解集分布性.

4 结 论

针对高维多目标优化问题,本文提出一种基于参
考点的高维多目标粒子群算法RPMOPSO.在目标空
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间中引入的参考点能够有效筛选出多样性和收敛性

好的非支配解,作为粒子的全局向导,增大了选择压
力,使得算法的搜索能力不受目标个数增加的影响;
同时,所提出的基于参考点的档案维护策略也有效避
免了最终档案中解集多样性的丢失,维护了最终解集
的多样性.对多个目标的DTLZ2问题进行仿真实验,
并与NSGA-III、OMOPSO和 IBEA算法进行了比较,
结果表明所提算法在求解高维多目标问题时具有收

敛性和多样性的优势.
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