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基于切换原理的非均匀采样系统控制

王宏伟†, 连 捷

(大连理工大学控制科学与工程学院，辽宁大连 116024)

摘 要: 在非均匀采样系统中,存在着刷新时间间隔不确定、时变的情况,这给系统控制器的设计造成了很大困
难.为此,将刷新时间间隔看作时延变量,不同时延大小情况下的系统动态变化用不同子系统模型刻画,从而将时
延的变化律转化为不同子模型之间的切换律,将非均匀采样系统描述为一类具有有限个子系统的离散时间切换
系统.通过定理形式给出含有不确定刷新时间间隔的反馈闭环系统鲁棒稳定性的充分条件.
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Control of non-uniform sampling systems based on switching principle
WANG Hong-wei†, LIAN Jie

(School of Control Science and Engineering，Dalian University of Technology，Dalian 116024，China)

Abstract: The uncertainty and time variation of the refresh time interval exist in non-uniform sampling systems, which
cause great difficulties to design the system controller. To deal with the problems, the refresh time interval is regarded as
the time delay variable, and the system dynamic changes in different time delays are characterized by different subsystems.
The changing laws of time delay are transformed into the switching laws among different sub models.The non-uniform
sampling system is described as a class of discrete-time switched systems with some subsystems. Sufficient conditions of
the robust stability of the closed-loop systems with the uncertain refresh time interval are given in the form of theorems.
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0 引 䀰

随着现代工业的发展,先进的计算机技术、控制
技术、通讯技术使得越来越多的系统在3C融合时代
采用多种操作频率,称为多率采样数据系统,简称多
率系统[1-2],这种系统其中最为普遍的是输入信号刷
新和 (或)输出信号采样呈现不等时间间隔的非均匀
采样数据系统[3-4].在石油、电力、冶金、化工、食品、
轻纺等过程工业中,由于设备价格昂贵、缺乏在线检
测、可靠性差、维护困难等原因,某些反映产品质量
水平的关键变量和参数 (如产品成分、浓度[5-6]、熔

融指数[7-8]、Kappa值[9-10]等)只能通过人工采样和实
验室化验分析来获取数据,采样周期较长且采样时间
间隔不规则.在网络控制系统中,为了克服冗余数据
对系统性能的负面影响,传感器一般采用时间驱动的
工作方式,采样时间间隔是均匀变化的,而执行器一
般采用事件驱动的工作方式,其采样时间间隔是随机
的,不确定的.同时,受到传输距离、通讯网络承载能

力和通讯带宽的限制,数据在传输过程中不可避免地
存在时延、丢包、乱序等现象使得实际采样频率呈现

非均匀性[11-14].
上述非均匀周期采样数据系统一般还具有以下

特点:
1)测量数据是在不同采样时刻、不同采样频率

得到的;
2)控制输入信号和输出信号在时序上呈现非均

匀、非同步、刷新时间和采样间隔不确定的特征;
3)由于某种资源受限 (可以是通信网络带宽限

制、智能仪器仪表测量限制、人工检测时间限制、计

算能力限制等原因引起的),输入信号是时延的.
鉴于非均匀采样系统中,在一个框架周期内输入

信号非均匀刷新,输出信号均匀采样,其中输入信号
刷新时间间隔往往是时变的、不确定的,本文提出一
种切换系统方法来处理刷新时间不确定性问题.采
用非均匀保持器读取数据的频率高于传感器采样频
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率的策略,将刷新时间间隔看作时延变量,不同时延
大小情况下的系统动态变化用不同子系统模型刻画,
从而将指数时变项分解为多个定常项,将时延的变化
律转化为不同子模型之间的切换律,最终将非均匀采
样系统转化为一类含有若干有限个子系统的离散时

间切换系统.在此基础上,利用平均驻留时间方法推
导出保证非均匀采样系统指数稳定的状态反馈控制

器设计方法.

1 问题描述

考虑研究非均匀采样系统如图1所示. Sc是被控

对象,在kT + tik时刻收到计算机产生的离散输入信

号u(kT + tik), i = 1, 2, · · · , p,经过非均匀零阶保
持器HΓ生成一个连续信号u(t)作为被控对象Sc的

输入,输出量y(t)以T为周期均匀采样,即在 [kT, kT

+ T )内, y(t) = y(kT ).

y kT( )y t( )

v t( )

u t( )uKT t+ i

Hτ Sc ST

+

+

图 1 非均匀采样系统原理

在非均匀采样系统中,刷新时间间隔是时变的、
不确定的,输入信号u(t)可以表示为

u(t) :=

u(kT ), kT ⩽ t < kT + t1k;

u(kT + t1k), kT + t1k ⩽ t < kT + t2k;

...

u(kT + t(p−1)k), kT + t(p−1)k ⩽ t < (k + 1)T .

(1)

其中: τik(τik: = tik − t(i−1)k)为刷新时间间隔, tik: =
τ1k+τ2k+· · ·+τik (设t0k = 0, tpk = T ),T : = τ1k+τ2k

+ · · ·+ τpk = tpk为框架周期.
根据非均匀采样系统的实际情况,对上述非均匀

采样过程作一些简化处理:
1)在实际的非均匀采样系统中,输入信号一般具

有时延性,当前输入信号与过去历史信号是相关的,
即

u(kT + tik) = u(kT − dT ),

i = 1, 2, d = 0, 1, · · · .

2)为了讨论方便,取d = 0, 1,有

u(t) =

{
u(kT − T ), kT ⩽ t < kT + τk;

u(kT ), kT + τk ⩾ t < kT + T .
(2)

其中 τk = t1k是刷新时间,也表示时间的延滞 (简称
时延).

3)框架周期T由最小周期T0组成,即T0 = T/N ,
非均匀零阶保持器的刷新周期为T0.

4)在框架周期内,输入信号非均匀刷新两次,即
p = 2,刷新时间间隔是时变的、不确定的.

上述4点在实际非均匀采样系统中经常遇到,如
网络控制系统存在延时、工业生产中产品质量水平

的关键变量和参数测量延时等.处理4)主要考虑网
络控制系统大多数延时是短延时,工业重要变量的软
测量也是在短时间内完成,在采样周期内输入信号非
均匀刷新两次,符合一般性情况.
图1中的连续时间被控对象描述如下:

Sc : ẋ(t) = Acx(t) +Bcu(t). (3)

其中:x(t) ∈ Rn为状态向量;u(t) ∈ Rm为控制输入;
Ac和Bc为两个适当维数的矩阵.根据上述假设得知,
0 ⩽ τk ⩽ T ,在任意框架周期内最多只有两次控制
量,即u(kT )和u(kT −T ),简记为u(k)、u(k−1)(以下
各变量简记与此相同),即u(k)、u(k − 1)作用于被控

对象,时序如图2所示.

KT KT T+ 0
t1 KT T+3 0

KT T+

u k( )

u k( )

u k( )-1

n k T1( ) 0

n k T0( ) 0

图 2 控制信号时序

在图2中,当前控制信号u(k)在经过τk = t1−kT
时延后到达零阶保持器端,零阶保持器在kT +3T0时

刻读取u(k),并将输入u(k−1)更新为u(k).对于任意
k > 0,记u(k)和u(k−1)作用于被控对象上的时间分
别为n0(k)T0和n1(k)T0,则有

n0(k), n1(k) ∈ F0 = {0, 1, · · · , N},

n0(k) + n1(k) = N,

n0(k)T0 + n1(k)T0 = NT0 = T.

将式 (3)以采样周期T离散化,并考虑时延情况,
可得

x(k + 1) =

Ax(k) +
w T

n0(k)T0

eAcτBcdτ · u(k − 1)+

w n0(k)T0

0
eAcτBcdτ · u(k) =

Ax(k) +
w (n0(k)+n1(k))T0

n0(k)T0

eAcτBcdτ · u(k − 1)+

w n0(k)T0

0
eAcτBcdτ · u(k) =



第4期 王宏伟等: 基于切换原理的非均匀采样系统控制 621

Ax(k) +

n1(k)−1∑
i=0

A
i+n0(k)
0 B0u(k − 1)+

n0(k)−1∑
i=0

Ai
0B0u(k). (4)

其中:A = eAcT ,A0 = eAcT0 ,B0 =
w T0

0
eAcτBcdτ .

当n1(k)和n0(k)都在有限集合内取值时,可将
式 (4)视为一个含有限个子系统的切换系统,引入一
个R2 → R的映射 [n1(k) n0(k)]→ σ(k),其中σ(k)为

非负整数,得到

[n1(k) n0(k)] = [0 N ]→ 0,

[n1(k) n0(k)] = [1 N − 1]→ 1,

...

[n1(k) n0(k)] = [N 0]→ N.

系统(4)可重写为如下的切换系统模型:

Sσ(k) : x(k + 1) =

Ax(k) +B0σ(k)u(k) +B1σ(k)u(k − 1). (5)

其中

B0σ(k) =

n0(k)−1∑
i=0

Ai
0B0,

B1σ(k) =

n1(k)−1∑
i=0

A
i+n0(k)
0 B0.

σ(k) ∈ F0为切换信号.显然,式(5)是具有N + 1个子

系统的切换系统,用Sj表示式 (5)的第 j个子系统, j
∈ F0,则σ(k) = j表示系统 (4)驻留在子系统Sj上.
切换过程如图3所示.
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图 3 系统的切换过程

考虑控制器为状态反馈控制器u(k) = Kx(k),
由式(5)可得到以下闭环系统模型:

Scσ(k) : x(k + 1) = Âσ(k)x(k) + B̂1σ(k)x(k − 1). (6)

其中

Âσ(k) = A+ B̂0σ(k),

B̂0σ(k) = B0σ(k)K,

B̂1σ(k) = B1σ(k)K.

在前文描述中,将非均匀采样系统描述为一个含有若
干个子系统的离散时间切换系统,当时延 τk变化时,
系统 (5)从一个子系统切换到另一个子系统,实现系
统子模型之间的切换,因此可以借助于切换系统控制
原理设计非均匀采样系统控制器.

2 非均匀采样系统稳定性分析

2.1 指数稳定性分析

所要解决的问题是:设计一个形如 u(k) =

Kx(k)的状态反馈控制器,使闭环非均匀采样系统
(6)指数稳定.首先给出如下定理.
定理1 考虑闭环非均匀采样系统 (6),若存在正

常数λ(0 < λ ⩽ 1)、µ ⩾ 1和适当维数的正定矩阵Pj、

Qj(j = 0, 1, · · · , N),使得如下不等式成立:

Ωj =[
ÂT

j PjÂj − λ2Pj +Qj ÂT
j PjB̂1j

B̂T
1jPjÂj B̂T

1jPjB̂1j − λ2Qj

]
< 0,

(7)

Pa ⩽ µPb, Qa ⩽ µQb, ∀a, b ∈ F0, (8)

ta > ta
∗ =

lnµ

2 ln(1/λ) . (9)

则系统 (6)指数稳定,并具有指数衰减率ρ(λ, ta) =

λµ
1

2ta .
证明 假设k1, k2, · · · , ki表示σ(k)在间隔 [0, k)

内的切换点,满足0 < k1 < k2 < · · · < ki < k.系统
(6)中子系统模型为

Scj : x(k + 1) = Âjx(k) + B̂1jx(k − 1),

j ∈ F0. (10)

选取Lyapunov函数

Vσ(k)(k) =

xT(k)Pσ(k)x(k) + xT(k − 1)Qσ(k)x(k − 1). (11)

考虑Vj(k)沿子系统Scj动态轨迹变化.由式 (11)可
得

Vj(k + 1)− λ2Vj(k) =

xT(k + 1)Pjx(k + 1) + xT(k)Qjx(k)−

λ2xT(k)Pjx(k)− λ2xT(k − 1)Qjx(k − 1) =[
x(k)

x(k − 1)

]T [
ÂT

j

B̂T
1j

]
Pj [Âj B̂1j ]

[
x(k)

x(k − 1)

]
+
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xT(k)(−λ2Pj +Qj)x(k)−

λ2xT(k − 1)Qjx(k − 1) =[
x(k)

x(k − 1)

]T

Ωj

[
x(k)

x(k − 1)

]
. (12)

其中:Pj > 0,Qj > 0, j ∈ F0.

记µ(k) =

[
x(k)

x(k − 1)

]
,由式(7)和(12)可得

Vj(k + 1)− λ2Vj(k) = ηT(k)Ωjη(k) ⩽ 0. (13)

由式(13)可得

Vj(k + 1) ⩽ λ2Vj(k). (14)

式 (14)意味着Vj(k)(j = 0, 1, · · · , N),沿着各子系统
的轨迹指数衰减,即

Vσ(ki)(k) ⩽ λ2(k−ki)Vσ(ki)(ki),

Vσ(kj−1)(kj) ⩽ λ2(kj−kj−1)Vσ(kj−1)(kj−1),

j = 0, 1, · · · , i. (15)

另一方面,由于

Vσ(k)(k) = Vσ(ki)(k),

Vσ(kj−1)(kj) = Vσ(kj−1)(kj),

j = 0, 1, · · · , i. (16)

由式(15)和(16)可得
Vσ(k)(k) = Vσ(ki)(k) ⩽ λ2(k−ki)Vσ(ki)(ki),

Vσ(kj−1)(kj) ⩽ λ2(kj−kj−1)Vσ(kj−1)(kj−1),

j = 0, 1, · · · , i.

(17)

由于系统 (6)的状态在切换点不跳变,由式 (8)可
得

Vσ(kj)(kj) =

xT(kj)Pσ(kj)x(kj)+

xT(kj − 1)Qσ(kj)x(kj − 1) ⩽

µxT(kj)Pσ(kj−1)x(kj)+

µxT(kj − 1)Qσ(kj−1)x(kj − 1) =

µVσ(kj−1)(kj), j = 0, 1, · · · , i. (18)

取抖动界N0 = 0,根据平均驻留时间的定义[16]、

式(17)和(18)可递推求得

Vσ(k)(k) ⩽ λ2(k−ki)Vσ(ki)(ki) ⩽

λ2(k−ki)µVσ(ki−1)(ki) · · · ⩽

µNσ [0,k)λ2(k−ki)λ2(ki−ki−1) · · ·λ2k1Vσ(0)(0) =

µNσ [0,k)λ2kVσ(0)(0) ⩽

µ
k
ta λ2kVσ(0)(0) = ρ(λ, ta)

2kVσ(0)(0). (19)

由式(19)可得

β1∥x(k)∥2 ⩽ Vσ(k)(k) ⩽

ρ(λ, ta)
2kVσ(0)(0) ⩽ ρ(λ, ta)

2kβ2∥x0∥2. (20)

其中

β1 = min
j∈F0

λmin(Pj),

β2 = max
j∈F0

(λmax(Pj) + λmax(Qj)).

由式(20),进一步可得

∥x(k)∥ ⩽
√

β2

β1
ρ(λ, ta)

k∥x0∥, (21)

其中∥x0∥为初始值.不等式 (9)和λ < 1保证ρ(λ, ta)

< 1,从而闭环非均匀采样系统指数稳定并具有指数
衰减率ρ(λ, ta). 2

注1 在实际应用中,若无法知道时延,则难以确
定平均驻留时间ta,从而难以应用条件 (9).因为ta ⩾
1,若1 >

lnµ

2 ln(1/λ) ,则无论时延如何变化和不确定,

条件 (9)总是成立的.所以,当实际时延未知时,可用
λ < µ− 1

2代替条件 (9).此时,闭环非均匀采样系统
(6)的指数衰减率为ρ = λµ0.5.

2.2 状态反馈控制器设计

定理 1给出了系统 (6)指数稳定的条件,下面给
出使系统 (5)指数稳定的状态反馈控制器的设计方
法.
引理1[17] 对于任意矩阵A、正定矩阵P和Q,不

等式ATQA− P < 0成立,当且仅当存在一个矩阵Y ,
使得以下矩阵不等式成立:[

−P ATY

Y TA − Y − Y T +Q

]T

< 0.

在引理1基础上,通过如下定理2给出状态反馈
控制器的设计方法.
定理2 对于给定的正常数λ(0 < λ ⩽ 1),µ ⩾

1,若存在适当维数的矩阵X ,V ,Rj > 0和Sj > 0, j
= 0, 1, · · · , N ,使得不等式(9)和如下不等式成立:−λ

2Rj + Sj 0 XTAT + V TBT
0j

∗ −λ2Sj V TBT
1j

∗ ∗ −X −XT +Rj

 < 0, (22)

Ra ⩽ µRb, Sa ⩽ µSb, ∀a, b ∈ F0. (23)

则控制器u(k) = V X−1x(k)将保证系统 (6)指数稳
定,并且指数衰减率满足ρ(λ, ta) = λµ

1
2ta .

证明 由引理1可知,Ωj < 0成立当且仅当存在

一个矩阵Y ,使得以下不等式成立:
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−λ2Pj +Qj 0 ÂT

j Y

∗ −λ2Qj B̂T
1jY

∗ ∗ −Y − Y T + Pj

 < 0. (24)

上述观点是可逆的.对式 (24) 分别左乘矩阵
diag{Y −T, Y −T, Y −T}和右乘diag{Y −1, Y −1, Y −1},
可得

λ2Y −TPjY
−1 + Y −TQjY

−1 0

⋆ −λ2Y −TQjY
−1

⋆ ⋆

→

←
Y −TÂT

j

Y −TB̂T
1j

−Y −T − Y −1 + Y −TPjY
−1

 < 0.

记X = Y −1,V = KX , Rj = XTPjX ,Sj =

XTQjX ,由式 (24)可得 (22).对Pa ⩽ µPb和Qa ⩽
µQb分别左乘矩阵XT和右乘矩阵X ,得到式 (23),从
而由定理1可知定理2成立. 2
3 仿真实ֻ

考虑如下被控对象[15-16]:
ẋ(t) =

[
0 1

−2 −3

]
x(t) +

[
0

1

]
u(t),

y(t) = [ 1 0 ]x(t).

取采样周期为T = 10ms,将采样间隔十等分,即令
N = 10,取非均匀保持器读取数据的周期T0 = 1ms,
闭环非均匀采样系统可由式(6)描述.
假定最大时延上界τ = 4T0 = 4ms,输入信号时

延只有5种取值可能,即τ(k) ∈ {0, 1, 2, 3, 4}ms,此时
系统 (5)最多含有5个子系统,表示为Sci(i = 0, 1, 2,

3, 4). Sci的系统输入矩阵由 n1(k)和 n0(k)决定,且
[n1(k) n0(k)]的5种可能取值分别为 [0 10], [1 9],
[2 8], [3 7], [4 6].定义映射

[n1(k) n0(k)]→ σ(k) :

[0 10]→ 0, [1 9]→ 1, [2 8]→ 2,

[3 7]→ 3, [4 6]→ 4.

当时延τ(k) = 0时,相应的闭环非均匀采样系统模型
可由Sc0描述;当时延τ(k)在(0 T0]内变化时,相应的
闭环非均匀采样系统模型可由Sc1描述;其他子系统
以此类推.以0.03为步长,通过一维搜索算法可得,使
线性矩阵不等式 (22)和 (23)可行的最小µ和λ分别为

µ = 1.05和λ = 0.95.进一步,求解线性矩阵不等式
(22)和(23),得到如下状态反馈控制器的增益:

K = [320.798 2 111.431 2].

由于λ < µ−0.5 = 0.975 9,满足注1条件,即λ <

µ− 1
2成立.控制器u(k) = Kx(k)能够使得相应的闭

环非均匀采样系统稳定,且其指数衰减率满足 ρ =

λµ0.5 = 0.973 5.
在仿真中,设系统初始值为x(0) = [2 − 3]T,仿

真结果如图4和图5所示.图4给出了非均匀刷新时
间间隔或者时延变化,可见,不确定刷新时间间隔小
于时延上界4 ms.图5给出了x1(k + 1)、x2(k + 1)响
应,可见系统收敛到零,是渐近稳定的.仿真结果表明
了所设计的控制器的有效性.
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图 4 非均匀刷新时间间隔
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图 5 系统状态响应

4 结 论

本文提出了一种切换系统方法来处理刷新时间

不确定性问题.主要创新点表现在: 1)将采用非均匀
采样系统的刷新时间间隔看作时延变量,不同时延大
小情况下的系统动态变化用不同子系统模型刻画; 2)
将指数时变项分解为多个定常项,将时延的变化律转
化为不同子模型之间的切换律; 3)将非均匀采样系
统最终描述为一类具有有限个子系统的离散时间切

换系统.对于长延时,若输入信号非均匀,则可以刷新
多次 (两次以上),采用切换原理对其控制是下一步的
研究重点.
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