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航天器姿态机动的非线性鲁棒H∞控制方法

周燕茹, 曾建平†

(厦门大学自动化系，福建厦门 361005)

摘 要: 针对存在动力学参数摄动及外部干扰的航天器姿态机动问题,给出一种新的非线性鲁棒H∞控制方

法.通过适当处理和假设,将航天器姿态模型表示为具有凸多面体不确定性的多项式型状态空间方程,并基于
Lyapunov稳定性和平方和 (SOS)理论,建立非线性状态反馈H∞控制设计的可解性条件.最后,通过数值仿真实例
验证了所提出方法的有效性.
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Nonlinear robust H∞ control for spacecraft attitude maneuver
ZHOU Yan-ru, ZENG Jian-ping†

(Department of Automation，Xiamen University，Xiamen 361005，China)

Abstract: A new nonlinear robust H∞ control approach is proposed for the problem of the spacecraft attitude maneuver
with dynamic parameter perturbation and external disturbance. By the appropriate treatment and assumption, the
spacecraft attitude model is expressed as a polynomial state space equation with polytopic uncertainty, and the solvable
conditions of the nonlinear state feedback H∞ control is established based on the Lyapunov stability and the sum of
squares(SOS) theories. Finally, a numerical example is given to illustrate the effectiveness of the obtained results.
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0 引 䀰

航天器在轨运行时,其姿态会受到地磁、重力梯
度和太阳光压等干扰力矩的持续影响.另外,温差、燃
料消耗、结构变形等也会引起航天器动力学参数发

生变化.为实现航天器姿态的高精度高稳定度控制,
设计具有强鲁棒性和高抗扰能力的姿态控制器,已成
为现代航天器控制研究的重要内容[1-10].近10年来,
鲁棒控制方法广泛应用于航天器姿态控制,如µ-综
合[1]、混合灵敏度[2]、分散协同H∞

[3]、多目标优化[4]

等.这些方法有效提高了航天器姿态系统的鲁棒性
和抗干扰能力,但由于采用近似线性化姿态模型,从
原理上看,它们仅适用于小姿态偏差情形,而不适用
于大角度姿态机动控制.目前,解决航天器大角度姿
态机动问题多采用智能控制类方法,如模糊[5,8]、自抗

扰[6]、变结构[7]和自适应[5,8-9] 等.然而,很多智能控制
方法仍是基于线性姿态模型进行设计[5,7-8],因而限制
了其应用范围.直接基于航天器非线性姿态模型的

鲁棒姿态机动控制方法仍有待于进一步发展.
近年来,多项式平方和 (SOS)优化方法被广泛应

用于多项式非线性系统研究. SOS理论为多项式非
负性判断提供了有效的凸松弛算法.在其框架下,许
多基于多项式约束的非线性控制问题都可转化为相

应的SOS凸规划问题,从而克服了传统非线性控制
设计方法计算困难的不足.
航天器姿态模型本质上是一类特定的多项式非

线性系统,因此可采用SOS方法来研究其高精度高
稳定度控制问题.迄今,基于SOS的航天器姿态控制
已取得初步研究成果.文献 [10]给出了航天器大角
度姿态机动镇定控制方法;通过引入稠密函数,文献
[11]研究非线性状态反馈综合问题,并对刚体航天器
进行了数值仿真验证; Zheng等[12]提出了针对一类

轴对称航天器姿态系统的非线性H∞策略; Narendra
等[13]研究了刚体卫星姿态机动切换控制问题;采用
SOS结合Lyapunov方法,文献 [14]提出了一种飞行器
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大角度姿态机动的保代价控制方案;文献 [15]给出
了卫星大姿态镇定的迭代非线性H∞控制方法.此
外, SOS理论还被用于研究刚体航天器姿态系统的输
出反馈控制[16]、自适应反步LPV控制[17]、混合H2/
H∞控制

[18]等问题.
目前, SOS方法多限于解决标称的刚体航天器

姿态控制问题.针对挠性航天器姿态系统,人们已研
究了基于 SOS的非线性局部输出反馈镇定控制问
题[19].考虑到SOS在不确定航天器姿态控制上的应
用并不多见,本文针对存在质量特性参数摄动和外部
干扰情形,给出一种基于SOS的航天器姿态非线性
鲁棒H∞控制设计方法.文中采用非线性姿态模型,
避免了传统线性化方法引起的模型误差,并将质量特
性参数摄动表示为凸多面体不确定性.通过选取多
项式或有理式型Lyapunov函数,以改善该姿态鲁棒
控制问题的可解性条件.此外,该方法所得控制器仅
是关于系统状态的多项式或有理式函数,便于工程实
现.

1 预༷知䇶

文中符号规定说明如下:Rn、Rm×n和I分别表

示n维实向量集、m×n维实矩阵集和单位矩阵;对于
x ∈ Rn, ∥x∥表示x的2范数, diag(x)表示由x构成的

n× n维对角矩阵;对于方阵A, He(A) := A+AT.
为便于后续讨论,给出下列定义和引理.
定义1 [20] 考虑系统

Σ :

ẋ = A(x)x+B(x)w,

z = C(x)x+D(x)w,

其初始条件x(0) = 0.给定标量γ > 0,如果对于所有
的T ⩾ 0和w(t) ∈ L2[0, T ],都有w T

0
∥z(t)∥2dt ⩽ γ2

w T

0
∥w(t)∥2dt,

则系统Σ的L2-增益⩽ γ.
定义2 (SOS) [21] 设f(x)是x ∈ Rn的一个多项

式,称f(x)为SOS,如果存在一组多项式f1(x), f2(x),

· · · , fm(x),使得

f(x) =

m∑
i=1

f2
i (x).

显然, SOS多项式是非负的,反之则不一定成
立.虽然SOS条件只是多项式非负的一个充分条件,
但已有数值仿真实验表明,它们二者间的差距 (Gap)
不是很大,甚至在某些情况下是等价的[21- 22].检验多
项式的SOS特性是一个凸优化问题,因而将多项式
非负性检验放宽为SOS检验问题,可为多项式非线
性控制问题的研究提供一条潜在有效的途径.
定义3 [23] 设P (x)是对称多项式矩阵,若其对

于所有x ∈ Rn都非奇异,则
∂P (x)

∂xi
= −P (x)

∂P−1(x)

∂xi
P (x), i = 1, 2, · · · , n.

定义4 [24] 给定适当维数的矩阵E、H和G,其
中G是对称的,则

G+HFE + ETFTHT < 0,

对于所有满足FTF ⩽ I的矩阵F成立,当且仅当存
在一个常数ε > 0,使得

G+ εHHT + ε−1ETE < 0.

2 航天器的非线性不确定姿态模型

航天器姿态系统由运动学和动力学两组方程构

成.采用Rodrigues参数[25]描述的姿态运动学方程为

σ̇ = ρ(σ)ω, (1)

σ = [σ1 σ2 σ3]
T = ℓ tan Φ

2
,

ρ(σ) =
1
2


1 + σ2

1 σ1σ2 − σ3 σ2 + σ1σ3

σ3 + σ1σ2 1 + σ2
2 σ2σ3 − σ1

σ1σ3 − σ2 σ1 + σ2σ3 1 + σ2
3

 .

其中:σ为Rodrigues参数向量,Φ为绕欧拉轴转动的
主角, ℓ = [ℓ1 ℓ2 ℓ3]

T为满足 ℓ21 + ℓ22 + ℓ23 = 1的欧

拉轴坐标向量,ω = [ω1 ω2 ω3]
T为姿态角速度向量.

受外部干扰影响且存在质量特性参数不确定性

的航天器姿态动力学方程可表示为[26]

(J +∆J)ω̇ + S(ω)(J +∆J)ω = Tc + Td. (2)

其中: J = diag(J1,J2,J3)为转动惯量矩阵,∆J为转

动惯量不确定矩阵,Tc和Td分别是控制和扰动力矩,

S(ω) =


0 −ω3 ω2

ω3 0 −ω1

−ω2 ω1 0

为ω对应的叉乘矩阵.

借鉴文献 [3]的方法并考虑Td的不确定性,结合
式 (1)和 (2),可得出该航天器姿态系统的状态空间方
程为

ẋ = (A(x) + ∆A(x2))x+B1w + (B2 +∆B2)u. (3)

其中:x =

[
x1

x2

]
:=

[
σ

ω

]
,w = (I −∆JJ−1)Td和u

= Tc分别为系统状态、外部干扰和控制输入;而

A(x) =

[
0 ρ(x1)

0 −J−1S(x2)J

]
, B1 = B2 =

[
0

J−1

]
,

∆A(x2) =[
0 0

0 −J−1S(x2)∆J + J−1∆JJ−1S(x2)J

]
,

∆B2 = [0 (−J−1∆JJ−1)T]T.

∆J可采用其占标称值的百分比来表示,即
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∆J = diag (ℏ1(t)J1, ℏ2(t)J2, ℏ3(t)J3) ,

h(t) = [ℏ1(t) ℏ2(t) ℏ3(t)]T,

则系统(3)中的不确定项可相应改写为

∆A(x2) =

3∑
i=1

ℏi(t)Ai(x2), ∆B2 =

3∑
i=1

ℏi(t)B2i.

(4)

其中

Ai(x2) =

[
0 0

0 −J−1(S(x2)J̄i − J̄iJ
−1S(x2)J)

]
,

B2i =

[
0

−J−1J̄iJ
−1

]
, J̄1 = diag(J1, 0, 0),

J̄2 = diag(0,J2, 0), J̄3 = diag(0,0,J3).

另外,为限定∆J的变化范围,对于给定的常数
向量h1, h2, · · · , hm ∈ R3,定义

α = co{h1, h2, · · · , hm} ={
h : h =

m∑
i=1

gihi,
m∑
i=1

gi = 1, gi ⩾ 0
}
,

并假设h(t)满足如下约束:

h(t) ∈ α, ∀t ⩾ 0. (5)

式 (5)将h(t)限制为由h1, h2, · · · , hm这些顶点

构成的凸多面体,即上述处理和假设将∆J表示为凸

多面体的不确定性.为方便陈述,后续的h(t)都简写

为h.

3 非线性鲁棒H∞状态反馈控制

本文控制目标是实现航天器大角度姿态快速机

动的同时有效抑制外部扰动,并确保姿态系统的高稳
定度和强鲁棒性,因此,可定义系统(3)的被控输出为

z = x. (6)

针对该航天器姿态系统,设计状态反馈控制器

u = K(x)x. (7)

结合式(3)、(4)、(6)和(7),可得相应闭环系统为

ẋ =
(
Ā(x) +

3∑
i=1

ℏiĀi(x)
)
x+B1w,

z = x. (8)

其中: Ā(x) = A(x) + B2K(x), Āi(x) := Ai(x2) +

B2iK(x).
根据Lyapunov稳定性理论,可得出系统 (8)的一

个H∞性能准则.
定义5 给定常数γ > 0,如果存在一个对x具有

连续一阶偏导数的标量函数V (x),V (0) = 0,使得对

于∀h ∈ α满足

V (x) > 0, (9)

vj(x) + zTz − γ2wTw < 0, j = 1, 2, · · · ,m, (10)

则闭环系统 (8)的零平衡点渐近稳定,且有L2-增益
⩽ γ.其中vj(x) = V̇ (x)|h=hj

.
证明 给定γ > 0,假设式 (9)和 (10)成立.对于

闭环系统(8),有

vj(x) = V̇ (x)
∣∣∣
h=hj

=
∂V (x)

∂x
ẋ
∣∣∣
h=hj

=

∂V (x)

∂x

(
Ā(x)x+B1w +

3∑
i=1

hjiĀi(x)x
)
, (11)

V̇ (x) =
∂V (x)

∂x
ẋ =

∂V (x)

∂x
(Ā(x)x+B1w)+

∂V (x)

∂x

3∑
i=1

( m∑
j=1

gjhji

)
Āi(x)x =

∂V (x)

∂x
(Ā(x)x+B1w)+

m∑
j=1

gj

(∂V (x)

∂x

( 3∑
i=1

hjiĀi(x)x
))

, (12)

其中hji表示hj的第 i行元素.由于
m∑
j=1

gj = 1且gj ⩾

0,结合式(10)∼ (12),易知

V̇ (x) + zTz − γ2wTw =

m∑
j=1

gj(vj(x) + zTz − γ2wTw) < 0. (13)

这意味着当w = 0时,对于x ̸= 0和∀h ∈ α,有 V̇ (x)

< 0,因此闭环系统 (8)的零平衡点是渐近稳定的.再
对式(13)从t = 0到t = T进行积分,在V (0) = 0条件
下有V (x(T ))− V (x(0)) ⩾ 0,从而可得w T

0
(∥z(t)∥2 − γ2∥w(t)∥2)dt ⩽ 0.

根据定义1,又知该系统有L2-增益⩽ γ. 2
基于定理1,进一步采用SOS理论,可得出该非线

性鲁棒H∞状态反馈控制器的可解性条件.
定义6 给定常数εi > 0 (i = 0, 1, · · · ,m)和γ

> 0,如果存在多项式矩阵Y (x)及对称多项式矩阵

P (x1)使得下列表达式:

τT
0 (P (x1)− ε0I)τ0, (14)

− τT
j

[
Ξ(x) + εjI P (x1)

P (x1) −I

]
τj , j = 1, 2 · · · ,m (15)

都是SOS,则存在一个非线性状态反馈控制器 (7)能
保证闭环系统 (8)的零平衡点渐近稳定且有L2-增益
⩽ γ,相应控制器增益矩阵K(x) = Y (x)P−1(x1).其
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中: τ0 ∈ R6, τj ∈ R12 (j = 1, 2, · · · ,m),

Ξ(x) = He(Âj(x)P (x1) + B̂2jY (x))−
3∑

i=1

∂P (x1)

∂σi
(ρi(x1)x2) + γ−2B1B

T
1 ,

Âj(x) := A(x) +
3∑

i=1

hjiAi(x2),

B̂2j := B2 +
3∑

i=1

hjiB2i,

ρi(x1)表示ρ(σ)的第i行.
证明 定义Lyapunov函数V (x) = xTP−1(x1)x,

根据定义2,式 (14)是SOS意味着P−1(x1) > 0,故有
式(9)成立.
基于引理2,对于闭环系统(8),又有

vj(x) + zTz − γ2wTw =

(He(ẋTP−1(x1)x) + xTṖ−1(x1)x)h=hj
+

xTx− γ2wTw =

xT
(

He
(
P−1(x1)

(
Ā(x) +

3∑
i=1

hjiĀi(x)
))

+ I+

Ṗ−1(x1)
)
x− γ2wTw + He(xTP−1(x1)B1w) ⩽

xT
(

He
(
P−1(x1)

(
Ā(x) +

3∑
i=1

hjiĀi(x)
))

+

γ−2P−1(x1)B1B
T
1 P

−1(x1) + Ṗ−1(x1) + I
)
x =

xT
(

He
(
P−1(x1)

(
Âj(x) + B̂2jK(x)

))
+

γ−2P−1(x1)B1B
T
1 P

−1(x1) + I+

3∑
i=1

∂P−1(x1)

∂σi
(ρi(x1)x2)

)
x. (16)

由于式(15)是SOS,根据Schur补引理,可得

Ξ(x) + P (x1)P (x1) < 0. (17)

再对式 (17)左边矩阵分别左乘和右乘P−1(x1),
基于引理 1和式 (16),易知式 (10)成立.最后,根据定
理1,闭环系统 (8)的零平衡点是渐近稳定的,且有L2-
增益⩽ γ. 2
⌘1 在上述证明过程中,选用了一种特定的多

项式或有理式型Lyapunov函数,这是借鉴文献 [23]
的思想,利用了B2的结构特征,避免求 V̇ (x)时出现
∂P (x)

∂x2
与控制输入 u构成的非凸项,从而便于得出

SOS可行性条件.
⌘ 2 P (x1)所有元素的最高阶数应为偶数 (0,

2, 4, · · · ),这是确保式(14)是SOS的前提条件.
⌘3 一个多项式是SOS只能保证其非负性,因

此在式(14)和(15)里引入了常数εi > 0 (i = 0, 1, · · · ,
m)以导出式(9)和(10)成立.
在定理2的基础上令β = γ−2,则其相应的最优

H∞控制问题可转化为如下SOS凸优化问题:

min − β;

s.t.式 (14), (15)和β − τ都是SOS.

其中τ > 0是给定的常数.
⌘4 τ的引入与εi > 0 (i = 0, 1, · · · ,m)的作用

一样,确保了β > 0,即γ > 0.另外,若求得−β的最小

值为−βm,则对应γ的最小值γopt =
√

β−1
m .

定理2涉及的SOS可行性问题和优化问题的求
解均可通过Matlab工具箱SOSTOOLS[21]来实现.

4 数值仿真

以文献 [8]中的航天器姿态系统参数为仿真实
例,即J = diag(6.1, 5.07, 8.4)× 103.

考虑该航天器要实现从Φ = 30◦到Φ = 80◦的

大角度姿态机动且ℓ = [0.267 3 − 0.801 8 0.534 5]T,
即需从初始姿态σ0 = [0.071 62 − 0.214 8 0.143 2]T,
ω0 = [0.035 − 0.125 0.075]T机动到期望姿态σd

= [0.224 3 − 0.672 8 0.448 5]T,ωd = 0.
由该姿态机动目标,可得出航天器姿态系统 (3)

对应的偏差方程(其平衡点为0)如下:

ė = (Ae(e) + ∆A(e2))e+B1w + (B2 +∆B2)u.

(18)

其中

e = [eT
1 eT

2 ]
T := [(x1 − σd)

T xT
2 ]

T,

Ae(e) =

[
0 ρ(e1 + σd)

0 −J−1S(e2)J

]
.

给定h1 = [0.5 0 0]T,h2 = [−0.5 0 0]T,h3 =

[0 0.5 0]T,h4 = [0 −0.5 0]T,h5 = [0 0 0.5]T和h6 =

[0 0−0.5]T,则h被限制为由这6个顶点构成的凸八面
体,如图1所示.
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图 1 不确定向量h的变化范围
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设定P (x1)为常数矩阵,Y (x)的阶数为 2阶,再
令 γ = 0.9和 εi = 10−3(i = 0, 1, 2, · · · , 6),根据
定理2,可以得出系统 (18)的一个非线性鲁棒H∞控

制器.限于篇幅,这里定义 e[2]并只给出其增益矩阵

K(e) = (kij(e))3×6的第1列,具体如下：

e[2] =

[1, (σ1 − 0.224 3), (σ2 + 0.672 8), (σ3 − 0.448 5),

ω1, ω2, ω3, (σ1 − 0.224 3)2, (σ1 − 0.224 3)×

(σ2 + 0.672 8), (σ1 − 0.224 3)(σ3 − 0.448 5),

(σ1 − 0.224 3)ω1, (σ1 − 0.224 3)ω2, ω3×

(σ1 − 0.224 3), (σ2 + 0.6728 )2, (σ2 + 0.672 8)×

(σ3 − 0.448 5), (σ2 + 0.672 8)ω1, ω2×

(σ2 + 0.672 8), (σ2 + 0.672 8)ω3, (σ3 − 0.448 5)2,

(σ3 − 0.448 5)ω1, (σ3 − 0.448 5)ω2, ω3×

(σ3 − 0.448 5), ω2
1 , ω1ω2, ω1ω3, ω

2
2 , ω2ω3, ω

2
3 ]

T;

k11(e) =

[−4.7× 103,−27.4, 15.19,−9.49, 1.41, 3.02,

− 41.11,−4.3× 103,−34.30,−36.93, 16.9,

149.4, 111.57,−4.2× 103, 1.73, 2.56, 100.12,

− 3.43,−4.21× 103,−0.809, 1.16, 54.56,

− 4.32× 103,−1.91,−7.15,−4.8× 103,

15.6,−4.29× 103]e[2];

k21(e) =

[183.7, 35.17,−16.38, 285.3,−50.96, 2.269,

− 1.22× 103, 61.25,−104,−17.94,−163.2,

− 49.55, 43.4, 35.82, 2.69,−51.613,−9.577,

− 12.58, 32.9,−0.1957, 3.35,−0.142, 35.56,

360.24,−5.52, 32.27, 12.52, 39.57]e[2];

k31(e) =

[184.2,−2.23,−273.54,−2.24, 30.56, 973.36,

− 18.02, 14.18, 11.18,−69.1,−97.4,−34.8,

− 24.84,−28.97, 1.85, 1.33, 1.07, 2.086,

− 25.72,−29.106,−5.771,−5.096,−25.22,

− 3.92, 123.77,−25.82,−5.098,−30.44]e[2].

为了验证该控制器的鲁棒性和干扰抑制能力,针
对下列3种情形进行仿真 (相应闭环系统响应曲线如
图2和3所示,控制输入和外部干扰如图4和5所示):

1)标称系统(NS)

h = q0 = 0, w = 0;
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2)不确定且受扰系统1(UDS1)

h = q1 = [0.05 −0.1 0.35]T,

w =[100 sin t 200 − 150 cos(0.5t)]T, 0 < t ⩽ 15,

0, t > 15;
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3)不确定且受扰系统2(UDS2)

h = q2 = [−0.05 0.05 −0.4]T,

w =


−150 cos(0.2t) + 100

−50 sin(2t) + 200 cos(0.5t)

250 sin t− 100

 , 0 < t ⩽ 15,

0, t > 15.
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图 5 外部干扰w

从这些仿真曲线可以看出,随着时间的增长,不
确定性及干扰对该航天器姿态系统的影响逐渐消

失.在40 s后, 3种不同情形的仿真曲线重合,航天器
达到了预期的姿态目标.仿真结果表明,所设计的控

制器不仅具有较强的鲁棒性,面且在完成大角度姿态
快速机动的同时有效抑制了外部扰动.

5 结 论

本文针对航天器受到外部干扰影响且存在动力

学参数摄动的情况,给出了一种基于SOS的非线性
鲁棒H∞控制设计方法.该方法可借助有效的凸优
化算法进行检验,在一定程度上解决了非线性系统
的计算困难,且相应控制器仅是系统状态的多项式函
数,便于工程实现.仿真结果表明,本文方法所得控制
器在有效抑制外部干扰并适应预设范围参数不确定

性的同时,很好地实现了航天器大角度姿态快速机动
和高稳定度的控制目标.当然,考虑到SOS理论在处
理多项式系统控制问题上的优越性,可在本文工作基
础上进一步将该理论推广应用于挠性航天器姿态的

非线性鲁棒控制,这将作为下一步的研究内容.
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