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不完备质量和融资能力约束下的多产品风险厌恶库存模型
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(1. 中山大学管理学院，广州 510275；2. 海南热带海洋学院数学系，海南三亚 572022)

摘 要: 根据产品的缺陷率程度,将质量水平划分为不同的状态,并利用马尔可夫链刻画其随机运动的统计规律
性,进而在融资能力的约束条件下,结合CVaR(Conditional value-at-risk)准则构建多产品联合采购系统的库存优化
与控制模型.在给定模型成本参数情况下,数值分析表明了质量水平的随机波动性、风险厌恶因子和融资能力等
核心因素对模型的最优解具有重要的影响,三者的取值确定了多产品库存模型的最优解的运动趋势.
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Multi-product risk-averse inventory system with imperfect quality and
financing capacity constraint
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(1. School of Business，Sun Yat-sen University，Guangzhou 510275，China；2. Department of Mathematics，Hainan
Tropical Ocean University，Sanya 572022，China)

Abstract: The statistical law of random quality fluctuation is characterized by the Markov chain in which the quality level
is divided into different states according to the degree of defective rate of the product, and the optimization and control
model for the multi-product inventory system with the financing capacity and CVaR criteria is proposed. Numerical
examples show that the random quality fluctuation, risk-averse factor and financing capacity have a key impact on the
optimal solution for the model. The values of the three factors are given, which determine the movement trend of the
optimal solution of inventory system under the situation with the cost parameters in the model.
Keywords: financing capacity；inventory optimization；imperfect quality；Markov chain；risk-averse.

0 ᕅ 言

当前,我国许多制造企业面临着原料价格上升、
人民币升值以及用工成本增加的压力,这些因素直接
导致企业使用资金的成本增加.在原料采购中资金的
约束将影响采购人员的决策,因此,采购中考虑供应
链融资能力约束成为一个值得关注的问题.
供应链融资在库存优化与控制的决策过程中,主

要以资金约束的形式纳入模型的理论框架. Jain等[1]

在资金约束的条件下,综合考虑通货膨胀、随机交货
期、截止日期等因素,构建了由“供应商-零售商-终
端客户”构成的多级库存优化模型. Aryanezhad等[2]

考虑在库存容量和资金约束下构建了多产品EOQ模
型,并利用基因遗传算法给出模型的最优解. Ma等[3]

在融资能力的约束条件下,考虑了带有损失规避的

库存优化模型. Yan等[4]在需求信息不断更新的条件

下,建立了基于资金约束的报童模型,并分别在风险
中立和风险厌恶的情形下给出了库存的最优订购策

略.除了融资能力的约束对采购库存决策产生影响
外,采购物品的质量也直接影响库存系统的最优订
购策略.目前,国内外学者已针对这方面的库存优化
问题进行了不少的研究. Lee等[5]率先展开了对带有

质量缺陷的库存系统优化问题的研究,并给出模型
的最优订购策略. Hsu等[6]考虑在质检过程中不完备

的情形下,建立了允许缺货延期供给的经济订购批
量模型.为了克服质检过程存在失误的情况,降低产
品的缺陷率, Tai[7]考虑在多重质检过程下构建带有

缺陷率的EOQ模型.由于在实际问题中存在缺陷的
商品具有可维修性或降价处理, Sher等[8]综合考虑这
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两种因素拓展了EOQ模型的理论和实际应用的适应
性.针对不同的供应商所供应的商品的缺陷率具有
相异性, Tsai[9]以混合非线性规划为方法导向,解决了
多源采购的供应商选择性问题.张群等[10]考虑将缺

货量、缺陷率等变量作为模糊数,建立了缺陷率和
缺货的模糊库存模型.李群霞等[11]考虑的缺陷率服

从均匀分布,并以销售利润为目标函数,建立了带有
瑕疵产品完全可退货的库存优化模型.带有风险厌
恶因子的订购策略是库存风险控制的重要研究领域

之一, Choi等[12]建立了带有指数效函数和一致风险

测度的多产品报童模型; Sun等[13]利用金融避险的

理论工具解决了多产品风险厌恶库存系统的优化问

题. Chen等[14]在随机需求的条件下,利用模糊数学理
论刻画决策者的风险偏好性,构建了多周期的联合定
价和库存模型,并提出了最优 (s, S, p)订购策略. Dai
等[15]在风险厌恶不对称的条件下考虑了库存优化决

策中的合同设计问题,其研究结果表明销售人员没有
底薪保障是促进风险厌恶程度升高的主要因素.
综上所述,现有关于多产品库存系统的文献中极

少考虑融资能力约束,同时各国学者针对质量缺陷问
题的研究,局限于假设质量缺陷率为固定常数或既定
的概率分布,并未考虑质量水平的波动性对库存系统
的供应能力的影响.在不完备质量和融资能力的约
束条件下,基于风险厌恶准则的多产品库存系统优化
决策的研究尚未有人涉及.为此,本文利用马氏理论
和条件风险价值 (CVaR)准则分别刻画产品质量水平
的波动性和决策者的风险厌恶程度,进而在融资能力
的约束条件下提出了相应的优化与控制模型,并构建
了多产品库存系统的最优Portfolio策略 (最优采购组
合)决策机制.

1 模型的构建

1.1 模型描述和符号说明

融资能力在物流与供应链管理中发挥着至关紧

要的作用,本文在产品的供应能力受质量随机波动的
影响下,考虑构建带有融资能力约束的多产品风险厌
恶库存的最优Portfolio策略.由员工的身心状况、工
作态度、运作失误或生产设备的故障等生产系统中

的随机因素所演变成的随机过程,影响着产品质量的
水平,故可视质量水平的波动性为一个随机过程,或
称之为不完备质量的随机过程.这里假设产品的质
量水平的随机过程满足马尔可夫性.因为产品的质
量水平直接影响供应系统的能力,故可假设多产品库
存系统的供应能力为质量依赖的.本文主要在以上
模型假设成立的基础上,在融资能力和不完备质量条

件下利用条件风险测度理论 (CVaR),给出由多产品
构成的库存系统的最优采购组合.
为了方便问题的阐述,首先作以下符号的说明:

给定多产品库存系统的周期k = 1, 2, · · · ,K;产品
n = 1, 2, · · · , N ;各产品质量的状态集S = {1, 2,
· · · , S},即根据产品的质量缺陷率的大小,将其划分
为S个状态以描述产品质量水平的高低;各产品于第
k周期的销售价格、进货价格和单位残值分别为Pk

= (P1k, P2k, · · · , PNk),Ck = (C1k, C2k, · · · , CNk)

和Vk = (V1k, V2k, · · · , VNk); {Znk = i, i ∈ S}为
第n种产品的马氏质量波动过程;Ck为多产品库存

系统于第k周期融资能力的上限.同时,这里假设当
第n种产品于第k周期的质量水平处于状态Znk =

i时,其供应能力为Wn(i),而Xn表示该产品的需求

变量,并且其概率密度分别为φWn(i)(w)和fXn
(x),而

相应的分布函数分别为ΦWn(i)(w)和FXn
(x),并假设

ΦWn(i)(0) = FXn
(0) = 0.

1.2 不完备质量和融资能力约束下多产品风险厌恶

决策模型

记Qnk为第n种产品于第k销售周期的订购量,
由于第n种产品于第k销售周期内的利润为

Ωn(Qnk) =

(Pnk − Cnk)Qnk − (Pnk − Vnk)(Qnk −Xn)
+, (1)

当第n种产品于第k周期的质量水平处于状态Znk =

jn时,其供应能力为Wn(jn),可知当第n种产品的质

量水平由初始状态in转移到jn时,其相应的利润为

Ωn(Qnk(jn|in)) =

(Pnk − Cnk)min{Qnk(jn|in),Wn(jn)}−

(Pnk − Vnk)(min{Qnk(jn|in),Wn(jn)} −Xn)
+,

(2)

其中Qnk(jn|in)为当第n种产品的质量水平由状态

in转移到jn时的订购量.
记i = (i1, i2, · · · , iN )为各产品质量水平的初始

状态; j|i = (j1|i1, j2|i2, · · · , jN |iN ), jn|in为第n种

产品的质量水平由初始状态 in转移到jn;Qk(j|i) =

(Q1k(j1|i1), Q2k(j2|i2), · · · , QNk(jN |iN )) 为当各产

品的质量水平由初始状态i转移到j时的联合采购组

合.于是,由式 (2)可得,多产品库存系统在融资能力
Ck的约束条件下,当各产品的质量水平由初始状态i

转移到j时的总利润为

Ωk(Qk(j|i)) =
N∑
1

Ωn(Qnk(jn|in)). (3)

假设当质量水平由初始状态 i转移到j时,库存
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管理者对不同产品具有不同的风险厌恶水平.于是,
在不完备质量的环境下,结合CVaR准则[16]下带有融

资能力约束的多产品库存决策优化模型
max

Qk(i|i0)
{CVaRηn

(Ωk(Qk(j|i)))} ;

s.t.
N∑

n=1

Qnk(jn|in)Cnk ⩽ Ck.

=


max

Qk(j|i)
{ max
φk(j)∈RN

{G(Ωk(Qk(j|i),φk(j)))}};

s.t.
N∑

n=1

Qnk(jn|in)Cnk ⩽ Ck.

(4)

其中

G(Ωk(Qk(j|i),φk(j))) =

N∑
n=1

{
φnk(jn)−

1

ηn
E[φnk(jn)−Ωn(Qnk(jn|in))]+

}
,

φk(j) = (φ1k(j1), φ2k(j2), · · · , φNk(jN )).

模型中的风险厌恶因子ηn ∈ (0, 1]反映了决策

者的风险偏好的程度,即当ηn的取值越小时,厌恶的
程度越高.若ηn = 1,则模型 (4)等价于风险中性模
型.同时,该模型还充分体现了融资能力Ck对多产品

库存系统的订购量的影响.

1.3 最优期望订购量和总期望报酬准则

记

Q∗
k(j|i) = (Q∗

1k(j1|i1), Q∗
2k(j2|i2), · · · , Q∗

Nk(jN |iN ))

为模型 (4)的最优解,因为每种产品的状态集为S =

{1, 2, · · · , S},其中包含了 S个元素,所以随机变量
Znk的所有可能取值共为S个.因此,Q∗

nk(jn|in)只是
当第n种产品的质量水平由初始状态 in转移到jn时

的最优条件订购量.以下主要研究在不完备质量和
融资能力约束下,给出的多产品库存系统的最优期望
订购量和总期望报酬准则.

命题1 设第n种产品的质量波动过程{Znk =

i, i ∈ S}满足马氏性,其转移概率矩阵为Pn =

(pinjn)S×S , in, jn ∈ S,即第n种产品的质量水平

由 in转移到 jn的概率为P (Znk = jn|Znk = in) =

pinjn .若Q∗
k(j|i)为模型 (4)的Kuhn-Tucker条件下的

极大值点,则可得以下结论:
1)Q∗

k(j|i)为该模型的最优解.
2)第n种产品在质量水平处于初始状态 in下于

第k周期的最优期望订购量为

Q
∗
nk(jn|in) =

∑
jn∈S

pinjnQ
∗
nk(jn|in),

n = 1, 2, · · · , N. (5)

其中:Q∗
nk(jn|in)满足

FXn
(Q∗

nk(jn|in)) =
(Pnk − Cnk)[ηn − ΦWn(jn)(Q

∗
nk(jn|in))] + ηnλ

∗
nCnk

(Pnk − Vnk)[1− ΦWn(jn)(Q
∗
nk(jn|in))]

,

λ∗
n为模型(4)的Kuhn-Tucker条件的拉格朗日乘子.

3)零售商在不完备质量和融资能力约束下于第
k周期所获得的最优期望销售利润为

E[Ωk(Q
∗
k(jn|in))] =

∑
jn∈S

pinjnE[Ωn(Q
∗
nk(jn|in))].

(6)

其中

E[Ωn(Q
∗
nk(jn|in))] =

(Pnk − Cnk)
[ w Q∗

nk(jn|in)

0
wdΦWn(jn)(w) + (1−

ΦWn(jn)(Q
∗
nk(jn|in))Q∗

nk(jn|in)
]
− (Pnk − Vnk)×[ w Q∗

nk(jn|in)

0

w w

0
(w − x)dFXn

(x)dΦWn(jn)(w)+

(1− ΦWn(jn)(Q
∗
nk(jn|in))

w Q∗
nk(jn|in)

0
(Q∗

nk(jn|in)−

x)dFXn
(x)

]
.

䇱明 记

Gn(Qnk(jn|in), φnk(jn)) =

φnk(jn)−
1

ηn
E[φnk(jn)−Ωn(Qnk(jn|in))]+,

故由式(4)易知

max
φk(j)∈RN

{G(Ωk(Qk(j|i),φk(j)))} =

N∑
n=1

max
φnk(jn)∈R

{Gn(Qnk(jn|in), φnk(jn))}.

当Qnk(jn|in)为固定常数时,若φ∗
nk(jn)为模型

max
φnk(jn)∈R

{Gn(Qnk(jn|in), φnk(jn))}的最优解,则由

文献[16]附录A中的A.1和A.2可得

G(Ωk(Qk(j|i),φ∗
k(j))) =

N∑
n=1

Gn(Qnk(jn|in),

φ∗
nk(jn)) =

N∑
n=1

{
(Pnk − Vnk)Qnk(jn|in)−

1

ηn
[D1(Qnk(jn|in)) +D2(Qnk(jn|in))+

D3(Qnk(jn|in))]
}
,

其中

D1(Qnk(jn|in)) =w Qnk(jn|in)

0

w w

0
(Pnk−

Cnk)Qnk(jn|in)dFXn
(x)dΦWn(jn)(w)−w Qnk(jn|in)

0

w w

0
((Vnk − Cnk)w+
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(Pnk − Vnk)x)dFXn
(x)dΦWn(jn)(w),

D2(Qnk(jn|in)) =w Qnk(jn|in)

0

w +∞

w
(Pnk−

Cnk)(Qnk(jn|in)− w)dFXn
(x)dΦWn(jn)(w),

D3(Qnk(jn|in)) =w +∞

Qnk(jn|in)

w Qnk(jn|in)

0
(Pnk−

Vnk)(Qnk(jn|in)− x)dFXn
(x)dΦWn(jn)(w).

因此,决策优化模型(4)等价于

max
Qk(j|i)

{ N∑
n=1

{
(Pnk − Vnk)Qnk(jn|in)−

1

ηn
[D1(Qnk(jn|in)) +D2(Qnk(jn|in))+

D3(Qnk(jn|in))]
}}

;

s.t.
N∑

n=1

Qnk(jn|in)Cnk ⩽ Ck.

由约束集

X =
{
Qk ∈ RN |

N∑
n=1

Qnk(jn|in)Cnk ⩽ Ck

}
易知X为凸集.对于∀Qk ∈ X ,记C = (cnm)N×N ,

其中cnm =
∂2G(Ωk(Qk(j|i),φ∗

k(j)))

∂Qnk(jn|in)∂Qmk(jm|im)
,n,m = 1, 2,

· · · , N .因此,当n ̸= m时,有cnm = 0;当n = m时,
有

cnn =

− 1

ηn
{(Pnk−Cnk)ΦWn(jn)(Qnk(jn|in))+(Pnk−

Vnk)[fXn
(Qnk(jn|in))(1− ΦWn(jn)(Qnk(jn|in))+

FXn
(Qnk(jn|in))φWn(jn)(Qnk(jn|in)))]}.

记Cn为C的n阶顺序主子式,即

Cn =

∣∣∣∣∣∣∣∣
c11 · · · c1n
...

. . .
...

cn1 · · · cnn

∣∣∣∣∣∣∣∣ , n = 1, 2, · · · , N.

显然,由销售价Pnk、进价Cnk和残值Vnk的实际意义,
易知Pnk > Cnk > Vnk,故 cnn > 0,因此 (−1)nCn

> 0.由此可知C为负定的矩阵,故−G(Ωk(Qk(j|i),
φ∗

k(j))为凸函数,由决策优化模型 (4)所确定的
(MP)问题为凸规划.又因为在 (MP)问题为凸规
划的条件下,满足 Kuhn-Tucker条件的极大值点为
(MP)问题最优解的充分必要条件,所以Q∗

k(j|i) =

(Q∗
1k(j1|i1), Q∗

2k(j2|i2), · · · , Q∗
Nk(jN |iN ))为模型 (4)

的最优解.

再由上述(MP)问题的Kuhn-Tucker条件,即

∇GΩk(Qk(j|i),φ∗
k(j))+

λ∗
n∇

( N∑
n=1

Qnk(jn|in)Cnk − Ck

)
= 0,

λ∗
n

( N∑
n=1

Qnk(jn|in)Cnk − Ck

)
= 0, λ∗

n ⩾ 0.

(7)

解之,得

FXn
(Q∗

nk(jn|in)) =
(Pnk − Cnk)[ηn − ΦWn(jn)(Q

∗
nk(jn|in))] + ηnλ

∗
nCnk

(Pnk − Vnk)[1− ΦWn(jn)(Q
∗
nk(jn|in))]

,

n = 1, 2, · · · , N.

又因为该产品的质量水平由初始状态 in转移到 jn

的概率为P (Znk = jn|Znk = in) = pinjn ,故当状
态 jn取遍集合S中的元素的所有赋值时,可得该产
品于下个周期的最优期望订购量,即Q

∗
nk(jn|in) =∑

jn∈S

pinjnQ
∗
nk(jn|in), n = 1, 2, · · · , N .

将Q∗
nk(jn|in)代入式(2),并求其数学期望,可得

E[Ωn(Q
∗
nk(jn|in))] =

(Pnk − Cnk)
[ w Q∗

nk(jn|in)

0
wdΦWn(jn)(w) + (1−

ΦWn(jn)(Q
∗
nk(jn|in)))Q∗

nk(jn|in)
]
− (Pnk − Vnk)×[w Q∗

nk(jn|in)

0

w w

0
(w − x)dFXn

(x)dΦWn(jn)(w)+

1− ΦWn(jn)(Q
∗
nk(jn|in))

w Q∗
nk(jn|in)

0
(Q∗

nk(jn|in)−

x)dFXn
(x)

]
.

因为 Q∗
nk(jn|in)为当第 n种产品的质量水平

由状态 in 转移到状态 jn 时的最优订购量,所以
E[Ωn(Q

∗
nk(jn|in))]仅为当产品的质量水平处于某

个状态 jn时库存系统所获得的最优条件期望利

润.又因为第n种产品的质量水平由状态 in转移到

jn时的概率为 pinjn ,故零售商在下个周期获得最
优期望销售利润等于 E[Ωn(Q

∗
nk(jn|in))]的概率为

pinjn .因此,第 n种产品在不完备质量和融资能力

约束下于下个周期所获得的最优期望销售利润为

E[Ωk(Q
∗
k(jn|in))] =

∑
jn∈S

pinjnE[Ωn(Q
∗
nk(jn|in))]. 2

随着供应链管理决策环境的进一步复杂化,由单
一要素所构建起来的理论体系已不足以刻画实际问

题,集成多重要素于模型的理论框架,已成为研究库
存系统的优化与控制的主流思想.命题1的结论充分
体现了融资能力、风险厌恶、产品质量的不完备性、

需求的随机性等基本要素对库存系统的决策机制的

影响,解决了复杂环境下库存系统的最优订购决策问



第4期 陈 杰等: 不完备质量和融资能力约束下的多产品风险厌恶库存模型 651

题,并在模型的基础框架上纳入了质量波动的马氏随
机过程,以刻画多产品库存系统的内在的随机变化规
律,进而揭示总期望销售利润的运动趋势.

注1 命题1中的式 (5)是本文的核心公式之一,
主要以运筹学中的Kuhn-Tucker条件为理论基础推
导而得的.由于本文的 (MP)问题的Kuhn-Tucker条件
(式 (7))为非线性方程组,结构比较复杂,方程中的拉
氏乘子λ∗

n并没有具体的解析式,不过可以借助数学
软件来求解,如LINGO或MATLAB.此外,结合式 (7)
求得FXn

的具体解析式,再利用反函数的性质,即可
给出库存系统的最优期望订货量

Q∗
nk(jn|in) =

F−1
Xn

[(Pnk − Cnk)[ηn − ΦWn(jn)(Q
∗
nk(jn|in))]+

ηnλ
∗
nCnk(Pnk − Vnk)[1− ΦWn(jn)(Q

∗
nk(jn|in))]].

1.4 库存系统的随机性分析

如何构建系统的随机性的评估体系是风险库存

控制理论中的核心问题之一,以下主要利用随机过程
中的首达性、PH分布等基本理论[17]来刻画多产品库

存系统随机性的问题.
记f

(n)
ij (m)为第n种产品质量水平从状态 i出发

历经m个周期后首次到达j的概率,E首达[Ωn(Q
∗
n(k+m)

(j|i))]为其相应的最优期望利润,该产品质量水平的
m步转移概率矩阵为Pn(m) = (p

(n)
ij (m))S×S , i, j ∈

S.由切普曼-柯尔莫哥洛夫方程[17]可知

E首达[Ωn(Q
∗
n(k+m)(j|i))] =∑

i1 ̸=j

∑
i2 ̸=j

· · ·
∑

im−1 ̸=j

p
(n)
ii1

p
(n)
i1i2

· · · ×

p
(n)
im−1j

E[Ωn(Q
∗
n(k+1)(j|im−1))].

再由f
(n)
ij (m)的定义可知,该产品的质量水平从状态

i出发首达状态j的平均时间为
+∞∑
m=1

mf
(n)
ij (m).于是,

可得该产品的质量水平从状态 i出发首次到达状态j

时平均每个周期所获取的最优期望利润

Ω首达(Zn(k+m) = j|Znk = i) =
+∞∑
m=1

E首达[Ωn(Q
∗
n(k+m)(j|=i))]

+∞∑
m=1

mf
(n)
ij (m)

. (8)

其中

E首达[Ωn(Q
∗
n(k+m)(j|i))] =∑

i1 ̸=j

∑
i2 ̸=j

· · ·
∑

im−1 ̸=j

p
(n)
ii1

p
(n)
i1i2

· · · ×

p
(n)
im−1j

E[Ωn(Q
∗
n(k+1)(j|im−1))].

由式 (8)可得出一个重要的管理启示,即决策者

通过Ω首达(Zn(k+m) = j|Znk = i)的数值结果可以

获得库存系统平均每周期所获取的销售利润目标的

信息.记µ
(n)
ij =

+∞∑
m=1

mf
(n)
ij (m),显然Ω首达(Zn(k+m) =

j|Znk = i)关于µ
(n)
ij 为单调递减的函数.由此可知,

当库存首次到达该质量状态的平均时间 (称为首达
时间)越长时,库存系统首次获得预期的利润额度越
低.同时,该命题具有重要的理论意义,即将m步的最

优期望利润的求解过程分解为一步形式来计算,实现
了多周期与单周期的模型的相互转换计算过程.
设{Znk, k ⩾ 0}为第n种产品的随机质量波动

过程,其一步转移概率矩阵为Pn =

[
P1n P0n

0 1

]
,其

中P1n为瞬时状态集的一步转移概率,P0n = (I −
P1n)e, e = (1, 1, · · · , 1)T, I为单位矩阵;状态的初始
分布概率为π(0) = (α0,α),α0为吸收状态的初始概

率值,而向量α = (α1, α2, · · · , αL)为瞬时状态的初

始概率值.
命题2 设随机过程{Znk, k ⩾ 0}的吸收状态为

i吸收,若当库存系统的质量水平从瞬时状态集出发历
经m个周期后到达吸收状态i吸收时,其相应的最优期
望利润为E[Ωn(k+m)(Q

∗
n(k+m)(i吸收))],则第n种产品

的质量水平由瞬时状态集首次到达稳定吸收状态集

时所获取的平均最优期望利润为

Ω首达(Zn(k+m) = i吸收) =

+∞∑
m=1

αPm−1
1n (I − P1n)eE[Ωn(Q

∗
n(k+m)(i吸收))]

α(I − P1n)−1e
, (9)

其中

E[Ωn(Q
∗
n(k+m)(i吸收))] =

L∑
l=0

αlE[Ωn(Q
∗
n(k+m)(i吸收|il))].

䇱明 因为{Znk, k ⩾ 0}的一步转移概率矩阵

为Pn =

[
P1n P0n

0 1

]
,所以由其 PH分布的定义,可

知其相应的分布列为 P (τ = m) = αPm−1
1 (I −

P1)e. 当库存系统的质量水平从瞬时状态出发历经

m个周期后被吸收i吸收时,其相应的最优期望利润为
E[Ωn(k+m)(Q

∗
n(k+m)(i吸收))],故第n种产品的质量水

平由瞬时状态集首次到达吸收状态集时的最优期望

利润为
+∞∑
m=1

αPm−1
1n (I − P1n)eE[Ωn(k+m)(Q

∗
n(k+m)(i吸收))].

又因为π(0) = (α0,α)为质量水平的初始概率

分布,所以当其初始状态处于 il(l = 0, 1, · · · , L)时
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的概率为αl,即系统可能从初始状态 il出发的概率

值.因此,可得

E[Ωn(k+m)(Q
∗
n(k+m)(i吸收))] =

L∑
l=0

αlE[Ωn(k+m)(Q
∗
n(k+m)(i吸收|il))].

再由{Znk, k ⩾ 0}的PH分布的期望:E(τ) = α(I −
P1n)

−1e,即库存系统由瞬时状态集到吸收状态集的
首达时间的均值,其相应的平均最优期望利润为

Ω首达(Zn(k+m) = i吸收) =

+∞∑
m=1

αPm−1
1n (I − P1n)eE[Ωn(Q

∗
n(k+m)(i吸收))]

α(I − P1n)−1e
. 2

一般情况下,当某个状态被吸收时意味着系统由
随机状态进入相对固定的运行模式.可见,利用系统
从瞬时状态集到吸收状态集的首达时间的概率分布,
可以深入了解其内部运行的规律性.因此, PH分布
在系统的可靠性分析里具有特殊的意义.在已知的
最优期望利润的条件下,命题2主要基于首达时间均
值的视角,利用PH分布的特征数解决了库存系统的
平均收益问题,其结论表明:当特征数E(τ) = α(I−
P1n)

−1e的取值越大时,库存系统所取得相应的平均
最优期望利润Ω首达(Zn(k+m) = i吸收)越小.在此情形
下,根据本文的决策环境(供应能力与质量水平相关),
若将 i吸收视为当库存系统的供应能力为最小时其所

处于的状态,则意味着库存系统在没有到达吸收态之
前,将长时间地保持在相对良好的状态下运行,否则
反之.事实上,这是因为最优订购策略受库存系统的
供应能力的影响,所以当产品处于的质量水平与之对
应的供应能力最小时,其对最优订购策略的约束力最
大.显然,作为决策者所希望的是供应能力对最优订
购策略的约束力越低越好.因此,当E(τ)的取值越大

时,意味着库存系统到达吸收态的平均时间越长,即

系统保持在较高的供应能力下运行的时间也越长.

2 数值算例分析

为简化模型的计算过程,仅考虑由产品A、B、C
构成的多产品库存系统,并进行如下的模型假设:

1)根据产品质量的缺陷率程度,将各产品的质量
水平统一划分为4个状态,即状态集S = {1, 2, 3, 4}.

2)库存系统的初始周期为t0 = k.
3)产品A、B、C的需求变量的密度函数分别为

fX1
(x) =

1/200, x ∈ [0, 200];

0, 其他;

fX2
(x) =

1/260, x ∈ [0, 250];

0, 其他;

fX3
(x) =

1/300, x ∈ [0, 300];

0, 其他.

4)由于库存系统的供应能力依赖于质量水平的
高低,假设不同的质量水平下随机供应能力的密度函
数如表1所示,其中伽玛函数

Γ (α) =
w +∞

0
xα−1e−xdx.

结合命题1的结论以及分布函数的单调递增性,
易知当其他参数取值不变时,最优订购量Q∗

nk(jn|in)
为ηn的单调递增函数.为此,本算例只针对模型最优
解与质量水平的波动性、融资能力等因素之间的关

系进行敏感性分析.

2.1 模型的最优数值解

将表2中的相关模型参数值、转移概率矩阵及
初始状态值分别代入式 (5)和 (6),并结合模型 (4)的
Kuhn-Tucker条件以及上述所假定的需求和供应能力
的密度函数,可得在随机质量波动下基于风险厌恶及
融资能力约束的多产品库存模型的最优数值解 (详
见表2的后4行).

表 1 不同的质量水平下供应能力的密度函数

状态 A产品 B产品 C产品

1 ϕW1(1)(w) =


0.042w

Γ (2)e0.04w
, w ⩾ 0;

0, w < 0.

ϕW3(1)(w) =


0.062w

Γ (2)e0.06w
, w ⩾ 0;

0, w < 0.

ϕW3(1)(w) =


0.082w

Γ (2)e0.08w
, w ⩾ 0;

0, w < 0.

2 ϕW1(2)(w) =


0.032w

Γ (2)e0.03w
, w ⩾ 0;

0, w < 0.

ϕW3(2)(w) =


0.052w

Γ (2)e0.05w
, w ⩾ 0;

0, w < 0.

ϕW3(2)(w) =


0.072w

Γ (2)e0.07w
, w ⩾ 0;

0, w < 0.

3 ϕW1(3)(w) =


0.0252w

Γ (2)e0.025
, w ⩾ 0;

0, w < 0.

ϕW3(3)(w) =


0.032w

Γ (2)e0.03w
, w ⩾ 0;

0, w < 0.

ϕW3(3)(w) =


0.052w

Γ (2)e0.05w
, w ⩾ 0;

0, w < 0.

4 ϕW1(4)(w) =


0.022w

Γ (2)e0.02w
, w ⩾ 0;

0, w < 0.

ϕW4(4)(w) =


0.022w

Γ (2)e0.02w
, w ⩾ 0;

0, w < 0.

ϕW3(4)(w) =


0.032w

Γ (2)e0.03w
, w ⩾ 0;

0, w < 0.
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表 2 一定风险厌恶及融资能力约束条件下模型的最优数值解

产品A 产品B 产品C

模型参数值
C1k = 160, Ck ⩽ 55 000

η1=0.035, P1k=300, V1k=13
C2k = 185, Ck ⩽ 55 000�

η2=0.023, P2k=250, V2k=10
C3k = 250, Ck ⩽ 55 000�

η3=0.030, P3k=350, V3k=12

转移概
率矩阵

0.50 0.50 0.00 0.00 1.00 0.00 0.00 0.00 1.00 0.00 0.00 0.00
0.00 0.35 0.65 0.00 0.00 1.00 0.00 0.00 0.00 0.00 1.00 0.00
0.00 0.24 0.36 0.40 0.00 0.00 1.00 0.00 0.00 1.00 0.00 0.00
0.00 0.00 0.00 1.00 0.00 0.00 0.00 1.00 0.00 0.00 0.00 1.00

初始状态 最优期望订购量 最优期望利润 最优期望订购量 最优期望利润 最优期望订购量 最优期望利润

1 131.6 4 659.6 79.0 1 422.6 77.3 1 972.5
2 142.2 5 050.1 69.2 1 563.4 77.8 2 681.8
3 154.7 4 953.8 68.4 1 890.0 68.2 2 163.5
4 178.5 4 813.0 11.5 681.3 97.3 3 396.5

若产品A、B、C质量水平的初始状态i = (i1, i2,

i3) = (1, 1, 1),则由表2的数据可知,这3种产品在下
个周期的最优Portfolio策略Q

∗
k(j|i) = (Q

∗
1k(j1|i1),

Q
∗
2k(j2|i2),Q

∗
3k(j3|i3)) = (131.6, 79.0, 77.3),各产品

相应的最优期望利润为 (4 659.6, 1 422.6, 1 972.5),将
各分量相加即可得多产品库存系统的最优总期望利

润.同理,可知各产品在不同的初始状态下,多产品库
存系统的最优Portfolio策略及最优期望利润.显然,
当产品A、B、C质量水平的初始状态分别处于2、3和
4时,其最优期望利润为最大,而当各处于1、4和1时,
相应的最优期望利润为最小.由此可见,在一定的融
资能力和风险厌恶下,产品的随机质量的波动性对模
型的最优解具有重要的影响.
以下只针对产品A的首达性问题进行分析,其他

产品可以类推.根据产品A质量水平的转移概率矩
阵,可得产品A的状态转移如图1所示.

0.5

0.5
14

0.4

0.36

0.24

0.650.35

1 2 3

图 1 产品A的状态转移示意图

假设产品A质量水平的初始状态为 i0 = 1,并且
库存系统以i = 2作为收益目标.于是,根据图1,易知
由状态1出发历经m个周期后首达状态2的概率为
f
(1)
12 (m) = P (T12 = m|i0 = 1) = 1/2m.同时,由图1
可知,在 it ̸= 2的条件下,当 it ̸= 1时,有 (Z1(k+m) =

2, Z1(k+t) = it ̸= 2, t = 1, 2, · · · ,m − 1) = ∅.因此,
只需求出E[Ω1(Q

∗
1(k+m)(Z1(k+m) = 2|Z1(k+m−1) =

1))]的值.利用表 1所给出的不同质量水平下随
机供应能力的密度函数,并结合命题 1的结论,有
[Ω1(Q

∗
1(k+m)(Z1(k+m) = 2|Z1(k+m−1) = 1))] =

4 944.5.再由泰勒展开式可知,当0 ⩽ |x| < 1时,有
1

1− x
=

∞∑
m=0

xm,对其两边求导,得
H(x)

(1− x)2
=

+∞∑
m=1

mxm−1.因此,首达时间T12的数学期望E(T12)

=
+∞∑
m=1

mf
(n)
ij (m) =

H
(1
2

)
2

= 2.于是,由式(8)可得

Ω首达(Z1(k+m) = 2|Z1k = 1) =

4 944.5
+∞∑
m=1

1

2m+1
≈ 2 472.3,

即产品A的质量水平按表2中的转移概率矩阵的随
机波动下,库存系统由状态1出发首次到达状态2时,
平均每个周期所获取的最优期望利润为2 472.3.
注2 若无特殊说明,以下算例分析的参数取值

如表1和表2所示.

2.2 供应能力对最优期望订购量的敏感性分析

由于质量水平波动性的幅度影响着库存系统的

供应能力的大小,为了分析产品的供应能力对模型最
优解的影响,不失理论上的一般性,这里假设各产品
的供应能力W都服从伽玛分布Ga(α, ξ).由于随机
变量的矩是反映总体的取值规律的最主要特征数之

一,故E(W )可以作为衡量各产品的供应能力的指标

数.因为Ga(α, ξ)分布的数学期望E(W ) = α/ξ,所以
当α的取值固定时,可以通过ξ的取值趋势来反映产

品的供应能力的大小.接下来主要在一定的风险厌
恶和融资能力约束下,利用ξ的取值变化情况来间接

地揭示供应能力对最优解的敏感性.令伽玛分布中
的参数α = 2,根据命题1的结论,可得如下供应能力
与最优期望订购量之间关系,如图2所示.
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图 2 供应能力对最优期望订购量的影响



654 控 制 与 决 策 第32卷

显然, E(W ) = α/ξ为关于 ξ的单调递减函数,
由此表明当 ξ增大时,各产品的供应能力相应地递
减.在一定的风险厌恶和资金约束下,由图2中的曲
线运动趋势可知,当 ξ的取值越大时,各产品的最优
期望订购量和最优期望利润以及库存系统的总利润

越小,说明库存系统的供应能力与模型的最优解具有
正相关性.因此,在库存系统的优化与控制中,将“供
应能力依赖着质量水平的波动性”的理念纳入联合

采购的决策机制,具有一定的管理意义.

2.3 融资能力对最优期望订购量的影响性分析

在一定风险厌恶和质量水平下,为了便于深入
了解融资能力Ck与模型的最优解之间的关系,不妨
假设产品A、B、C在质量水平的波动下于下个周期
的供应能力必然分别服从Ga(2, 0.049), Ga(2, 0.054)
和Ga(2, 0.059),这里所谓的必然性指的是当某种产
品质量水平从某个初始状态出发时,将以1的转移概
率到达下个状态.同理,根据命题1的结论,可得融资
能力Ck与模型的最优期望订购量之间的关系,如图3
所示.
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图 3 融资能力对最有期望订购量的影响

由图3中曲线的运动规律可知,各产品的最优期
望订购量随着融资能力的增强而变大,可见其两者
之间具有正相关性.然而,随着融资能力值Ck的进一

步增大,各产品最优期望订购量的运动曲线的上升趋
势逐渐地平坦,由此说明Ck值对最优期望订购量和

期望利润的敏感性在逐渐地减小,当Ck值达到一定

的水平时,模型的最优解趋向于稳定值.于是,可得出
一个重要的结论,即:一个企业的融资能力达到运作
与管理的资金需求时,可以不考虑资金因素对库存系
统的最优Portfolio策略的影响.此外,在一定的融资
能力下,相对产品A和C而言,产品B的最优期望订购
量相对较低.事实上,根据本算例对模型的风险厌恶
参数的设计:η = (0.035, 0.023, 0.03),即产品A、B、C
的风险厌恶程度分别为η1 = 0.035, η2 = 0.023及η3

= 0.03,故η1 > η3 > η2.可见决策者对待产品B的风
险厌恶度相对较高.由此,表明了不同的风险厌恶程
度影响了库存系统的最优期望订购量,即管理者的风
险厌恶程度越高,其所作出的订购决策相对越保守.

2.4 模型的比较分析

在不考虑库存系统的供应能力受质量水平的波

动影响下,可将模型(2)转化为如下的表达式:

Ωn(Qn) = (Pn − Cn)min{Qn,Wn}−

(Pn − Vn)(min{Qn,Wn} −Xn)
+, (10)

其中Qn,Pn,Cn和Wn分别为第n种产品的订购量、

销售价、进货价和供应能力.在式(10)的基础上,同样
可推导出基于CVaR准则下带有融资能力约束的多
产品库存决策优化模型,如本文的式 (4)所示,但相关
的变量不再受质量水平波动性的约束.于是,参照前
文给出最优解的推导方法,可得第n种产品的最优期

望利润,即

E[Ωn(Q
∗
n)] =

(Pn − Cn)
[ w Q∗

n

0
wdΦWn

(w) + (1−

ΦWn
(Q∗

n))Q
∗
n

]
− (Pn − Vn)×[ w Q∗

n

0

w w

0
(w − x)dFXn

(x)dΦWn
(w) + (1−

ΦWn
(Q∗

n))
w Q∗

n

0
(Q∗

n − x)dFXn
(x)

]
, (11)

其中Q∗
n满足

FXn
(Q∗

n) =
(Pn − Cn)[ηn − ΦWn

(Q∗
n)] + ηnλ

∗
nCn

(Pn − Vn)[1− ΦWn
(Q∗

n)]
.

为了比较带有和不带有质量水平波动性的库存

决策模型的差异性,以下利用式 (6)和 (11)给出最优
期望利润差曲线的定义,即

E(Q∗
k(jn|in), Q∗

n) = E[Ωk(Q
∗
k(jn|in))]− E[Ωn(Q

∗
n)].

假设在不考虑质量水平的波动下,各产品的供应
能力Wn都固定服从于Ga(2, 0.079);而在考虑质量水
平的环境下,各产品供应能力Wn(jn)因质量水平jn

的影响,其分布函数为Ga(2, ξ),其中参数ξ的取值分

别为: 0.049, 0.054, 0.059, 0.064, 0.069, 0.074.于是,结
合表2中的模型参数值,可得出最优期望利润差曲线,
如图4所示.
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图 4 各产品最优期望利润差曲线

由图4可知,在不完备质量环境下,若决策者忽
略质量水平的波动性带来的影响,而采取Q∗

n的订购

策略,则其在此决策优化的过程中,将面临一定的利
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润损失的风险,其中产品A的利润损失额最大.从中
也表明在一定的模型参数下,充分考虑质量水平的波
动性对模型决策的影响,有利于提升最优期望利润水
平.然而,当产品的质量水平的波动性使得供应能力
的参数 ξ逐步趋向于0.079时,各产品的最优期望利
润差曲线也逐渐趋向于零.由此说明在此情形下,由
质量水平的波动性施加在决策机制的作用逐步趋弱,
相应的最优期望利润的提升幅度也逐渐变小.可见,
将质量水平的波动性纳入库存系统的决策机制具有

一定的决策参考价值和意义.

3 结 论

本文在不完备质量环境下充分考虑融资能力、

风险厌恶、质量水平的波动性、需求的随机性等要

素对决策机制的影响,拓展了多产品库存系统的优化
与控制模型,并提出由多重要素组成的最优Portfolio
策略.同时,利用首达性、常返性及Phase-Type分布等
随机过程的基本理论分析了库存系统的随机性.根
据模型相关的结论,可以得出以下重要的管理启示:
产品质量水平的波动性对库存系统的最优解具有重

要的影响,当其波动性使得供应能力提高时,质量水
平与最优解之间的关系为正相关的,否则反之;库存
系统的最优期望订购量与融资能力之间具有正相关

性,但随着融资能力值的进一步增大,其对最优期望
订购量和期望利润的敏感性逐渐趋弱,即当融资能力
达到一定的水平时,决策者可以不考虑资金的因素对
库存系统的影响;在一定的融资能力下,决策者的风
险厌恶程度与最优期望订购量之间具有一定的关联

性.决策者可以利用库存系统的历史数据,统计出质
量水平的转移概率矩阵,结合本模型构建每周期的最
优决策机制,以提升库存系统的运作与管理水平.
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