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基于余切函数变换的区间灰数预测模型

叶 璟1†, 党耀国1, 刘 震2

(1.南京航空航天大学经济与管理学院，南京 210016；2.江南大学商学院，江苏无锡 214122)

摘 要: 针对区间灰数灰色预测问题,考虑区间灰数序列可能的4种情形,运用余切函数变换对不同情形的区间灰
数序列分别进行处理,分别建立区间灰数的灰色预测模型,从而将灰色数据变换技术的应用范围扩展到区间灰数
预测领域.最后,通过算例和实例分析验证了新模型的实用性和有效性.
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Grey prediction model of interval grey numbers based on cotangent
function transformation
YE Jing1†, DANG Yao-guo1, LIU Zhen2

(1. College of Economics and Management，Nanjing University of Aeronautics and Astronautics，Nanjing 210016，
China；2. School of Business，Jiangnan University，Wuxi 214122，China)

Abstract: Focusing on the prediction accuracy of interval grey numbers, grey prediction models based on function
transformation of cotangent are established by investigating four typical trends of interval grey numbers sequences
respectively. According to different trends of interval grey numbers sequences, the approaches can be applied to the
upper bound and lower bound sequences of interval grey numbers or the kernel and measurement sequences of interval
grey numbers variously. By this means, this paper effectively extends function transformation technology to the field of
interval grey numbers for grey prediction. Finally, numerical examples and a case are given to illustrate the effectiveness
and practicability of the improved model.
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0 引 䀰

传统的灰色预测模型主要适用于近似非齐次指

数数据序列,而现实世界中系统数据广泛存在冲击扰
动、波动项干扰等,于是,数据变换技术应运而生.早
期的数据变换技术主要以初值化、均值化等算子的

构造为主[1-2],后来出现了以数乘变换、平移变换为
代表的空间视角技术[3-4],以及目前学者们研究最多
的函数变换技术.其中, 2008年前,函数变换类论文
主要以提高光滑比作为唯一的优化原始数据的验证

条件.陈洁等[5]提出了幂函数-指数函数复合变换,并
证明了幂函数-指数函数复合变换比幂函数-指数函
数开方变换更有效.李翠凤等[6]提出运用三角余切

函数变换对原始数据进行优化,但由于三角函数自身

周期性的特点,在运用该方法时需要进行标准化使数
据落入区间 [0,π/2]内,再进行函数变换和GM(1,1)模
型模拟,但文章并未给出具体的处理方法和原则.关
叶青等[7]将一般函数与三角函数作了组合,提出了三
角函数-幂函数复合变换,并将李翠凤等的研究范围
进一步扩大.第2阶段,从钱吴永等[8]于2009年提出
一系列构造准则起至今,专家学者们仍在探索数据变
换提高序列建模精度的充要条件以及函数变换的新

类型.钱吴永等[8]完善了对于函数变换方法的验证

条件,主要包括:是否满足光滑比变小、是否为级比压
缩、是否具有保凹凸性以及还原误差是否放大;并依
照构造准则提出了反余切函数变换.随后,崔立志等
分别进行了对数函数−一次函数变换[9]以及余割三

收稿日期: 2016-01-07；修回日期: 2016-03-17.
基金项目: 国家自然科学基金项目 (71071077, 71371098, 71503103)；国家留学基金公派研究生项目 (201606830039)；

江苏高校哲学社会科学重点研究基地重大项目 (2012JDXM005)；江苏省普通高校研究生科研创新计划
项目 (KYZZ15_ 0095)；中央高校基本科研业务费专项资金项目.

作者简介: 叶璟 (1988−), 女, 博士生, 从事灰色系统理论的研究；党耀国 (1964−), 男, 教授, 博士生导师, 从事灰色
系统理论、数量经济等研究.

†通讯作者. E-mail: yejingjessie@163.com



第4期 叶 璟等: 基于余切函数变换的区间灰数预测模型 689

角函数变换[10]研究,并且运用钱吴永提出的构造准
则进行了验证.陈芳等[11]提出了更具一般意义的非

负函数变换,用来提高GM(1,1)模型的预测精度,并
验证了以上 4个验证条件.郭金海等[12]讨论了函数

变换对灰色模型光滑度和精度的影响,指出在函数变
换时应综合考虑光滑度和还原精度,使得总体建模精
度达到最优.
对于区间灰数的预测研究,学者们主要通过几何

特征、构造算子、组合模型等方法将区间灰数序列转

化为实数序列进行灰色预测模型建模,再还原回区间
灰数序列的思想进行一系列的尝试探讨.其中,孟伟
等[13]按照灰数的原始定义将灰数标准化后得到白部

和灰部;然后分别建立DGM(1,1)模型预测;最终还原
成灰色区间数的上下界,得到预测模型.郭晓君等[14]

结合动力系统自忆性原理,构建了基于合成灰数灰
度的区间灰数自忆性耦合预测模型.杨德岭等[15]将

Verhulst模型拓展到区间灰数的范围,基于灰度和核
序列构建了Verhulst模型,并以信息域不减推论为依
据、以核为中心推导区间灰数上 (下)界.曾波等[16]通

过标准化离散灰数的核序列及灰单元格面积序列的

GM(1,1)模型,实现对离散灰数中的元素的预测,并为
避免等可能性取值这一缺陷,构建了标准离散灰数中
元素取值可能性序列,以实现对离散灰数中元素取值
可能性大小的预测.

尽管函数变换技术已被学者们广泛运用于灰色

预测模型,但相关研究大多仅限于实数序列.关于区
间灰数的预测,当前研究成果也缺乏针对不同数据特
征的区间灰数序列的不同处理方法.因此,本文尝试
将函数变换技术推广到区间灰数的范畴,进一步拓展
数据变换技术的应用范围,并试图通过函数变换提升
区间灰数灰色预测模型的精度.具体地,本文选取三
角余切函数进行函数变换,因其函数图像在 [0,π/2]

上斜率的巨大变化,使得余切函数是一种对数据处理
范围更广、对高斜率数据同样适用的函数变换形式,
并且在提高原始数据的光滑度方面,比对数函数法及
幂函数法更加有效[6].值得注意的是,考虑到发展趋
势的一致性,由于余切函数在 [0,π/2]上是递减的,此
函数变换适合对递减序列进行处理.最终,本文将函
数变换技术与区间灰数预测相结合,建立基于余切函
数的区间灰数预测模型,对递减的区间灰数序列进行
优化研究.

1 基本概念及理论

1.1 基本定理、定义

定理1[17] 设序列X = (x(1), x(2), · · · , x(n))(k
= 1, 2, · · · , n)为一非负递减序列,若有非负函数变换

y(k) = F (x(k)),则能提高单调递减序列光滑度的充
要条件是F (x(k))/x(k)为单调递减函数.
定理2[8] 设序列X = (x(1), x(2), · · · , x(n))(k

= 1, 2, · · · , n)为一非负递减序列,若非负函数变换
y(k) = F (x(k))可表示为F (x(k)) = x(k)G(x(k)),
则变换后的序列级比小于原始序列的级比,其中函数
G(x(k))非负且严格单调下降.
定义1 设y(k) = F (x(k))(k = 1, 2, · · · , n)为

非负函数,如果其二阶导数在区间上恒大于0,则称该
函数在此区间上为严格凹函数.
注1 因GM(1,1)模型是对具有灰指数趋势的数

据序列进行模拟预测,故凹序列更适合GM(1,1)模型
的建模.在进行数据变换时,应保证变换后序列的非
负凹的特性.
定理3[8] 若非负函数变换y(k) = F (x(k))(k =

1, 2, · · · , n)为一可导函数,且满足 |F (x(k))′| ⩾ 1,则
数据变换的还原误差不变或缩小.
定义2[18] 设灰数⊗ ∈ [a, b], a < b,在缺乏取值

分布信息的情况下,若⊗为连续灰数,则称 ⊗̃ = (a +

b)/2为灰数的核.灰数的核序列记作X(⊗̃) = (⊗̃1,

⊗̃2, · · · , ⊗̃n).
定义3[18] 设灰数⊗ ∈ [a, b], a < b,其上界和下

界的差值称为区间灰数的测度,记作 l(⊗) = b− a.灰
数的测度序列记作L(⊗) = (l(⊗1), l(⊗2), · · · , l(⊗n)).

1.2 余切函数变换的性质

引理1 对于非负递减序列,余切函数变换能提
高非负递减序列的光滑性.

证明 当x > 0时,有[cotx
x

]′
=

−x(cscx)2 − cotx
x2

< 0, 0 ⩽ x ⩽ π/2.

所以,由定理 1可知,在非负递减序列条件下, y =

cotx(0 ⩽ x ⩽ π/2)能提高非负递减序列的光滑

性. 2
引理2 对于非负递减序列,余切函数变换为级

比压缩变换.
证明 因为y = cotx = x · cotx

x
,
[cotx

x

]′
<

0, 0 ⩽ x ⩽ π/2,得y = cotx/x为非负单调递减
函数.由定理 2可知,在非负递减序列条件下, y =

cotx(0 ⩽ x ⩽ π/2)为级比压缩变换. 2
引理3 对于非负递减序列,余切函数变换能保

持序列的非负凹特性.
证明 对于单调递减序列,在区间(0,π/2)上,有

(cotx)′′ = [−(cscx)2]′ = −2(cscx)2cotx > 0,故y

= cotx(0 ⩽ x ⩽ π/2)二阶导数恒大于0.所以,由定
义1可知,在非负递减序列条件下, y = cotx(0 ⩽ x ⩽
π/2)为严格凹函数. 2
引理4 余切函数数据变换能使还原误差不变
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或缩小.
证明 因为 |(cotx)′| = | − (cscx)2| ⩾ 1, 0 ⩽

x ⩽ π/2,所以由定理3知,经y = cotx(0 ⩽ x ⩽ π/2)

数据变换后,还原误差不变或缩小. 2
1.3 余切函数变换的标准化处理原则

根据文献 [19],考虑到数据拟合的精度以及计算
的简便,不同增长率的数据分别被处理到4个数量等
级,以完成数据变换的标准化过程,具体步骤如下.
设X(0) = (x(0)(1), x(0)(2), · · · , x(0)(n))为原始

数据序列,其中x(0)(k) ⩾ 0, k = 1, 2, · · · , n,取前
(n−m)项进行如下处理.

1)幂处理.由

x0
T = (x(0)(k))

1
T , x(0)(k) ⩾ 0,

k = 1, 2, · · · , n−m, (1)

得到新的数据序列

X
(0)
T = (x

(0)
T (1), x

(0)
T (2), · · · , x(0)

T (n−m)),

x
(0)
T (k) ⩾ 0, k = 1, 2, · · · , n−m.

分别取T = 1, T = 2, · · · ,直至当T = t时,若得到数
据序列中 |x(0)

t (n − m) − x
(0)
t (1)| ⩽ 0.1,则停止该步

运算.
2)均值化.当T = t时,得到

X
(0)
t = (x

(0)
t (1), x

(0)
t (2), · · · , x(0)

t (n−m)),

x
(0)
t (k) ⩾ 0, k = 1, 2, · · · , n−m.

令

p =
1

n−m

n−m∑
k=1

x
(0)
t (k),

x
(0)
t (k) ⩾ 0, k = 1, 2, · · · , n−m. (2)

将X
(0)
t = (x

(0)
t (1), x

(0)
t (2), · · · , x(0)

t (n −m)), x
(0)
t (k)

⩾ 0(k = 1, 2, · · · , n − m)中各数据分别除以p,得到
新的数据序列

X
(0)
tp = (x

(0)
tp (1), x

(0)
tp (2), · · · , x(0)

tp (n−m)),

x
(0)
tp (k) ⩾ 0, k = 1, 2, · · · , n−m,

其中

x
(0)
tp (k) =

x
(0)
t (k)

p
. (3)

3)数据处理强度的等级设计.数据序列X
(0)
tp 中

的数据均处于1左右,选取相应的调节系数q进一步

将数据序列分别处理为0.1左右、0.5左右、1.0左右
以及接近 π/2的 4个数量强度等级 (数量等级记为
i, i = 1, 2, 3, 4).
将数据序列处理为 0.1左右的数量等级时,取

q = 10,由X
(0)
tp 除以q,得数据序列

X
(0)
F1 = (x

(0)
F1(1), x

(0)
F1(2), · · · , x

(0)
F1(n−m)),

x
(0)
F1(k) ⩾ 0, k = 1, 2, . . . , n−m,

其中

x
(0)
F1(k) =

x
(0)
tp (k)

10
. (4)

同理,当数量等级为0.5左右时,取q = 2,得到

X
(0)
F2 = (x

(0)
F2(1), x

(0)
F2(2), · · · , x

(0)
F2(n−m)),

x
(0)
F2(k) ⩾ 0, k = 1, 2, · · · , n−m,

其中

x
(0)
F2(k) =

x
(0)
tp (k)

2
; (5)

当数量等级为1左右时,取q = 1,得到

X
(0)
F3 = (x

(0)
F3(1), x

(0)
F3(2), · · · , x

(0)
F3(n−m)),

x
(0)
F3(k) ⩾ 0, k = 1, 2, · · · , n−m,

其中

x
(0)
F3(k) =

x
(0)
tp (k)

1
; (6)

当数量等级为接近π/2时,取q = 2/3,得到

X
(0)
F4 = (x

(0)
F4(1), x

(0)
F4(2), · · · , x

(0)
F4(n−m)),

x
(0)
F4(k) ⩾ 0, k = 1, 2, · · · , n−m,

其中

x
(0)
F4(k) =

3x
(0)
tp (k)

2
. (7)

由此,产生的 4个数量等级的新数据序列记为
X

(0)
Fi (i = 1, 2, 3, 4).
根据原始数据的增长率,参考函数变换 y =

cotx(0 ⩽ x ⩽ π/2)的变化率,选择在区间 (0,π/2)

上产生0.1, 0.5, 1或π/2数量等级的新数据序列.对于
非负递减序列,下降率大的数据 (下降率> 10%),更
适合将原始数据处理到0.1左右及0.5左右的数量等
级,这里函数斜率较大适于拟合高下降率数据;低下
降率数据 (下降率< 10%),则更适合将原始数据处理
到1或π/2数量等级,这里函数斜率较小适于拟合低
下降率数据.

2 基于余切函数的区间灰数数据变换

对于区间灰数的灰色预测,要同时考虑到数据序
列的上界和下界的发展趋势,以及区间灰数信息的充
分利用原则,并避免直接进行灰色预测建模可能导致
的上下界交错的情形.设有区间灰数非负递减序列

X(0)(⊗) = (⊗(0)(1),⊗(0)(2), · · · ,⊗(0)(n)),

⊗(0) (k) ∈ [a(0)(k), b(0)(k)], k = 1, 2, · · · , n,
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其上下界序列分别为

B(0) = (b(0)(1), b(0)(2), · · · , b(0)(n)),

A(0) = (a(0)(1), a(0)(2), · · · , a(0)(n)).

针对其不同情形,有以下4种情况分别进行函数变换
灰色预测建模.

2.1 区间灰数上界减速慢、下界减速快的情形

对于此类区间函数的灰色预测,考虑到上下界差
距较大 (见图1),无需顾及上下界交错的情形,可分别
根据上下界数据序列的增长率分别建模.具体过程
如下:

图 1 区间灰数上界减速慢、下界减速快的情形

1)分别计算上下界序列

B(0) = (b(0)(1), b(0)(2), · · · , b(0)(n)),

A(0) = (a(0)(1), a(0)(2), · · · , a(0)(n))

的下降率.
2)根据上下界数据序列的下降率,参照1.3节的

处理原则,分别得到标准化数据处理后的

B
(0)
i = (b

(0)
i (1), b

(0)
i (2), · · · , b(0)i (n)),

A
(0)
i = (a

(0)
i (1), a

(0)
i (2), · · · , a(0)i (n)),

其中i = 1, 2, 3, 4,表示数据标准化处理的数据等级.
3)对标准化处理后的

B
(0)
i = (b

(0)
i (1), b

(0)
i (2), · · · , b(0)i (n)),

A
(0)
i = (a

(0)
i (1), a

(0)
i (2), · · · , a(0)i (n))

进行函数y = cotx(0 ⩽ x ⩽ π/2)的变换处理,得到
建模序列

Y
(0)
bi = (y

(0)
bi (1), y

(0)
bi (2), · · · , y(0)bi (n)),

Y
(0)
ai = (y

(0)
ai (1), y

(0)
ai (2), · · · , y

(0)
ai (n)).

4)对建模序列取前(n−m)项,分别进行GM(1,1)
模型建模,后m项作为对m步预测值预测精度的

验证数据,即分别将 Y
(0)
bi = (y

(0)
bi (1), y

(0)
bi (2), · · · ,

y
(0)
bi (n − m)),Y (0)

ai = (y
(0)
ai (1), y

(0)
ai (2), · · · , y

(0)
ai (n −

m))作为GM(1,1)模型的模拟数据,得到如下时间响
应式,即最终的预测模型:

ŷ
(0)
bi (k + 1) = (1− ea)

(
y
(0)
bi (1)− b

a

)
e−ak, (8)

ŷ
(0)
ai (k + 1) = (1− ea)

(
y
(0)
ai (1)−

b

a

)
e−ak, (9)

其中k = 1, 2, · · · , n−m.
分别得到灰色预测模型关于上界序列和下界序

列的m步预测值 ŷbi(n − m + 1), · · · , ŷbi(n); ŷai(n −
m+ 1), · · · , ŷai(n).

5)分别将 ŷbi(n−m+1), · · · , ŷbi(n); ŷai(n−m+

1), · · · , ŷai(n)作还原处理 (数据标准化处理的逆运
算),有

y′bi(k) = arccot (ŷbi(k)), (10)

y′ai(k) = arccot (ŷai(k)), (11)

xbi(k) = [y′bi(k)pq]
t, (12)

xai(k) = [y′ai(k)pq]
t, (13)

其中k = n−m+ 1, · · · , n.
得到原始数据的m步预测值xbi(n − m + 1),

· · · , xbi(n); xai(n−m+ 1), · · · , xai(n).

2.2 区间灰数上界减速快、下界减速慢的情形

对于此类数据,在考虑灰色预测建模时尤其要注
意分别进行上下界建模可能产生的上下界交叉的问

题 (见图 2).对此,引入区间灰数的核与测度的概念,
在充分利用区间灰数信息的基础上,将上下界序列
转化为区间灰数的核与测度序列,再进行数据变换建
模.具体过程如下:

图 2 区间灰数上界减速快、下界减速慢的情形

1)根据定义2和定义3,分别计算区间灰数序列
的核序列和测度序列,分别得到

X(0)(⊗̃) = (x(0)⊗̃(1), x(0)⊗̃(2), · · · , x(0)⊗̃(n)),

L(0)(⊗) = (l(0) ⊗ (1), l(0) ⊗ (2), · · · , l(0) ⊗ (n)).

2)分别计算区间灰数的核序列和测度序列的下
降率,有

X(0)(⊗̃) = (x(0)⊗̃(1), x(0)⊗̃(2), · · · , x(0)⊗̃(n)),

L(0)(⊗) = (l(0)⊗1, l
(0)⊗2, · · · , l(0)⊗n).

3)根据核序列和测度序列的下降率,参照1.3节
的处理原则,分别得到标准化数据处理后的

X
(0)
i (⊗̃) = (x

(0)
i ⊗̃(1), x

(0)
i ⊗̃(2), · · · , x(0)

i ⊗̃(n)),

L
(0)
i (⊗) = (l

(0)
i ⊗(1), l

(0)
i ⊗(2), · · · , l(0)i ⊗(n)),
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其中i = 1, 2, 3, 4,表示数据标准化处理的数据等级.
4)对标准化处理后的数据

X
(0)
i (⊗̃) = (x

(0)
i ⊗̃(1), x

(0)
i ⊗̃(2), · · · , x(0)

i ⊗̃(n)),

L
(0)
i (⊗) = (l

(0)
i ⊗ (1), l

(0)
i ⊗ (2), · · · , l(0)i ⊗ (n))

进行函数y = cotx(0 ⩽ x ⩽ π/2)的变换处理,得到
建模序列

Y
(0)

⊗̃i
= (y

(0)

⊗̃i
(1), y

(0)

⊗̃i
(2), · · · , y(0)⊗̃i

(n)),

Y
(0)
li = (y

(0)
li (1), y

(0)
li (2), . . . , y

(0)
li (n)).

5)对建模序列取前(n−m)项,分别进行GM(1,1)
模型建模,后m项作为对m步预测值预测精度的验

证数据,即分别将

Y
(0)

⊗̃i
= (y

(0)

⊗̃i
(1), y

(0)

⊗̃i
(2), · · · , y(0)⊗̃i

(n−m)),

Y
(0)
li = (y

(0)
li (1), y

(0)
li (2), · · · , y(0)li (n−m))

作为GM(1,1)模型的模拟数据,分别得到最终的预测
模型

ŷ
(0)

⊗̃i
(k + 1) = (1− ea)

(
y
(0)

⊗̃i
(1)− b

a

)
e−ak, (14)

ŷ
(0)
li (k + 1) = (1− ea)

(
y
(0)
li (1)− b

a

)
e−ak, (15)

其中k = 1, 2, · · · , n−m.
分别得到灰色预测模型关于区间灰数的核序

列和测度序列m步的预测值 ŷ⊗̃i(n − m + 1), · · · ,
ŷ⊗̃i(n))和 ŷli(n−m+ 1), · · · , ŷli(n).

6)分别将 ŷ⊗̃i(n−m+ 1), · · · , ŷ⊗̃i(n))和 ŷli(n−
m+ 1), · · · , ŷli(n)作还原处理(数据标准化处理的逆
运算),有

y′⊗̃i(k) = arccot (ŷ⊗̃i(k)), (16)

y′li(k) = arccot (ŷli(k)), (17)

xi⊗̃(k) = [y′⊗̃i(k)pq]
t, (18)

li ⊗ (k) = [y′li(k)pq]
t, (19)

xb̃i(k) =
2xi⊗̃(k) + xi ⊗ (k)

2
, (20)

xãi(k) =
2xi⊗̃(k)− li ⊗ (k)

2
, (21)

其中k = n−m+ 1, · · · , n.
得到原始数据序列的m步预测值xb̃i(n − m +

1), · · · , xb̃i(n)和xãi(n−m+ 1), · · · , xãi(n).

2.3 区间灰数上下界减速相当且上下界差足够大的

情形

上下界差足够大是指上界在预测时期,远无法达
到下界的情形.这种情况下,不存在建模后上下界交
叉的情况 (见图3),故可采用类似2.1节的处理方法对
其建模.

图 3 区间灰数上下界减速相当且上下界差足够大的情形

2.4 区间灰数上下界减速相当且上下界差不足的

情形

上下界差不足是指上界在预测时期,可能达到下
界的情形.这种情况下,可能存在建模后上下界交叉
的情况 (见图4),故可采用类似2.2节的处理方法对其
建模.

a
1 a

2 a
3 a

4 a
5 a

6 a
7 a

n

b
1 b

2 b
3 b

4 b
5 b

6 b
7 b

n

图 4 区间灰数上下界减速相当且上下界差不足的情形

3 算例分析

设有4组原始区间灰数数据序列 (见表1)分别对
应以上4种情形,选取各序列前4项为模拟数据,最后
1项作为预测数据进行对预测结果的验证.另外,为
与本模型的结果进行对比,选用区间灰数建模中基本
的两种处理方法:直接建模法 (以下均记为方法1)和
基于区间灰数核与测度的建模方法 (以下均记为方
法 2).其中,直接建模法分别用GM(1,1)模型拟合区
间灰数上下界序列,预测上下界发展情况;基于区间
灰数核与测度的建模方法需要首先确定区间灰数的

核与测度,进行分别建模,之后再作相应的还原处理,
得到上下界的预测值.下面通过第2节各情形的建模
处理方法所得到的结果,对比直接建模法和基于区间
灰数核与测度的建模方法的预测结果,见表2.

表 1 区间灰数建模序列

序列 建模数据

X1(⊗) [18.57,21.9] [16,20.1] [13.41,18.5] [11.54,17.22] [9.8,15.6]

X2(⊗) [5.44,17] [4.07,12.41] [3.15,9.81] [2.67,7] [2.11,5]

X3(⊗) [20.74,45.5] [17.63,43.96] [14.86,41.89] [12.67,39.11] [10.8,35.7]

X4(⊗) [20.1,27] [17.63,23.41] [14.86,20.23] [12.2,17] [10.51,14.4]

由表2结果可看出, 4组原始区间灰数序列通过
本文方法处理得到的预测误差普遍好于直接建模

法和基于区间灰数核与测度的建模方法.其中,对于
第1种情形,本文方法得到的上下界平均预测误差为
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表 2 3种方法对4种区间灰数序列的模拟预测结果与预测误差

方法
X1(⊗̂) X2(⊗̂) X3(⊗̂) X4(⊗̂)

预测结果 预测误差/% 预测结果 预测误差/% 预测结果 预测误差/% 预测结果 预测误差/%

方法1
9.72 −0.83 2.10 −0.50 10.70 −0.97 10.22 −2.78

15.89 1.88 5.46 9.23 37.04 3.75 14.59 1.30

方法2
9.41 −3.99 2.08 −1.63 10.43 −3.46 10.19 −3.01

16.12 3.35 5.47 9.39 37.14 4.02 14.61 1.42

本文方法
9.76 −0.37 2.11 0.11 10.70 −0.90 10.33 −1.75

15.36 −1.56 5.33 6.62 35.93 0.64 14.41 0.09

0.97%,低于另两种模型的 1.36%和 3.67%.对于第 2
种情形,本文模型得到的下界预测误差6.62%明显低
于前两种方法的9.23%与9.39%;本文得到的上界误
差依然最小.对于第3种情形,本文方法得到的预测
精度明显好于另外两个,均小于1%.对于第4种情形,
本文方法相较于另外两种方法仍保持了较高的预测

精度,对于上界,新模型得到的预测误差−1.75%绝对
值小于−2.78%和−3.01%;下界误差0.09%也同样低
于1.30%和1.42%.纵观3种方法,本文方法在处理多
种情形的区间灰数上取得了优于其他两种模型的结

果,适用范围较大,精度较高.

4 实例验证

选取2005∼ 2014年长江三角洲地区 (包括上海
市、江苏省和浙江省)人均工业废水排放量 (吨/人)
的区间数据作为实例验证本文模型.因为2010年数
据出现明显波动,故采取均值化方法 (即用2009年与
2011年数据的均值)替换2010年的实际值,由此得到
表3所示数据序列.根据数据序列上下界值判断,此
数据序列与第3种情形相符,采取2.1节中的建模方
法.其中,以2005∼ 2012年数据为拟合数据建立预测
模型,用2013和2014年数据验证预测模型的精度.

表 3 2005∼ 2014年长江三角洲地区人均工业废水排放量

年份 人均工业废水排放量 年份 人均工业废水排放量

2005 [27.03, 39.05] 2010 [18.82, 35.98]

2006 [24.61, 39.35] 2011 [19.00, 33.39]

2007 [23.05, 39.03] 2012 [20.04, 32.03]

2008 [20.60, 38.46] 2013 [18.80, 29.77]

2009 [18.64, 38.56] 2014 [18.10, 27.12]

表3的数据来源于《上海统计年鉴》、《江苏统计
年鉴》、《浙江统计年鉴》(2006∼ 2015)中工业排放量
和常住人口数(单位: t /人).
表4中的平均误差显示,本文方法对长江三角洲

地区人均工业废水排放量的预测结果明显优于前两

种方法.从预测各年份上下界预测值的误差来看,本
文方法的误差绝对值保持在 12%以下,而前两种方

法最高误差值均接近14%.从平均预测误差来看,在
第1步预测时,本文方法的平均误差为5.22%,而另两
种方法均在7%以上;第2步预测时,本文方法的平均
误差仍低于另两种传统模型.由此,表明了本文方法
的实用性.

表 4 3种方法对长江三角洲地区人均
工业废水排放量的预测误差 %

方法
2013 2014

预测误差 平均误差 预测误差 平均误差

方法1
−7.72

7.50
−8.18

11.007.29 13.82

方法2
−7.46

7.33
−7.89

10.80
7.20 13.72

本文方法
−6.17

5.22
−6.22

8.87−4.27 −11.51

5 结 论

区间灰数的灰色预测领域一直是学者们致力研

究的热点之一,本文将灰色生成技术中函数变换运用
于区间灰数的灰色建模中,有效地提高了区间灰数序
列的数据光滑比、级比、还原误差,保证了数据序列的
“凹”特性,从而提高了建模精度.另外,通过对区间灰
数4种情形的讨论,直观地给出了不同情形下的建模
方法,对实际运用具有较好的指导作用.最后,通过算
例分析和实例验证,显示了本文所提出方法的现实意
义.因区间灰数序列中内部灰色信息分布不明确,所
以,通过数据变换对区间灰数序列的行为特征加以处
理与解释,是未来值得并有待于学者们深入研究的一
个方向.
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