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基于结构元理论的正规Type-2模糊集的质心
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摘 要: 定义正规Type-2模糊集,并利用结构元理论给出正规Type-2模糊集的结构元表示和正规Type-2模糊集质
心计算的确切步骤,得出正规Type-2模糊集质心的精确解.在正规Type-2模糊集的次隶属函数可以通过结构元线
性表示时,给出其质心计算的近似结果.实例比较结果表明,所提出的方法计算简便,适用范围广,且在一定条件下
近似解与精确解的拟合较好.
关键词: Type-2模糊集；正规Type-2模糊集；质心；解模糊
中图分类号: O159 文献标志码: A

Centroid of norm Type-2 fuzzy sets based on structured element
GUO Si-cong1, REN Yan1,2†, YANG Yang1

(1. Faculty of Science，Liaoning Technical University，Fuxin 123000，China；2. School of Mathematics and Information
Science，He’nan Polytechnic University，Jiaozuo 454000，China)

Abstract: The norm Type-2 fuzzy set is defined and its representation based on the structured element is introduced, and
an exact computation method is provided for the centroid of the norm Type-2 fuzzy set. When the secondary membership
function can be expressed by the linear representation of structured element, an approximation method is provided for the
centroid of the norm Type-2 fuzzy set. The examples of comparing the exact computational results with the approximate
results are given, which show that the proposed methods are computationally simple and have a wide rang of applications,
and under certain conditions, the approximation solution and the exact solution fit well.
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0 引 言

Zadeh[1]建立的模糊集理论能有效处理模糊的,
特别是与语言相关的不确定性.但是,在实际应用中,
语言 (词)往往对不同的人有不同的涵义.模糊集确
定的隶属度使其本质上是精确的,并不足以抓住比如
好、重要、一般等认知语言的复杂不确定性.为了克
服模糊集用精确值表达语言变量的局限性, Zadeh[2]

提出了Type-2模糊集 (T2FSs),并把之前的模糊集称
为Type-1模糊集. Type-2模糊集的隶属函数是三维
的,提供了更多的自由度,可以直接掌控多重的模糊
不确定性信息,产生更精确和鲁棒的结果,被广泛应
用在许多领域,比如工业、控制、分类、模式识别、
决策等.但是,由于Type-2模糊集本身表述和计算的
复杂性,这些应用基本都限制在区间Type-2模糊集
上.正如 Starczewski[3]认为的那样: Type-1模糊系统
的结果太乐观,其隶属函数没有不确定性,即仅仅利

用了Type-2中的首隶属函数的信息;区间Type-2模糊
集的结果又太悲观,其只使用了边界信息.最好的结
果是使用整个区间,包括边界、中心、分布等信息.因
此,所有的这些应用系统都将面临着由区间Type-2模
糊集向一般Type-2模糊集的扩张问题.次隶属函数
是模糊数的Type-2模糊集 (正规Type-2模糊集),是区
间Type-2模糊集和一般Type-2模糊集的过渡形式,对
其进行的各种研究显然具有理论意义和实际的应用

价值.
在 Type-1模糊集参与的一型模糊系统 (Type-1

FLSs)中,为了得到精确输出,需对Type-1模糊集进行
解模糊化.而Type-2模糊集因其自身的特点,解模糊
化分为两步: 1)降型,将Type-2模糊集转化为Type-1
模糊集; 2)解模糊化,将Type-1模糊集转化精确值.降
型是解模糊的第 1步,实质是求Type-2模糊集的质
心.降型运算是Type-2模糊系统的关键步骤,因Type-
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2模糊集计算上的困难,已成为 Type-2模糊逻辑系
统应用的瓶颈.在实际系统的应用中,也仅有计算
比较简单的区间 Type-2模糊逻辑系统得到广泛的
使用.区间Type-2模糊集的质心计算的基本方法是
KM(Karnik-Mendel)算法[4-5].近些年,许多学者致力
于KM算法的改进. Wu等[6]给出了非常有效的降型

策略; Sepulveda等[7]降低了KM算法的计算复杂性;
Wu等[8]改进KM算法,提出了EKM(Enhanced Karnik
-Mendel)算法,降低了降型计算或质心计算的成本;
王建辉等[9]对EKM算法进行了改进,提出了一种新
的改进EKM算法,减少了迭代时间,降低了计算量.
对于一般的 Type-2模糊集的质心 (或降型),

Liu[10]利用α-截集将Type-2模糊集分解为区间Type-
2模糊集,通过多次使用KM算法将Type-2模糊集进
行降型; Lucas等[11]计算了Type-2模糊集每个垂直切
片的质心,并将计算所得的质心集合相结合,形成降
型集; Starczewski[12]给出了离散型论域上次隶属函

数是三角和高斯型模糊集的Type-2模糊集的质心计
算结果.这些方法得到的Type-2模糊集的质心或者
不再是扩张原理意义下的质心,或者对模糊集的具体
形式具有较大的限制.本文借助模糊数的结构元理
论,对于定义在离散型论域 (连续型论域可以先离散
化)上的正规Type-2模糊集,给出其质心计算的精确
结果和近似结果.
为了区别方便,本文用A,B,C, · · · 表示Type-1

模糊集,而Type-2模糊集记为 Ã, B̃, C̃, · · · .对于论域
X ,利用F (X)表示论域X上的全体Type-1模糊集,
N(X)为X上的全体模糊数集合.

1 Type-2模糊集的基本概念
本节简单介绍Type-2模糊集的相关概念,有关详

细内容可查阅参考文献[13-14]等.
Ã为论域X上的Type-2模糊集,若∀x ∈ X ,则其

隶属度是 [0, 1]上的取值为 [0, 1]的函数,即µÃ : X →
[0, 1][0,1]，[0, 1][0,1]表示 [0, 1]上的全体Type-1模糊集.
一般地,论域X上的Type-2模糊集 (T2FSs)Ã可

以通过Type-2隶属函数(T2FM)µÃ(x, u)表示,即

Ã =

{(x, u), µÃ(x, u)|x ∈ X,u ∈ [0, 1], 0 ⩽µÃ(x, u)⩽ 1}.

其中:称x为Ã的主变元,u为Ã的次变元.
定义1 对于Type-2模糊集 Ã的论域中任一点

x′ ∈ X , Type-2隶属函数µÃ(x, u)与平面x = x′的交

集µÃ(x
′, u)称为次隶属函数 (Secondary MF),记为

µÃ(x′)(u)或µÃx′ (u),简记为µÃ(x′)或µÃx′ .

定义2 称次隶属函数的定义域Jx = {(x, u)|
u ∈ [0, 1], µÃ(x, u) > 0}为Type-2模糊数Ã在x的主

隶属度.
次隶属函数µÃ(x)为Type-1模糊集,且有µÃ(x) =w

(x,u)∈Jx

µÃ(x)(u)/u. Type-2模糊集可以表示为所有

次隶属函数的并,即

Ã =
w
x∈X

w
(x,u)∈Jx

µÃ(x)(u)/(x, u).

Type-2模糊集给出了元素隶属度的模糊程度,其
隶属函数是三维的,比Type-1模糊集多了一维,这意
味着多了一维描述与处理不确定性的自由度,因此增
强了集合处理不确定性的能力,同时也增强了集合复
杂性.
定义3 若∀x ∈ X, (x, u) ∈ Jx,µÃx

(u) ≡ 1,则
称Ã为区间Type-2模糊集(IT2FSs).

定义4 Type-2模糊集的首隶属函数 (Principal
MF)记为µprin

Ã
(x),且有µprin

Ã
(x) =

w
x∈X

u/x,∀x ∈
X, (x, u) ∈ Jx, µÃx

(u) = 1.

定义 5 对于论域X上的Type-2模糊集 Ã,若
∀x ∈ X ,次隶属函数µÃ(x)为 [0, 1]上的Type-1模糊
数,则称Ã为正规Type-2模糊集.

2 结构元基本理论৺正规Type-2模糊集的
结构元表示

2.1 结构元基本理论

本节简单介绍结构元基本理论,具体内容可查阅
参考文献[15-17]等.
定义6 设E为实数域R上的模糊集,隶属函数

记为E(x), x ∈ R.如果E(x)满足下述性质,则称模
糊集E为R上的模糊结构元: 1)E(0) = 1; 2)在区
间 [−1, 0)上E(x)为单增右连续函数,在区间(0, 1]上

E(x)为单减左连续函数; 3)当−∞ < x < −1或者

1 < x < +∞时,E(x) = 0.
设E为R上的模糊结构元,如果满足: 1) ∀x ∈

(−1, 1), E(x) > 0; 2)在 [−1, 0)上E(x)为连续且严

格单增函数,在(0, 1]上E(x)为连续且严格单减函数.
则称E为模糊正则结构元.若E(x) = E(−x),则称E

为模糊对称结构元.
引理1 (局部映射原理) 设E为R上的模糊结

构元,具有隶属函数E(x),又设函数f(x)在区间 [−1,

1]上是单调有界的, f̂(x)为f(x)的延拓集值函数,则
f̂(E)为R上有界闭模糊数,且 f̂(E)的隶属函数为

E(f−1(x)),这里f−1(x)为f(x)关于变量x和y的轮

换对称函数 (若f(x)是连续严格单调的,则f−1(x)为

f(x)的反函数).在不引起混淆的情况下,记 f̂(x)为

f(x), f̂(E)为f(E).
引理2 (模糊结构元表现定理) 对于给定的正
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则结构元E和任意的有界闭模糊数A,总存在一个
[−1, 1]上的单调有界函数f(x),使得A = f(E).
称函数f(x)为有界闭模糊数A的单调变换函数.

2.2 正规Type-2模糊集的结构元表示

函数是数集到数集的映射,将实数集到模糊数集
上的映射称为模糊值函数.

定义 7 [15] 设X,Y 为实数集的两个子集, f̃为
X到N(Y )上的映射,即∀x ∈ X ,存在唯一的模糊数y

∈ N(Y )与之对应,记为y = f̃(x),则称 f̃为X上的模

糊值函数.
如果对于所有的x ∈ D(f̃), f̃(x)都是有界闭模

糊数,则称模糊值函数 f̃是有界的.
引理3 [15] 设X为实数集,对于给定的正则结

构元E和X上的任意有界模糊值函数 f̃(x),总存在
X × [−1, 1]上的二元函数g(x, y),且对于任意确定的
x ∈ X , g(x, y)是关于y在 [−1, 1]上的单调函数,使得
f̃(x) = g(x,E).

正规Type-2模糊集的次隶属函数µÃ(x)是论域

X、值域为 [0, 1]上模糊数的模糊值函数.根据引理3,
存在X × [−1, 1]上的二元函数g(x, t),使得µÃ(x) =

g(x,E),其中E为正则结构元.对于任意确定的x ∈
X , g(x, t)为关于 t在 [−1, 1]上的单调有界函数,且 0

⩽ g(x, t) ⩽ 1,称g(x, t)为正规Type-2模糊集 Ã次隶

属函数的单调变换函数.
正规Type-2模糊集 Ã可以通过其次隶属函数的

单调变换函数表示.比如X是有限论域,不妨设X =

{x1, x2, · · · , xn},X上的Type-2模糊集Ã可以表示为

Ã =
g(x1, E)

x1
+

g(x2, E)

x2
+ · · · + g(xn, E)

xn
,或记为

Ã =
n∑

i=1

g(xi, E)

xi
.

3 正规Type-2模糊集的质心
离散论域X(X = {x1, x2, · · · , xn})上的Type-1

模糊集A的去模糊化方法 (或称为质心)一般采用的
计算式为

CA =

n∑
i=1

xiµA(xi)
/ n∑

i=1

µA(xi), (1)

其中 µA(xi)为实数.类似地,对于离散论域X上的

正规Type-2模糊集 Ã,论域中的每个xi都对应一个

Type-1模糊数µÃ(xi)
,这样正规Type-2模糊集 Ã的质

心的计算式为

CÃ =
n∑

i=1

xiµÃ(xi)

/ n∑
i=1

µÃ(xi)
, (2)

其中µÃ(xi)
为模糊数.如果把式 (1)看成 x1, x2, · · · ,

xn的加权平均,则式 (2)就是x1, x2, · · · , xn的模糊加

权平均,即式(2)是(1)的模糊扩张.

3.1 多元函数的模糊扩张

扩张原理是模糊集理论的基本概念,是模糊集上
所有运算的基础.
定义8 多元映射f : X1 ×X2 × · · · ×Xn → Y .

由f可诱导映射f : F (X1)×F (X2)×· · ·×F (Xn) →
F (Y ); (A1, A2, · · · , An) → f(A1, A2, · · · , An),∀y ∈
Y ,隶属函数

µf(A1,A2,··· ,An)(y) =∨
y=f(x1,x2,··· ,xn)

[
∧

k=1,2,··· ,n
µAk

(xk)].

利用函数单调性和模糊扩张不难证明下面结论.
定理 1 设 f(x1, x2, · · · , xn)为 [−1, 1]n上的有

界函数,且函数f(x1, x2, · · · , xn)关于自变量xi(i =

1, 2, · · · , n)均具有单调性.不妨设f(x1, x2, · · · , xn)

关于x1, x2, · · · , xk(k < n)单调增,关于xk+1, xk+2,

· · · , xn单调减,则对于给定的正则对称结构元E,有

f(E,E, · · · , E) = f(t, · · · , t︸ ︷︷ ︸
k

,−t, · · · ,−t︸ ︷︷ ︸
n−k

)|t=E .

定理2 (多元函数模糊扩张的结构元表示) 设

f(x1, x2, · · · , xn)为X1 × · · · ×Xn上的有界函数,且
函数f(x1, x2, · · · , xn)关于自变量xi均具有单调性

(i = 1, 2, · · · , n).不妨设 f(x1, x2, · · · , xn)关于x1,

x2, · · · , xk(k < n)单调增,关于xk+1, xk+2, · · · , xn单

调减,对任意有界模糊数Ai,Ai = gi(E),E为给定的
正则对称结构元, gi(t)为 t的单调增函数,则有f(A1,

A2, · · · , An) = f(g1, · · · , gk, gτk+1, · · · , gτn)(x)|t=E ,
这里gτ (x) = g(−x).

文献 [18]给出了当n = 2时,定理1和定理2的证
明,n > 2时,证明方法类似.

3.2 正规Type-2模糊集质心的计算

Ã是离散论域X(X = {x1, x2, · · · , xn},不妨设
x1 ⩽ x2 ⩽ · · · ⩽ xn,若X是连续型,则可以先进行
离散化)上的正规Type-2模糊集,那么∀xi, µÃ(xi)

(i =

1, 2, · · · , n)为取值在 [0, 1]上的模糊数,E为给定的
正则对称结构元,µÃ(xi)

= g(xi, t)|t=E ≜ gi(t)|t=E .
其中: gi(t)均为关于 t在 [−1, 1]上的单调有界增函

数.则正规Type-2模糊集 Ã的质心CÃ可以看成函数

φ(u1, u2, · · · , un)(式(3))的模糊扩张,即

φ(u1, u2, · · · , un) =

n∑
i=1

xiui

/ n∑
i=1

ui. (3)

其中φ(u1, u2, · · · , un)关于uk (k = 1, 2, · · · , n)的偏
导数为

∂φ(u1, u2, · · · , un)

∂uk
=

∂

∂uk

[ n∑
i=1

xiui

/ n∑
i=1

ui

]
=

[xk − φ(u1, u2, · · · , un)]
/ n∑

i=1

ui.
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由Type-2模糊集的性质可知,
n∑

i=1

ui > 0总成立,故


∂φ(u1, u2, · · · , un)

∂uk
⩾ 0, xk ⩾ φ(u1, u2, · · · , un);

∂φ(u1, u2, · · · , un)

∂uk
< 0, xk<φ(u1, u2, · · · , un).

于是,当xk > φ(u1, u2, · · · , un)时,φ(u1, u2, · · · , un)

关于uk单增;当xk < φ(u1, u2 · · · , un)时,φ(u1, u2,

· · · , un)关于uk单减.
当 (xi, ui) ∈ Jxi

, i = 1, 2, · · · , n时,φ(u1, u2,

· · · , un)的最大值和最小值分别记为cmax, cmin,易知
[cmin, cmax] ⊆ [x1, xn].函数φ(u1, u2, · · · , un)的最大

值和最小值的计算可以通过遗传算法等优化算法得

到,也可以使用KM算法.
找到L,R(L,R ∈ {1, 2, · · · , n − 1},且L ⩽ R),

使得xL ⩽ cmin ⩽ xL+1 ⩽ · · · ⩽ xR ⩽ cmax ⩽
xR+1,则φ(u1, u2, · · · , un)关于 ui的单调性表示为:
当 cmin ⩽ φ < xL+1时,φ关于u1, u2, · · · , uL单减,
uL+1, uL+2, · · · , un单增;当xL+1 ⩽ φ < xL+2时,φ
关于u1, u2, · · · , uL+1单减,uL+2, uL+3, · · · , un单增;
· · · ;当xR ⩽ φ ⩽ cmax时,φ关于u1, u2, · · · , uR单

减,uR+1, uR+2, · · · , un单增.
由定理 2可知,φ(u1, u2, · · · , un)的模糊扩张为

φ(g1(E), g2(E), · · · , gn(E)) = φ(t)|t=E ,其中

φ(t) =
φ(gτ1 , · · · , gτL, gL+1, · · · , gn)(t), cmin⩽φ<xL+1;

φ(gτ1 , · · · , gτL+1, gL+2, · · · , gn)(t), xL+1⩽φ<xL+2;
...

φ(gτ1 , · · · , gτR, gR+1, · · · , gn)(t), xR⩽φ⩽cmax.

(4)

这里gτ (t) = g(−t).于是Type-2模糊集 Ã的质心CÃ

= φ(E).
综上可知,对于离散型论域的正规Type-2模糊

集,质心的计算步骤如下.
Step 1: 计算函数φ(u1, u2, · · · , un)的最大值和

最小值cmax, cmin,这里(xi, ui) ∈ Jxi
, i = 1, 2, · · · , n;

Step 2:找到L,R(L,R ∈ {1, 2, · · · , n− 1}),满足
xL ⩽ cmin ⩽ xL+1 ⩽ · · · ⩽ xR ⩽ cmax ⩽ xR+1;

Step 3: 根据式 (4)得到函数φ(t)并化简, Type-2
模糊集Ã的质心CÃ = φ(E).
例1 E为任一正则对称结构元,离散型论域

X = {0, 1, 2}上的正规Type-2模糊集 Ã的结构元表

示为

Ã =
g1(E)

0
+

g2(E)

1
+

g3(E)

2
,

其中

g1(t) =

0.1 + 0.1t, − 1 ⩽ t < 0;

0.1 + 0.7t, 0 ⩽ t ⩽ 1;

g2(t) =

0.2 + 0.1t, − 1 ⩽ t < 0;

0.2 + 0.7t, 0 ⩽ t ⩽ 1;

g3(t) =

0.5 + 0.3t − 1 ⩽ t < 0;

0.5 + 0.4t, 0 ⩽ t ⩽ 1.

Ã质心的求解过程如下.
Step 1: u1 ∈ [0, 0.8],u2 ∈ [0.1, 0.9],u3 ∈ [0.2,

0.9],利用KM算法计算函数φ(u1, u2, u3)的最大值和

最小值,可得cmax = 1.9, cmin = 5/11.
Step 2:由于0 <

5

11
< 1 < 1.9 < 2,由式(4)可得

φ(t) =

φ(gτ1 , g2, g3)(t),
5

11
⩽ φ < 1;

φ(gτ1 , g
τ
2 , g3)(t), 1 ⩽ φ ⩽ 1.9;

=


g2(t) + 2g3(t)

g1(−t) + g2(t) + g3(t)
,

5

11
⩽ φ < 1;

g2(−t) + 2g3(t)

g1(−t) + g2(−t) + g3(t)
, 1 ⩽ φ ⩽ 1.9.

Step 3:化简可得 Ã的质心的变换函数φ(t),如图
1所示.

2.0

1.6

1.2

0.8

0.4
-1.0 -0.5 0 0.5 1.0

φ x( )

φ
x(
)

图 1 φ(x)图像

φ(t) =



1.2 + 0.7t

0.8− 0.3t
, − 1 ⩽ t < −0.4;

1.2− 0.1t

0.8− 1.1t
, − 0.4 ⩽ t < 0;

1.2 + 0.7t

0.8 + 0.2t
, 0 ⩽ t ⩽ 1.

当E是三角结构元时, Type-2模糊集Ã的质心的

隶属函数为

µCÃ
(x) =



1.1x− 0.5

0.3x+ 0.7
,

5

11
⩽ x < 1;

1.9x− 1.3

1.1x− 0.1
, 1 ⩽ x <

3

2
;

x− 1.9

0.2x− 0.7
,
3

2
⩽ x ⩽ 1.9.

其图像如图2所示.
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图 2 隶属函数图像

说明 当E取三角结构元时, Type-2模糊集Ã在

各点处的次隶属函数都是三角模糊数,例1与文献
[12]中的例6等价,且两者的结果完全相同.这也说
明了本文所用方法的有效性.而本文求Type-2模糊
集质心方法的优越性还体现在: 1)计算的简单性,这
可通过与文献 [12]的方法比较直观得到; 2)适用的广
泛性,本文的方法不仅仅适用于次隶属函数是三角模
糊数的情形,当E取不同的结构元时,次隶属函数对
应不同的有界闭模糊数,本文的方法都适用.

3.3 正规Type-2模糊集质心的近似计算

文献 [19]证明了对于任意给定的对称模糊数
A,一定存在一个对称正则结构元E,使得模糊数A

可以通过结构元E线性表示,即A = a + bE,其中
a, b (⩾ 0)为实数.
对于给定的正则对称结构元E,离散型论域X上

的正规Type-2模糊集 Ã,∀xi ∈ X ,次隶属函数µÃ(xi)

均可通过结构元E线性表示,即µÃ(xi)
= ai+biE, i =

1, 2, · · · , n,其中0 < ai ⩽ 1, bi ⩾ 0,且0 ⩽ ai + biE ⩽
1,则CÃ可以看成函数φ(t1, t2, · · · , tn)的模糊扩张,
这里有

φ(t1, t2, · · · , tn) =
n∑

i=1

xi(ai + biti)
/ n∑

i=1

(ai + biti) =

( n∑
i=1

xiai +

n∑
i=1

xibiti

)/( n∑
i=1

ai +

n∑
i=1

biti

)
. (5)

本节中给出式 (5)的近似函数,从而得到其模糊
扩张的近似结果.

定理3 当条件
n∑

i=1

bi

/ n∑
i=1

ai ≪ 1满足时,式 (5)

的近似函数为

φ(t1, t2, · · · , tn) ≈

C∗ +

n∑
i=1

bi(xi − C∗)ti

/ n∑
i=1

ai, (6)

其中C∗ =

n∑
i=1

xiai

/ n∑
i=1

ai.

定理4 设 Ã为离散型论域X = {x1, x2, · · · ,

xn}上的正规Type-2模糊集, ∀xi ∈ X ,次隶属函数
µÃ(xi)

均可通过给定的正则对称结构元E线性表示,
即µÃ(xi)

= ai + biE,其中0 < ai ⩽ 1, bi ⩾ 0,且0 ⩽

ai + biE ⩽ 1, i = 1, 2, · · · , n,则当
n∑

i=1

bi

/ n∑
i=1

ai ≪ 1

满足时, Ã的质心CÃ的近似值为

CÃ = φ(E) ≈ C∗ +

n∑
i=1

bi|xi − C∗|

n∑
i=1

ai

t
∣∣∣
t=E

, (7)

其中C∗ =
n∑

i=1

xiai

/ n∑
i=1

ai.

下面将对定理3和定理4同时证明.

证明 对于式 (5)的分母,当
∣∣∣ n∑
i=1

biti

∣∣∣/ n∑
i=1

ai ≪

1满足时,有
1

n∑
i=1

ai +

n∑
i=1

biti

=
1

n∑
i=1

ai

( 1

1 +

n∑
i=1

biti

/ n∑
i=1

ai

)
≈

1
n∑

i=1

ai

(
1−

n∑
i=1

biti

/ n∑
i=1

ai

)
, (8)

而

∣∣∣ n∑
i=1

biti

∣∣∣
n∑

i=1

ai

⩽

n∑
i=1

bi|ti|

n∑
i=1

ai

⩽

n∑
i=1

bi

n∑
i=1

ai

,于是可知,当

条件
n∑

i=1

bi

/ n∑
i=1

ai ≪ 1满足时,式(8)成立,这样有

CÃ = φ(t1, t2, · · · , tn) ≈
n∑

i=1

xiai +
n∑

i=1

xibiti

n∑
i=1

ai

(
1−

n∑
i=1

biti

/ n∑
i=1

ai

)
=

n∑
i=1

xiai

n∑
i=1

ai

+

n∑
i=1

xibiti

n∑
i=1

ai

−

n∑
i=1

xiai

n∑
i=1

ai

n∑
i=1

biti

n∑
i=1

ai

−

n∑
i=1

xibiti

n∑
i=1

ai

n∑
i=1

biti

n∑
i=1

ai

. (9)

因为∣∣∣ n∑
i=1

xibiti

∣∣∣
n∑

i=1

ai

⩽

n∑
i=1

|xibiti|

n∑
i=1

ai

⩽

n∑
i=1

|xi|bi

n∑
i=1

ai

⩽ x∗

n∑
i=1

bi

n∑
i=1

ai

,



第4期 郭嗣琮等: 基于结构元理论的正规Type-2模糊集的质心 739

其中x∗ = max
i

|xi|,所以式(9)的最后一项

∣∣∣
n∑

i=1

xibiti

n∑
i=1

ai

·

n∑
i=1

biti

n∑
i=1

ai

∣∣∣ ⩽
n∑

i=1

|xibiti|

n∑
i=1

ai

·

n∑
i=1

|biti|

n∑
i=1

ai

⩽ x∗

n∑
i=1

bi

n∑
i=1

ai

·

n∑
i=1

bi

n∑
i=1

ai

.

当条件

n∑
i=1

bi

n∑
i=1

ai

≪ 1满足时,x∗

n∑
i=1

bi

n∑
i=1

ai

·

n∑
i=1

bi

n∑
i=1

ai

将是

一个非常接近于0的正数,于是忽略式 (9)的最后一
项,可得

φ(t1, t2, · · · , tn) ≈
n∑

i=1

xiai

n∑
i=1

ai

+

n∑
i=1

xibiti

n∑
i=1

ai

−

n∑
i=1

xiai

n∑
i=1

ai

n∑
i=1

biti

n∑
i=1

ai

. (10)

令C∗ =

n∑
i=1

xiai

/ n∑
i=1

ai,式(10)为

φ(t1, t2, · · · , tn) ≈

C∗ +

n∑
i=1

xibiti

/ n∑
i=1

ai − C∗
n∑

i=1

biti

/ n∑
i=1

ai,

整理得式(6),定理3得证.
由式 (6)可知,函数φ(t1, t2, · · · , tn)的近似表示

对每一个 ti(i = 1, 2, · · · , n)都具有单调性:当xi >

C∗时,φ(t1, t2, · · · , tn)关于 ti单增;当xi < C∗时,
φ(t1, t2, · · · , tn)关于 ti单减.根据定理 (1),函数φ(t1,

t2, · · · , tn)在各ti = E 的模糊扩张近似结果为

φ(E,E, · · · , E) ≜

φ(E) ≈ C∗ +

n∑
i=1

bi|xi − C∗|

n∑
i=1

ai

t
∣∣∣
t=E

,

定理4得证. 2
定理4关于离散型论域上的正规Type-2模糊集

质心的计算结果可以比较方便地推广到连续论域上.
定理5 设 Ã是连续型论域X上的正规Type-2

模糊集,∀x ∈ X ,次隶属函数µÃ(x)可以通过给定的

正则对称结构元E线性表示,即

µÃ(x) = a(x) + b(x)E.

其中: 0 < a(x) ⩽ 1, b(x) ⩾ 0, 0 ⩽ a(x) + b(x)E ⩽

1, ∀x ∈ X .那么当条件

w
X
b(x)dxw

X
a(x)dx

≪ 1满足时, Ã的

质心CÃ的近似值为

CÃ ≈ C∗ +

r
X b(x)|x− C∗|dxr

X a(x)dx t
∣∣∣
t=E

, (11)

其中C∗ =

w
X
xa(x)dxw

X
a(x)dx

.

例 2 E为任一正则对称结构元,离散型论域
X = {1, 3, 5, 7}上的正规Type-2模糊集 Ã, B̃的结

构元表示分别为

Ã =
0.1 + 0.02E

1
+

0.8 + 0.16E

3
+

0.6 + 0.12E

5
+

0.1 + 0.02E

7
,

B̃ =
0.1 + 0.05E

1
+

0.8 + 0.2E

3
+

0.6 + 0.3E

5
+

0.1 + 0.05E

7
.

根据式(4), Ã, B̃质心的单调变换函数分别为

φÃ(t) =
6.2 + 0.24t

1.6− 0.04t
, − 1 ⩽ t ⩽ 1;

φB̃(t) =
6.2 + 1.2t

1.6 + 0.1t
, − 1 ⩽ t ⩽ 1.

当E为三角结构元时, Ã, B̃质心的隶属函数分别为

µCÃ
(x) = 1−

∣∣∣ 1.6x− 6.2

0.04x+ 0.24

∣∣∣, 3.63 ⩽ x ⩽ 4.13;

µCB̃
(x) = 1−

∣∣∣1.6x− 6.2

1.2− 0.1x

∣∣∣, 3.33 ⩽ x ⩽ 4.35.

由定理4可知, Ã, B̃质心的近似单调变换为
C∗

Ã
(t) = 3.875 + 0.247t, − 1 ⩽ t ⩽ 1;

C∗
B̃
(t) = 3.875 + 0.508t, − 1 ⩽ t ⩽ 1.

当E为三角结构元时, Ã, B̃质心的近似隶属函数分
别为

µ∗
CÃ

(x) = 1−
∣∣∣x− 3.875

0.247

∣∣∣, 3.63 ⩽ x ⩽ 4.12;

µ∗
CB̃

(x) = 1−
∣∣∣x− 3.875

0.508

∣∣∣, 3.37 ⩽ x ⩽ 4.38.

Ã, B̃质心与近似质心的图像比较如图3和图4
所示.
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图 3 Ã的质心和近似质心
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图 4 B̃的质心和近似质心

因为Type-2模糊集Ã, B̃都满足
n∑

i=1

bi

/ n∑
i=1

ai ≪

1,所以它们的近似质心与其真实质心的拟合都比较

好,但是, Type-2模糊集Ã中
n∑

i=1

bi

/ n∑
i=1

ai = 0.2小于

B̃的
n∑

i=1

bi

/ n∑
i=1

ai = 0.375, Type-2模糊集 Ã的近似

质心与其真实质心的拟合比B̃更好一些,这从图3和
图4中也可以直观看出.

4 结 论

本文定义了正规Type-2模糊集,利用模糊数的
结构元理论给出了正规Type-2模糊集的结构元表
示.同时,作为Type-1模糊集的解模糊的扩张,给出了
正规Type-2模糊集质心的单调变换函数的求解过程,
从而得到正规Type-2模糊集质心的精确结果.由此
可知, Type-2模糊集质心的计算可以归结为实数的模
糊加权平均,因而3.2节的求解过程也可以看成模糊
加权平均的求解步骤,
当正规Type-2模糊集次隶属函数可通过正则对

称结构元E线性表示时,给出了其质心的单调变换函
数的近似结果,从而得到其质心的近似表示.该近似
结果的计算简单,且与其次隶属函数的模糊数类型一
致.遗憾的是,对质心的精确结果与近似结果之间的
偏差没有给出一个统一的刻画.
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