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闭环两尺度系统复合LQR控制建模与设计方法

刘文东1†, 范世鹏1, 李华滨2, 包为民3

(1.北京航天自动控制研究所，北京 100854；2.北京宇航系统工程研究所,
北京 100076；3.中国航天科技集团公司，北京 100037)

摘 要: 分析了Kokotovic提出的复合LQR控制器设计方法,以复合控制与最优控制的性能指标差异为依据,评判
了设计控制器过程中所建立的标准两尺度系统模型是否符合系统内在的时间尺度特性;指出了以开环时间尺度
特性分解系统的缺陷,分析了系统参数变化对闭环时间尺度特性的影响; 基于闭环时间尺度特性分析,提出了将
一般线性动力学方程转换为标准两尺度系统形式的方法,并分析了小参数µ在复合控制器设计中的影响.依据该
标准两尺度模型设计的控制器能够敏感由系统参数变化或反馈控制变化导致的时间尺度特性的改变, 并能够得
到满意的控制效果.
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Modelling and design of composite LQR with close-loop two time scales
LIU Wen-dong1†, FAN Shi-peng1, LI Hua-bin2, BAO Wei-min3

(1. Beijing Aerospace Automatic Control Institute，Beijing 100854，China；2. Beijing Institute of Aerospace Systems
Engineering，Beijing 100076，China；3. China Aerospace Science and Technology Corporation，Beijing 100037，China)

Abstract: According to the analysis of the composite LQR design method proposed by Kokotovic, whether the standard
two-scale model established during controller design meets the inherent system time scale characteristic is judged based
on the difference between the performance index of composite and optimal control. The defect of system decomposition
according to open-loop characteristic is presented and the influence of the system parameter change to closed-loop time
scale characteristic is also analyzed. A method to convert the general linear dynamic equations to a standard two-scale
model is proposed based on the closed-loop time scale characteristic analysis. The influence of the small parameter µ on
the composite control design is also analyzed. Finally, according to the standard two-scale model, the controller can be
sensitive to the change of the time scale characteristics caused by the change of system parameters or feedback control,
and can get satisfactory control effect.
Keywords: two time scale；composite LQR controller；time scale characteristic；system modeling

0 引 䀰

对于两时间尺度系统,普遍认为[1-3]可以将其分

解为快慢两个子系统,复合子系统的解即可得到原系
统解的近似解.整个过程不仅降低了计算复杂度,亦
能保证近似的精度,因此受到了工程领域[4-5]的广泛

关注.
对于具有标准两尺度系统形式,即高阶微分项前

或状态空间形式中微分项前包含小参数的系统,求得
复合的近似解并不困难,精度也能够保证[6].然而,这
一切的前提是标准两尺度模型必须符合系统内在时

间尺度特性,否则不能满足近似过程的条件[7],所得

的复合解也没有意义.因此,如何分析系统时间尺度
特性以判断其是否为两尺度系统,并将具有两尺度特
性的一般动力学系统转换为标准两尺度系统形式的

研究至关重要.目前这方面的研究成果较少.
曾有研究者[8-10]利用无量纲化、强迫奇异摄动等

方法得到小参数,进而获得标准两尺度形式,然而此
类方法过分依赖于经验和先验知识,且易受突发情况
影响,不具有推广性.也有研究者[7]依据系统开环特

征值设计了将线性系统转换为标准两尺度形式的方

法,但该方法的控制效果受系统参数变化影响较大.
本文分析了Kokotovic等提出的模态划分方
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法[6,11],并从令该方法失效的一个实例出发,分析了
反馈控制对系统时间尺度特性的影响,提出了闭环时
间尺度特性的分析方法.以该方法为基础,可以将具
有闭环两尺度特性的一般线性动力学系统转换为开

环标准两尺度系统形式,由此设计控制器能够得到满
意的控制效果.

1 Kokotovic方法及其失效的实例
1.1 标准两尺度系统模型及复合控制器设计

对于线性系统

[
ẋ1

ẋ2

]
=

 A11 A12

A21

µ

A22

µ

[
x1

x2

]
+

 B1

B2

µ

u,

y = [C1 C2]

[
x1

x2

]
.

(1)

也可以写为标准两尺度模型形式
ẋ1 = A11x1 +A12x2 +B1u,

µẋ2 = A21x1 +A22x2 +B2u,

y = C1x1 + C2x2.

(2)

其中: x1和x2的维度分别为n1×1和n2×1; µ为小于
1的小参数.若A22可逆,则系统可近似分解为两个子
系统.慢子系统为 ẋs = Aoxs +Bous,

ys = Coxs +Dous.
(3)

其中 

x̄1 = xs, ȳ = ys, ū = us,

Ao = A11 −A12A
−1
22 A21,

Bo = B1 −A12A
−1
22 B2,

Co = C1 − C2A
−1
22 A21,

Do = −C2A
−1
22 B2.

(4)

快子系统为 µẋf = A22xf +B2uf ,

yf = C2xf .
(5)

假设求原系统的输出调节器问题,性能指标为

J =
1

2

w ∞

0
(y′y + u′Ru)dt, (6)

则可对两个子系统分别求解Riccati方程

0 = Ks(Ao −BoR
−1D′

oCo)+

(Ao −BoR
−1D′

oCo)
′Ks−

KsBoR
−1B′

oKs + C ′
o(I −DoR

−1D′
o)Co, (7)

0 = KfA22 +A′
22Kf −KfB2R

−1B′
2Kf + C ′

2C2.

(8)

解得子系统的反馈控制us = Goxs, uf = G2xf .若能
满足Ao + BoGo稳定、A22 + B2G2稳定,则可得到复
合控制器

uc = −R−1B′

[
Ks 0

µK ′
m µKf

]
x = −R−1B′M cx.

(9)

其中

B =

 B1

B2

µ

 , x =

[
x1

x2

]
,

Km = (Ks(B1R
−1B′

2Kf −A12)− (A′
21Kf+

C ′
1C2)) · (A22 −B2R

−1B′
2Kf )

−1.

复合控制的性能指标可以写成Jc =
1

2
x′

0Pcx0的形

式,其中Pc满足

0 = Pc(A−BR−1B′M c) + (A−

BR−1B′M c)
′Pc +M ′

cBR−1B′M c + C ′C.

(10)

可以证明Jc与原系统 (1)的最优控制Jopt相差0(µ2)

量级 [6],即

Jc = Jopt + 0(µ2). (11)

其中

Jopt =
1

2
x′

0Px0, (12)

P满足

0 = PA+A′P − PBR−1B′P + C ′C. (13)

1.2 实例仿真及分析

采用某三回路姿态驾驶仪系统模型参数,令

µ = 0.1, R = 1,

A =


−2.74 1370 0 210

−0.105 11 −2.89 −189.15 0

0 0 0 1

0 0 −40 000 −280

 ,

B = [0 0 0 40 000]T,

C = [0 1 1 1],

x0 = [1 1 1 1]′.

最优性能指标定义同式(6).
欲使用两尺度理论简化计算必须先将一般动力

学方程转换为标准两尺度系统 (2)的形式.标准形式
(2)暗含的信息包括快慢子系统的维度及子系统中
包含的变量.按照文献 [6-7]中的方法,状态变量中包
含的姿态角与舵偏角使系统系数矩阵A具有明显

的两尺度特性,其特征值为−2.815± 12 i和−140±
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142.83 i.因此可以断定其快慢子系统维度均为二维,
原系统转换为如式(2)的标准形式后各项系数如下:

A11 =

[
−2.74 1 370

−0.105 11 −2.89

]
,

A12 =

[
0 210

−189.15 0

]
,

A21 =

[
0 0

0 0

]
,

A22 =

[
0 0.1

−4 000 −28

]
;

B1 = [0 0]T, B2 = [0 4 000]T;

C1 = [0 1], C2 = [1 1].

仿真求得其复合控制性能指标Jc = 16.459 8,与
原系统最优性能指标Jopt = 5.674 6相差较大, 偏差
远大于0(µ2)量级,这与1.1节推导的结论矛盾.因此
可以推断前文转换的标准两尺度模型与系统实际时

间尺度特性不符.
为了探究系统参数与系统时间尺度特性的关系,

选定B阵中b14为变量,将b14值从101放大到105,仿
真分析复合控制性能Jc的变化.

表 1 参数b14变化对开环特性建模方法的影响

b14

1.00e+1 1.00e+2 1.00e+3 1.00e+4 1.00e+5

Jopt 35.316 9 34.269 1 16.082 9 6.442 8 5.605 8

Jc 35.316 9 34.269 6 16.269 2 13.058 5 17.244 4

−2.82 −2.83 −3.47 −5.3 −7

ABG
−2.82 −2.83 −3.47 −5.3 −7
−140.09 −148.75 −44.55 −12.9 −8
−140.09 −148.75 −998.18 −9 999.9 −100 000

AoBoGo

−2.815 1 −2.824 8 −3.668 1 −0.412 3 −0.1
−2.815 1 −2.824 8 −3.668 1 −4.112 4 −2.003 3

A22B22G22

−14.009 −14.866 −4.007 7 −41.848 3 −172.12
−14.009 −14.866 −99.839 6 −999.99 −10 000

表1中,ABG、AoBoGo、A22B22G22行内分别为

闭环系统、慢子系统、快子系统特征值.
B阵的改变不影响系统开环特征值,故按照文

献 [7]中的方法,系统应当仍旧被分解为两个两维子
系统,而这种分解方法上文实例已证明其不能保证
始终符合系统时间尺度特性.同时也应看到,B阵的
变化改变了系统的闭环特性,从表1可以看出,当 b14

的值为104量级时,系统的闭环特征值表明当前的闭
环系统时间尺度特性为三维慢子系统加一维快子系

统.这说明,由于反馈控制的引入,系统的时间尺度特
性随之改变,考虑到对于全状态反馈可以任意配置系
统极点,即全状态反馈能够任意改变系统的时间尺度
特性.故对于开环系数矩阵A具有多尺度特性的情

况,可能通过状态反馈使得闭环系统不具备多尺度的
特性或具有不同的分块结构,从而使基于A特征尺

度设计的控制器失效.反之,即便A不具备多尺度的

特性,若闭环系统具备多尺度特性,也能通过对A的

分块设计满足精度要求的复合控制器.
在此基础上,提出基于系统闭环特征值分析的闭

环两尺度系统标准形式建模方法.

2 闭环两尺度系统标准开环两尺度形式建

模方法及控制性能仿真

对于一般线性系统,若不考虑控制量,则可称其
为开环形式,一旦确定了拟加入的控制量,即可分析
闭环系统的时间尺度特性.对于加入控制量后具有

u u uc s f= +

u

!"#
$%&

'()
%&*+

,-%&

x = Ax+Bu
.

y = Cx

./0123

eig( )A+BG

4/01
56789: x = A x + B u11 1 12 2 1A x +

.

μx = A x + B u21 1 22 2 2A x +
.

y = C x +C x1 1 2 2

;<=78./23

y = C x +D us o s o s

x = A x +B us o s o s

.

y = C xf f2

μx = A x +B uf f f22 2

.

>?01
@8ABC

D?01
@8ABC

图 1 闭环两尺度系统复合控制设计流程
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闭环两尺度特性的系统,可将其转换为标准两尺度系
统形式,然而该形式仍然是开环系统形式.因为希望
利用两尺度理论将该标准形式分解成低阶系统求解,
所以并无对应于该标准形式的统一闭环控制量.将
标准形式分解为低阶系统后,分别对子系统设计闭环
反馈控制,并将其复合为复合控制,最终使复合控制
作用于原系统得到的控制性能近似于原系统拟加入

控制量的控制性能.具体流程如图1所示.
由上文可知,利用两尺度理论处理线性系统问题

的关键在于如何将一般线性动力学系统模型转换为

符合系统闭环时间尺度特性的标准两尺度模型, 归
根到底是需要求得系统参数矩阵A、B、C的分块形

式,即A11、A12、A21、A22、B1、B2、C1和C2.
基于闭环时间尺度特性的系统参数矩阵的分块

方法如图 2所示.若希望利用两尺度理论解决问题,
在确定了系统拟加入的反馈控制后,必须确定用于判
定多尺度的门限µ,即当状态变量变化速率相差µ倍

时,可以认为系统状态变量划分为快变量和慢变量,
µ必须小于 1,且为常值.若系统为闭环两尺度系统,

则需依据µ判断慢子系统维度n1,并将
(
n

n1

)
作为循

环次数,依此通过行列变换得到闭环系统系数矩阵A

+BG的左上、右下分块形式,且左上分块维度为n1.
计算左上、右下子块的秩、特征值及其各自特征值的

分离程度,最终选取同时满足如下条件的分块方法为
符合闭环系统时间尺度特性的分块方法,依此得到的

!"#$%&u = Gx

!"'()*+μ ,-./012 3456A +BG

789:'()

;()<=,>?@A

B"C()456DE0 n1

F GHI J KLJMNOPQR

DSTU@V@AWR

n n A+BG1

A+BG A+BG

,

( ) , ( )11 22

"X D456
V"XYZ[456D@\])

( ) , ( ) ,A+BG A+BG11 22

^_D@A`abcd:

① 456Cf

② DhiYjk6
③ Z[456@\])jC

( ) ( )

( )

A+BG A+BG

A+BG
11 22

11

mno, pJDNOqr,
rsf 、

( )
,

A+BG
A B Cu WRv.@A`a

@Awx

7

8

图 2 基于闭环特征值的分块流程

标准两尺度开环形式能够保证满意的控制性能:
1)左上子块特征值均小于右下子块特征值;
2)左上子块秩为其可能的最大值;
3)左上、右下子块特征值分离程度最小.
由表1参数,利用依据闭环特性的建模方法得到

的仿真结果如表2所示.

表 2 参数b14变化对闭环特性建模方法的影响

b14

1.00e+1 1.00e+2 1.00e+3 1.00e+4 1.00e+5

Jopt 35.316 9 34.269 1 16.082 9 6.442 8 5.605 8

Jc 35.316 9 34.269 6 16.083 2 6.442 8 5.6058

−2.815 1 −2.825 1 −3.465 −5.301 8 −6.568 4

ABG

−2.815 1 −2.825 1 −3.465 −5.301 8 −6.568 4

−140.09 −148.75 −44.546 −12.856 −8.281 5

−140.09 −148.75 −998.18 −9 999.9 −100 000

AoBoGo

−2.815 1 −2.824 8 −3.465 1 −5.305 7 −6.569 1

−2.815 1 −2.824 8 −3.465 1 −5.305 7 −6.569 1

A22B22G22

−14.009 −14.866 −42.781 −12.84 −8.28

−14.009 −14.866 −103.85 −1 000.4 −10 000

由表 2可知,当 b14值为 104量级时,闭环系统系
数矩阵特征值尺度发生了变化,使用依据闭环时间尺
度特性建模的方法后,低维子系统的维度发生了相应

变化.慢子系统维度变为三维,快子系统维度变为一
维.因此,复合控制性能得到了显著改善.
仿真结果表明,根据闭环系统特征值的分块方法
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能够准确地捕捉到由于系统参数变化或反馈控制量

变化导致的时间尺度特性变化,并能调整系统分块得
到合理的标准两尺度形式,从而得到满意的复合控制
效果.

3 控制器设计、性能指标与µ的关系

由式 (9)可知,复合控制 uc中与µ相关的项为

µKm,µKf ,为了分析µ的大小对复合控制的影响,可
令µ变化为原来的k倍,即系统(1)变为

[ẋ1 ẋ2]
T = A11 A12

1

kµ
kA21

1

kµ
kA22

[
x1

x2

]
+

 B1

1

kµ
kB2

u. (14)

kµ对应的K∗
f满足

0 =

K∗
fkA22 + kA′

22K
∗
f −K∗

fkB2R
−1kB′

2K
∗
f + C ′

2C2.

(15)

显然K∗
f =

1

k
Kf ,即µKf与µ无关.同理

K∗
m =

(
Ks

(
B1R

−1kB′
2

1

k
Kf −A12

)
−(

kA′
21
1

k
Kf + C ′

1C2

))
×(

kA22 − kB2R
−1kB′

2

1

k
Kf

)−1

=

(Ks(B1R
−1B′

2Kf −A12)−

(A′
21Kf + C ′

1C2))×

(A22 −B2R
−1B′

2Kf )
−1k−1 =

1

k
Km. (16)

即µKm与µ无关.
由于k值可以是任意的,这意味着在确定了系统

(2)分块结构的情况下,uc的设计与µ无关,然而其控
制性能 (11)却与µ相关.这看似矛盾,实际上是由于
小参数µ是判断系统多尺度的门限,µ的大小影响着
系统的分块结构,进而影响复合控制及其控制性能.

4 结 论

通过对两尺度复合LQR控制器的研究,分析了
系统参数变化及反馈控制对系统时间尺度特性的影

响, 提出了以系统闭环时间尺度特性分析为基础的
将一般线性动力学方程转换为标准两尺度系统模型

的方法, 这为判断一般动力学问题能否使用两尺度
理论简化求解提供了依据, 同时也为希望系统能够
降阶控制的反馈控制器设计提供了参考.
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