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无偏非齐次灰色预测模型的直接建模法

党耀国1, 刘 震1,2†, 叶 璟1

(南京航空航天大学经济与管理学院，南京 211106)

摘 要: 针对灰色预测模型拟合非齐次指数序列时的误差,对白化微分方程和参数无偏估计方法展开研究.首先
梳理现有非齐次灰色预测模型,建立NGM(1, 1, k)的基本形式;然后从灰导数和背景值两个角度分别优化,提出
NGM(1, 1, k)的两类无偏基本形式,通过验证两者的统一性得到无偏NGM(1, 1, k)的直接建模方法,并且证明该
建模方法具有白指数重合性;最后利用 6类数据拟合和南京城市天然气供气量两个算例验证了所提出模型的有
效性和实用性.
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Direct modeling method of unbiased non-homogeneous grey prediction
model
DANG Yao-guo1, LIU Zhen1,2†, YE Jing1

(College of Economics and Management，Nanjing University of Aeronautics and Astronautics，Nanjing 211106，China)

Abstract: According to the error problem of grey prediction models calculating non-homogenous index sequences, the
whitenization differential equation and the parameter unbiased estimation method are discussed. Firstly, the different forms
of the existed non-homogeneous grey prediction model are proved, and the basic form of NGM(1, 1, k) is built. Then
two kinds of unbiased basic form of NGM(1, 1, k) are proposed from two aspects which are grey derivative optimization
and background value optimization. The direct modeling method of unbiased NGM(1, 1, k) is constructed by verifying
the unity of the two models, and the whitenization index repeatability of this method is proved. Finally, the rationality
and effectiveness of the model are verified by two examples which are the fitting of six types of data and the total amount
simulation of natural gas supply in Nanjing.
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0 引 䀰

灰色预测理论是灰色系统的重要组成部分[1],由
于其在数据量较少的情况下可以得到较高的拟合精

度,已经被广泛应用于交通、环境、能源、水利等众多
领域[2-4]. GM(1, 1)是灰色预测理论的经典模型,其模
拟结果为齐次指数函数,对具有近似齐次指数规律的
序列有较好的预测效果.随着研究的逐渐深入,学者
们发现即使原始数据完全符合齐次指数规律, GM(1,

1)模型也不能完全拟合原始序列,因此众多学者对
此问题展开研究.吉培荣等[5]提出了无偏GM模型
的概念,采用参数修正的方式消除了模型的系统误

差,后又通过GM(1, 1)模型参数特性的研究,从理论
上证明这种系统误差产生的原因[6].穆勇[7-9]通过调

整灰导数和背景值的方法实现了无偏GM(1, 1)模

型,并通过公式推导建立了无偏GM(1, 1)模型的直

接建模法.王义闹等[10]也通过优化灰导数实现了无

偏GM(1, 1)模型.无偏GM(1, 1)模型作为灰色预测

领域的一个研究重点,已经取得了丰富的成果.
随后学者们又指出,现实生活中具有近似齐次指

数规律的序列仅是少数情况,还有很大一部分数据
具有非齐次指数规律.崔杰等[11]构建了一种新的灰

色预测模型NGM(1, 1, k),拓展了灰色预测模型的适
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用范围,使得灰色预测模型可以拟合非齐次指数函
数.钱吴永等[12]构建了含有时间幂次项的GM(1, 1,

tα)模型,该模型通过参数α的调整可以用于拟合齐

次、非齐次指数或者其他类型的数据.站立青等[13]分

析了NGM(1, 1, k)模型的建模原理,对模型进行了改
进.陈芳等[14]通过优化NGM(1, 1, k)模型的灰导数,
使模型具有非齐次指数重合性.姜爱平等[15]研究了

非等间距近似非齐次指数序列的灰色建模方法.谢
乃明等[16-17]拓展离散灰色模型,构建了具有非齐次
指数函数特性的离散灰色预测模型,并研究了其性
质.曾波等[18]研究了离散灰色预测模型的升降凹凸

性质,通过序列算法的改变实现了非齐次指数函数拟
合.
以上研究极大地推动了灰色预测理论的发展,但

是目前对非齐次灰色预测模型和研究仍有一些不足:
首先模型的基本形式缺乏理论支撑,其次对于模型的

优化仅从灰导数的角度讨论,通过背景值优化是否可
以得到无偏模型还没有完善的结论,相应的直接建模
公式需要更加深入的分析.为此,本文尝试分析并推
导用于拟合近似非齐次指数序列灰色预测模型的白

化微分方程;然后通过灰导数和背景值两个角度优
化,分别实现模型对于非齐次指数函数的无偏拟合,
并证明这两种无偏形式的统一性,据此提出非齐次灰
色预测模型的直接建模法,拓展灰色预测模型的适用
范围并提高模型的精度;最后,利用 6类数据拟合和
南京城市天然气供气量两个算例,验证了所提出模型
的有效性和实用性.

1 非齐次灰色预测模型

现有非齐次灰色预测模型的形式并不统一.为
了直观分析,将相关研究成果中模型的基本形式、白
化方程和时间响应函数进行归纳总结,如表1所示.

表 1 拟合非齐次指数序列的灰色预测模型总结

模型出处 基本形式 白化方程 时间响应函数

文献 [11] x(0)(k) + az(1)(k) = bk
dx(1)(t)

dt
+ ax(1)(t) = bt x(1)(t) = Ce−at +

b

a
t −

b2

a

文献 [13] x(0)(k) + az(1)(k) =
1

2
(2k − 1)b + c

dx(1)(t)

dt
+ ax(1)(t) = bt + c x(1)(t) = Ce−at +

b

a
t +

c

a
−

b

a2

文献 [14] x(0)(k) + az(1)(k) + βk = b
dx(1)(t)

dt
+ ax(1)(t) + βt = b x(1)(t) = Ce−at −

β

a
t +

b

a
+

β

a2

由表1可见, 3种模型时间响应函数的离散形式
均为x(1)(k) = CAk + Bk + D,其中A、B、C、D为

可变参数.累减还原后可得 x(0)(k) = x(1)(k) −
x(1)(k − 1) = CAk−1(A − 1) + B,满足非齐次指数
函数的形式,可用于模拟具有近似非齐次指数函数规
律的序列.进一步分析,时间响应函数中C为任意变

量,A、B、D需要通过基本形式的最小二乘估计进行
控制.文献 [11]的基本形式只含有a、b两个参数,即
基本形式的参数个数小于时间响应函数中的参数个

数,这会使时间响应函数中参数A、B、D无法任意取

值.因此在原始序列具有近似非齐次指数规律的情
况下,灰色预测模型应当采用文献 [13-14]的基本形
式,而将文献 [11]的基本形式看作文献 [13-14]的特
殊形式,据此可定义非齐次灰色预测模型如下.
定义1 设X0 = (x(0)(1), x(0)(2), · · · , x(0)(n))

为非负序列,X1为X0的一阶累加序列,X1 =

(x(1)(1),x(1)(2), · · · ,x(1)(n)),x(1)(k) =

k∑
i=1

x(0)(i), k

= 1, 2, · · · , n.Z1为X1的紧邻均值生成序列,Z1 =

(z(1)(2), z(1)(3), · · · , z(1)(n)), z(1)(k) = 1

2
(x(1)(k) +

x(1)(k − 1)), k = 2, 3, · · · , n.称

x(0)(k) + az(1)(k) = bk + d (1)

为非齐次灰色预测模型的基本形式,简记为NGM(1,

1, k).称
dx(1)(t)

dt + ax(1)(t) = bt+ d (2)

为NGM(1, 1, k)模型的白化微分方程.
基本形式主要用于估计参数,通常采用最小二乘

方法.由于该方法与经典GM(1, 1)模型相同,本文不
作详细论述.
对于白化微分方程

dx(1)(t)

dt + ax(1)(t) = bt+ d

的求解,设u = −ax(1)(t) + bt+ d,可得
du
dt = b− au,

解得u = Ce−at + b/a,代入u得到时间响应函数为

x(1)(t) = Ce−at +
b

a
t− b

a2
+

d

a
,

其中C为任意常数,通常根据初值 x̂(1)(1) = x(0)(1)

确定.
当参数b= 0时, NGM(1, 1, k)退化为经典GM(1,

1)模型,因此 NGM(1, 1, k)模型可以看作是经典

GM(1, 1)模型的拓展.根据模型的时间响应函数可以
看出,在NGM(1, 1, k)模型中,−a仍然反映了序列的

发展态势,但灰作用量变为b、d两个.
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2 无偏非齐次灰色预测模型的直接建模法

进一步研究可发现,虽然上文介绍的NGM(1, 1,

k)模型结果为非齐次指数函数,但如果采用定义1中
的基本形式进行参数估计,则即使模拟具有完全非齐
次指数函数规律序列,仍然会存在误差.这种误差产
生的主要原因来自于模型基本形式和白化微分方程

参数间的跳跃替代关系,可以通过调整模型基本形式
的灰导数或者背景值构建无偏NGM(1, 1, k)模型,本
部分对此问题展开研究.
定理1 若x(1)(t)满足白化微分方程

dx(1)(t)

dt + ax(1)(t) = bt+ d,

则存在λ1 =
Ce−ak(ea − 1− aea)+b

Cae−ak(1− ea)+b
,使得

[x(1)(k)− x(1)(k − 1)] + a[λ1x
(1)(k)+

(1− λ1)x
(1)(k − 1)] = bk + d,

k = 2, 3, · · · , n; (3)

存在λ2 =
b− Ca2e−ak

b+ Cae−ak(1− ea) ,使得

λ2[x
(1)(k)− x(1)(k − 1)] + ax(1)(k) = bk + d,

k = 2, 3, · · · , n. (4)

证明 将微分方程解的离散形式 x(1)(k) =

Ce−ak +
b

a
k − b

a2
+

d

a
代入式 (3)和 (4),化简后即可

得到λ1和λ2. 2
注意到,定理 1引入了λ1和λ2来改进模型的基

本形式,目的是进行更加准确的参数估计.其中:式
(3)通过λ1对模型背景值进行调整,式 (4)通过λ2对

模型灰导数进行调整.所得到的λ1和λ2不仅与参数

a相关,而且与参数b和任意常数C相关,这与经典无
偏GM(1, 1)模型的直接建模法略有差异.
由于式 (3)和 (4)的复杂性,不便于直接进行参数

估计,需要进一步变形.称式 (3)为模型 1,式 (4)为模
型2.为计算简便,令A = Ce−ak,有

x(1)(k) = A+
b

a
k − b

a2
+

d

a
,

进行如下推导.
模型1 [x(1)(k) − x(1)(k − 1)] + a[λ1x

(1)(k) +

(1− λ1)x
(1)(k − 1)] = bk + d.

模型1化简为

(1+aλ1)[x
(1)(k)−x(1)(k−1)]+ax(1)(k−1) = bk+d.

(5)

将λ1 =
A(ea − 1− aea) + b

Aa(1− ea) + b
, x(1)(k)− x(1)(k− 1) =

A(1− ea) + b

a
代入式(5),得到(

−Aaea + b+
b

a

)
+ ax(1)(k − 1) = bk + d. (6)

由x(1)(k) = A+
b

a
k − b

a2
+

d

a
可知

A = x(1)(k)− b

a
k +

b

a2
− d

a
,

代入式(6),整理得

x(1)(k) =
1

eax
(1)(k − 1) +

b(ea − 1)

aea k+

ab+ b− ad+ adea − bea
a2ea . (7)

模型2 λ2[x
(1)(k) − x(1)(k − 1)] + ax(1)(k) =

bk + d.
将λ2 =

b−Aa2

b+Aa(1− ea) , x(1)(k)− x(1)(k − 1) =

A(1− ea) + b

a
代入模型2得到( b

a
−Aa

)
+ ax(1)(k) = bk + d. (8)

由x(1)(k − 1) = Aea + b

a
(k − 1)− b

a2
+

d

a
可知

A =
[
x(1)(k − 1)− b

a
(k − 1) +

b

a2
− d

a

]
e−a,

代入式(8),得到

x(1)(k) =
1

eax
(1)(k − 1) +

b(ea − 1)

aea k+

ab+ b− ad+ adea − bea
a2ea . (9)

可以发现,模型1与模型2的化简结果完全相同,
即式 (7)与 (9)完全相同,说明NGM(1, 1, k)模型通过

调整灰导数或者背景值所达到的最优结果相同.同
时式 (7)与 (9)具有清晰的公式结构,可将其设为新的
基本形式进行参数估计.
定义2 若NGM(1, 1, k)模型的白化微分方程为

dx(1)(t)

dt + ax(1)(t) = bt+ d,则称

x(1)(k) =
1

eax
(1)(k − 1) +

b(ea − 1)

aea k+

ab+ b− ad+ adea − bea
a2ea (10)

为NGM(1, 1, k)模型的无偏参数估计形式,使用该式
进行参数估计的NGM(1, 1, k)模型称为无偏非齐次

灰色预测模型的直接建模法.
具体参数求解方法如下.令

1

ea = µ1,
b(ea − 1)

aea = µ2,

ab+ b− ad+ adea − bea
a2ea = µ3, (11)

则式(10)变形为

x(1)(k) = µ1x
(1)(k − 1) + µ2k + µ3,

k = 2, 3, · · · , n. (12)

将k = 2, 3, · · · , n代入式(12),展开可得

x(1)(2) = µ1x
(1)(1) + µ2k + µ3,
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x(1)(3) = µ1x
(1)(2) + µ2k + µ3,

...

x(1)(n) = µ1x
(1)(n− 1) + µ2k + µ3. (13)

令

X=


x(1)(2)

x(1)(3)
...

x(1)(n)

 , B=


x(1)(1) 2 1

x(1)(2) 3 1
...

...
...

x(1)(n− 1) n 1

 , µ=


µ1

µ2

µ3

 ,

则方程组(12)的简化形式为X = Bµ.根据最小二乘
法得到

µ̂ = (BTB)BTX =


µ̂1

µ̂2

µ̂3

 . (14)

由式 (11)和 (14)的估计结果可以得到无偏非齐次灰
色预测模型的参数估计值为

â = ln 1

µ̂1
, b̂ =

âeâµ̂2

eâ − 1
, d̂ =

µ̂3â
2eâ + b̂eâ − âb̂− b̂

â(eâ − 1)
.

(15)
进而得到离散时间响应序列为

x̂(1)(k) = e−âk+
b̂

â
k− b̂

â2
+

d̂

â
, k = 1, 2, · · · , n. (16)

还原值为

x̂(0)(k) =

 x̂(1)(1), k = 1;

x̂(1)(k)− x̂(1)(k − 1), k = 2, 3, · · · , n.
(17)

以上即为无偏灰色预测模型的直接建模法,其中
C为任意常数.若以 x̂(1)(1) = x(0)(1)为初始条件,则

常数C =
(
x(0)(1)− b̂

â
+

b̂

â2
− d̂

â

)
eâ;若以 x̂(1)(m) =

x(1)(m) =
m∑

k=1

x(0)(k), m = 1, 2, · · · , n为初始条件,

则常数C =
(
x(0)(m) − b̂

â
m +

b̂

â2
− d̂

â

)
eâm.也可以

通过误差平方和最小的条件对常数C进行求解,本文
计算中均以 x̂(1)(1) = x(0)(1)为初始条件.

性质1 无偏NGM(1, 1, k)模型的直接建模法具

有白指数重合性.
证明 设原始序列为符合非齐次指数函数规律

的离散序列

x(0)(k) = dea(k−1) + b, k = 1, 2, · · · , n.

可以得到一阶累加生成序列

x(1)(k) = d
1− eak
1− ea + bk,

x(1)(k − 1) = d
1− ea(k−1)

1− ea + b(k − 1).

化简后得到

x(1)(k) = eax(1)(k − 1) + b(1− ea)k + bea + d,

k = 2, 3, · · · , n. (18)

式 (18)与 (10)具有相同结构,因此最小二乘参数估计
结果为 µ̂1 = ea, µ̂2 = b(1− ea), µ̂3 = bea + d.根据式
(15)可以得出

â = −a, b̂ = −ab, d̂ =
ad− b+ bea

ea − 1
,

以 x̂(1)(1) = x(0)(1) = b + d为初始条件可得C =
d

ea − 1
,代入式 (16)得到一阶累加序列拟合结果为

x̂(1)(k) = d
1− eak
1− ea + bk,与原始一阶累加序列相同,

累减还原得到 x̂(0)(k) = dea(k−1) + b,与原始序列相
同. 2
注意到,本文所构建的无偏直接建模方法与文献

[14]中的方法在形式上有所不同,但两式可以相互推
导.

3 算例分析

例 1 为了方便对比,采用文献 [18]中 6组不同
类型数据 (上升凸、上升凹、下降凸、下降凹、严格非
齐次、近似非齐次)进行拟合,利用经典GM(1, 1)模

型[1]、无偏GM(1, 1)模型[9]、原始NGM(1, 1, k)模

型[11]和本文所构建的无偏NGM(1, 1, k)模型进行模

拟,计算结果的精度如表2所示.
由表2可见,作为对比组的3类模型均具有较大

的误差,尤其是原始NGM(1, 1, k)模型在X3下降凸

与X4下降凹两组数据中,表现出升降性完全相反的
错误.本文所构建的无偏NGM(1, 1, k)模型在6组数
据中均得到了最高的精度,且精度优势较为明显,尤
其在X5严格非齐次序列中实现了完全拟合,表明了
本文所构建模型的有效性.
例2 为了进一步验证模型在处理实际问题中

的效果,对南京城市天然气供气总量进行拟合.南京
城市居民天然气改造自2004年开始,至今只有10年
的时间,并且初始阶段数据不稳定,因此选用 2009
∼ 2013年数据进行建模, 2014年数据验证预测效
果.由于该数据符合灰色系统“少数据、贫信息”的特
点,选择灰色预测方法建模.为了分析本文所构建的
无偏NGM(1, 1, k)模型的拟合效果,仍然采用例1中
的模型进行对比,结果如表3所示.
由表3可见,原始NGM(1, 1, k)模型的拟合效果

最差,平均相对误差高达 12.08%,经典GM(1, 1)和

无偏GM(1, 1)模型的拟合误差适中,但是在预测误
差中, 3类对比模型的表现均不尽如人意.本文无偏
NGM(1, 1, k)模型的模拟和预测精度均为最高,表明
了所构建模型的实用性.
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表 2 计算结果和精度比较

序列 建模数据 模型 模拟数据 平均相对误差 / %

X1 1.2, 2.9, 4.2, 5.1, 5.8 (上升凸)

经典GM(1, 1) 1.200 0, 3.213 0, 3.947 9, 4.850 8, 5.960 2 4.889 1

无偏GM(1, 1) 1.200 0, 3.234 9, 3.972 3, 4.877 7, 5.989 6 4.919 4

原始NGM(1, 1, k) 1.200 0, 2.215 1, 3.454 1, 4.498 2, 5.377 9 12.090 7

本文模型 1.200 0, 2.903 7, 4.186 3, 5.117 1, 5.792 7 0.183 1

X2 8.5, 16.4, 32.3, 64.2, 128.1 (上升凹)

经典GM(1, 1) 8.500 0, 15.345 0, 29.760 1, 57.716 8, 111.936 2 7.4026

无偏GM(1, 1) 8.500 0, 16.178 0, 32.200 4, 64.091 1, 127.565 8 0.449 7

原始NGM(1, 1, k) 8.500 0, 12.026 3, 25.696 7, 51.281 2, 99.163 2 17.964 9

本文模型 8.500 0, 16.395 6, 32.306 5, 64.193 4, 128.097 8 0.011 8

X3 5.8, 5.1, 4.2, 2.9, 1.2 (下降凸)

经典GM(1, 1) 5.800 0, 5.329 2, 3.718 8, 2.595 1, 1.810 9 15.474 9

无偏GM(1, 1) 5.800 0, 5.403 7, 3.734 9, 2.581 5, 1.784 3 15.340 0

原始NGM(1, 1, k) 5.800 0, 6.103 3, 22.050 0, 139.803 2, 1 009.313 5 17 834.985 2

本文模型 5.800 0, 5.108 5, 4.180 1, 2.916 3, 1.195 9 0.309 5

X4 128.1, 64.2, 32.3, 16.4, 8.5 (下降凹)

经典GM(1, 1) 128.100 0, 62.461 3, 32.414 4, 16.821 5, 8.729 5 1.666 6

无偏GM(1, 1) 128.100 0, 64.136 1, 32.456 2, 16.424 5, 8.311 6 0.589 7

原始NGM(1, 1, k) 128.100 0, 62.219 1, 76.471 4, 106.145 9, 167.931 0 512.545 8

本文模型 128.100 0, 64.201 1, 32.295 1, 16.407 4, 8.496 0 0.021 7

X5 5, 11, 29, 83, 245 (严格非齐次)

经典GM(1, 1) 5.000 0, 7.556 0, 20.095 8, 53.466 7, 142.146 3 27.920 2

无偏GM(1, 1) 5.000 0, 8.730 8, 25.443 7, 74.149 0, 216.087 4 11.071 3

原始NGM(1, 1, k) 5.000 0, 7.669 9, 20.006 2, 52.964 7, 141.018 3 27.983 2

本文模型 5.000 0, 11.000 0, 29.000 0, 83.000 0, 245.000 0 0.000 0

X6 1.4, 2.0, 2.8, 3.9, 5.4 (近似非齐次)

经典GM(1, 1) 1.400 0, 1.990 6, 2.759 8, 3.826 2, 5.304 8 1.112 0

无偏GM(1, 1) 1.400 0, 2.011 7, 2.797 4, 3.889 8, 5.408 8 0.221 3

原始NGM(1, 1, k) 1.400 0, 1.393 9, 2.382 7, 3.488 5, 4.725 2 13.651 5

本文模型 1.400 0, 1.999 4, 2.801 4, 3.898 8, 5.400 3 0.0235

表 3 南京城市天然气供气总量 (万立方米)模拟与预测效果对比

2009年 2010年 2011年 2012年 2013年 平均相对误差 / % 2014年 预测误差 / %

实际值 45 195 59 651 68 066 77 669 88 627 — 92 568 —

经典GM(1, 1) 45 195 59 813 68 222 77 813 88 753 2.38 101 130 9.25

无偏GM(1, 1) 45 195 38 608 60 173 73 555 81 859 2.48 101 231 9.36

原始NGM(1, 1, k) 45 195 57 064 70 378 79 987 86 922 12.08 87 012 6.00

本文模型 45 195 59 651 68 066 77 669 88 627 1.78 91 927 0.69

4 结 论

NGM(1, 1, k)是传统GM(1, 1)模型的一种拓展

形式,其最终拟合结果可以为非齐次指数序列,具有
一定的研究价值.本文重点对NGM(1, 1, k)模型的基

本形式进行了推导,在此基础上构建了无偏NGM(1,

1, k)模型的直接建模方法,最终通过两个算例验证了
所构建模型的有效性和实用性.在更加普遍的实际

数据中,灰色预测模型的误差产生原因仍然值得进一
步研究.
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