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基于混合采样机制的互信息分布估计算法

林志毅†, 谢国波, 王丽娟
(广东工业大学计算机学院，广州 510006)

摘 要: 针对二阶分布估计算法的早熟收敛问题,提出一种基于混合采样机制的互信息分布估计算法 (MIEDA).
MIEDA利用互信息度量变量之间的相关性,形成互信息树的概率模型;采用稀疏模型构建的思想,并基于自私基
因理论建立信息奖惩机制,以加快算法的收敛速度;结合反向学习、最优解变异和随机采样形成混合采样机制,以
提高算法的采样效率.仿真结果表明, MIEDA比常见的二阶分布估计算法具有更高的稳定性和更强的寻优能力.
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Mutual information estimation of distribution algorithm with hybrid
sampling mechanism
LIN Zhi-yi†, XIE Guo-bo, WANG Li-juan

(Faculty of Computer，Guangdong University of Technology，Guangzhou 510006，China)

Abstract: A mutual information estimation of distribution algorithm(MIEDA) with hybrid sampling mechanism is
proposed to overcome premature convergence of second order estimation of distribution algorithms. The MIEDA firstly
uses mutual information to measure the interaction between two variables, which can generate mutual information tree
model. Then, based on the concept of sporadic model building and a reward and punishment scheme in the selfish gene,
the MIEDA can accelerate the convergence speed. Finally, a hybrid sampling mechanism is also adopted in the MIEDA
to improve the efficiency of sampling, which combines stochastic sampling, the opposition-based learning(OBL) scheme
and mutation on the current optimal individual. The simulation results show that, compared with several other second
order algorithms, the MIEDA often performs better in convergent reliability and search ability.
Keywords: mutual information；selfish gene；reward and punishment scheme；hybrid sampling mechanism

0 引 言

分布估计算法 (EDA)是一种基于概率模型的进
化算法[1-2],采用基因间的联合概率分布表示其连锁
关系,利用统计学习方法引导种群的进化方向,从原
理上克服了传统进化计算中难以解决的连锁学习问

题.目前,分布估计算法已经成为进化计算领域的研
究热点和解决实际工程应用问题的有效方法.人们
提出了各种不同的分布估计算法,并在组合优化[3-5]、

多目标优化[6-7]、机器学习[8]和多分类器系统构造[9]

等方面得到了成功的应用.
众多的分布估计算法中,二阶分布估计算法由于

模型相对简单,求解效果尚可,得到了一些研究者的
青睐.目前已提出了MIMIC[1]、COMIT[1]、BMDA[1]、

SGMIEC[10]等二阶分布估计算法,并在函数优化和
组合优化方面得到了应用.然而,目前的二阶分布估
计算法存在以下两个问题:

1)在建立概率模型时,需要统计大量的群体样本
才能得到较为准确的概率模型信息,导致群体规模对
模型的影响很大,如果种群规模较小,则建立的概率
模型可能无法真正描述群体的信息,从而导致算法的
求解效果不好.此外,如果每一代都建立概率模型,算
法的时空开销则会较大.

2)在对概率模型采样时,基本上都是采用单一的
采样机制且大都为随机采样.然而,到目前为止,没有
机制保持采样时的种群多样性,也没能充分利用当前
已发现的最优个体的局部信息.
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针对上述问题,本文针对二阶分布估计算法展开
研究,提出一种新的基于混合采样机制的互信息分布
估计算法 (MIEDA),并通过实验验证MIEDA的有效
性和稳定性.

1 基于混合采样机制的互信息分布估计

算法

MIEDA的主要思想启发来源于COMIT和自私
基因理论.下面分别就MIEDA中概率模型的构建、
概率模型的更新和混合采样机制进行阐述,然后给出
算法流程.

1.1 概率模型的构建

MIEDA使用一个频率矩阵统计个体信息的频率
和出现的位置,然后根据该频率矩阵计算各变量之间
的互信息和自信息,进而构建概率关系模型.
1.1.1 关系度量标准

MIEDA采用互信息作为变量关系度量的标准,
两个变量的互信息I(X;Y )表示为

I(X;Y ) =
∑
x∈X

∑
y∈Y

p(x, y) log p(x, y)

p(x)p(y)
, (1)

满足I(X;Y ) ⩾ 0.当X和Y 为同一个变量时,式 (1)
为自信息.
1.1.2 基于互信息的概率模型构建

MIEDA采用与COMIT相同的概率模型,如图 1
所示.

图 1 MIEDA树状结构的概率模型

为了进行概率模型的构建, MIEDA设置一个频
率矩阵F ,其中F [xi = a,xj = b]用于记录变量对xi

和xj中出现xi = a且xj = b的次数.首先将F [xi =

a, xj = b]初始化为一个小常量,然后根据优势群体
中的信息更新数组F ,即每出现一个xi = a且xj =

b,F [xi = a, xj = b]的值增加 1.在F构造完毕后,
可根据式(1)计算得到每个变量的自信息和两个变量
对的互信息.假设全体变量集合为K = {x1, x2, · · · ,
xn},变量个数为n,则生成概率模型的算法如下所示.
算法1 概率模型生成算法.
Step 1:计算每个变量xk(1 ⩽ k ⩽ n)的自信

息,选择自信息最小的变量 xr作为树的根结点.设
置一个 parent数组以指示每个变量的父变量,并令
parent(xi) = xr(1 ⩽ k ⩽ n且k ̸= r), parent(xr) =

0,S = {xr},V = K − {xr}.
Step 2:从V 与S之间选择互信息最大的变量对

(xi, xj),其中xi ∈ V ,xj ∈ S.将xj加入到集合S中,
并将其从V 中移出,即S = {xj}

∪
S,V = V − {xj},

令parent(xi) = xj .
Step 3:若V ̸= ∅,则转至Step 2,否则结束.

1.2 概率模型的更新

为了减少概率模型构建的时空开销, MIEDA降
低了概率关系模型的构建频率,在第一次概率关系模
型构建完毕后,概率关系模型采用稀疏构建模型的方
式进行构建,每隔一定的代数m才对概率模型进行

重新构建[11],其他时间内则在采样后利用信息奖惩
机制对频率矩阵F进行调整,以减少种群规模对概率
模型的影响,从而在一定程度上解决二阶分布估计算
法存在的第1个问题.
自私基因理论是Dawkins[12]提出的一种演化观,

即自然选择的基本单位是基因,不是物种,也不是种
群或群体.该理论表明,个体只是作为基因的载体,个
体之间的竞争其实是基因的竞争,个体的选择实际上
是基因的选择,而种群的作用是作为基因池,包含了
所有已知的遗传信息.因此,从自私基因理论的角度
而言,传统的分布估计算法只利用了优势个体的基
因, 忽略了劣势个体所包含的基因.那么在进化过程
中,为了同时利用优劣个体的基因, MIEDA利用种群
中的最优个体gbest和最差个体gworst的信息对频率

矩阵F的相应基因位进行更新,从而构成了信息奖惩
机制,其实现如算法2所示.
算法2 信息奖惩机制.
reward_ penalize_genes(gbest, gworst)
for i = 1 to n do
for i = 1 to n do

F (gbest[i], gbest[j]) = F (gbest[i], gbest[j]) + ε;

F (gworst[i], gworst[j]) = F (gworst[i], gworst[j])− ε;

end
end
奖惩因子ε可设置为

ε =
2× PopSize
n× (n− 1)

. (2)

其中: PopSize为种群的大小,在本文中其值为随机采
样的个体数N ;n为变量的个数.
信息奖惩机制通过对频率矩阵的调整实现对概

率模型的修正,一定程度上避免了采样规模较少所导
致的概率模型不准确的问题,并使概率模型不会快速
趋同,从而提高算法的求解能力.
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1.3 混合采样机制

为了解决二阶分布估计算法存在的第2个问题,
避免早熟收敛现象的出现,本文提出一种混合采样机
制.该机制结合随机采样、反向学习和最优解变异
等多种采样方法以采样生成新种群,充分利用了全局
统计信息和最优个体的局部信息,从而避免采样后个
体差异过小的问题,使MIEDA保持较好的种群多样
性.混合采样机制的流程如图2所示.
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图 2 混合采样机制流程

1.3.1 随机采样

随机采样按照如下算法3的思想,对变量依次采
样,构造出一个完整的解向量.

算法3 随机采样生成一个新个体的算法.
Step 1:设置K = V = {x1, x2, · · · , xn}.
Step 2:根据根结点xr的概率分布 p(xr)随机采

样生成xr的值,设置K = K − {xr}.
Step 3:如果K ̸= ∅,则转至Step 4,否则算法结

束.
Step 4:若parent(xi) = xj且xj在集合V − K中,

则从K中选择xi.
Step 5:根据条件概率 p(xi|xj)随机采样生成 xi

的值.
Step 6:将xi从集合K删除,即K = K − {xi},转

至Step 3.
反复执行N次算法3,产生N个新个体.

1.3.2 反向学习采样

反向学习 (OBL)是Tizhoosh[13]提出的一种优化

策略,广泛应用于许多优化计算领域.事实上,同时评
估一个候选个体X = {x1, x2, · · · , xn}和其对应的
反向个体X̄ = (x̄1, x̄2, · · · , x̄n)更有可能找到接近全

局最优解的候选个体[14],其中 x̄i定义如下:

x̄i =

1− xi, xi ∈ {0, 1};

ai + bi − xi, xi ∈ R, xi ∈ [ai bi].
(3)

MIEDA在对概率模型随机采样后引入OBL机
制,为每个随机采样得到的个体产生对应的反向个
体,进而从采样个体及其反向个体中挑选优秀个体进
行概率模型的构建.通过这种方式可以覆盖更多的
搜索空间,在一定程度上增加种群的多样性,并改善
优化过程的收敛速率.
1.3.3 最优个体变异采样

与种群中其他个体相比,当前最优个体与全局最
优解的距离最近,那么通过变异操作来利用当前最优
个体的信息是一种很自然的想法.变异可以改变旧
的基因,引入新的基因到基因池中,从而增加种群的
多样性.最优个体变异采样方法以概率Pm进行如下

变异操作:

mutation(xi) =1− xi, xi ∈ {0, 1};

rand(ai, bi), xi ∈ R, xi ∈ [ai bi].
(4)

其中:xi为随机选择的一个基因位, rand(ai, bi)为 [ai,
bi]内一个随机实数.采用上述最优个体变异的采样
方法后, MIEDA更有可能在保持当前最优个体重要
信息的同时获得更优秀的个体.
事实上,在算法搜索的前期,当前最优个体离全

局最优解还较远,因此,最优个体变异的采样个体数
M应设置为一个较小的数,避免当前最优个体信息
的迅速传播,导致算法早熟收敛.变异概率Pm则应

设置为一个较小的数,在对种群多样性影响较小的情
况下,可以一定程度上加快算法的收敛速度.此外,在
算法搜索后期,当前最优个体离全局最优解较近,这
时种群多样性也较低,因此,采样个体数M应设置为

一个较大的数,变异概率Pm也需同时增加,从而增加
种群多样性,加快收敛速度.基于上述讨论,本文均采
取动态自适应调整的方式获得M和Pm值,即

M =
t

5× tmax
×N,

Pm = 0.5× t

tmax
. (5)

其中: t为当前的进化代数, tmax 为最大的进化代

数,N为随机采样的个体数.由式 (5)和 (6)可见,M和
Pm将在整个搜索过程中动态自适应调整.

综合上述过程, MIEDA的整体流程见算法4.
算法4 MIEDA算法流程.
Step 1:初始化频率矩阵F、种群P (0)、随机采

样个体数N和间隔频率m等参数,并设置当前代数



832 控 制 与 决 策 第32卷

t = 0.
Step 2:从P (t)中选择优势群体S(t).
Step 3:根据S(t)更新频率矩阵F .
Step 4:判断t%m是否等于0,如果是,则根据算法

1构造概率模型G,否则使用算法2调整频率矩阵F .
Step 5:使用混合采样机制从概率模型G中采样

得到新的种群O(t),并评估O(t).
Step 6:使用O(t)的前N个个体替换P (t).
Step 7:判断结束条件,如果不满足则转至Step 4,

否则执行Step 8.
Step 8:算法结束,返回最好个体的值,或者根据

情况返回所有个体的值.

2 实验分᷀

2.1 实验设置与测试函数

为了说明算法的性能,本节求解6个常用于评价
分布估计算法性能的测试函数. DEC函数的规模为
9∼ 207,步长为18,其余函数规模为10∼ 200,步长为
10.同时将本文算法MIEDA与其他几个双变量相关
的分布估计算法 (包括BMDA、COMIT、MIMIC和
SGMIEC)进行比较. COMIT、MIMIC和BMDA算法
参数设置如下:算法样本 (即种群)大小设置为200,样
本选择采用截断选择,选择比为50%. SGMIEC参数
设置如下:样本大小为7,只选择最好和最差的个体作
为操作对象,每次迭代的学习参数α = 0.1. MIEDA
参数设置如下:随机采样个体数N = 20,最大进化代
数 tmax = 10 000,间隔频率m = 5.所有实验中,参数
保持不变,对于每个函数和函数规模,算法都独立运
行20次,每次迭代终止的条件为找到全局最优或者
评价次数达到操作上限(200 000).测试函数如下:

1) OneMax函数.有

max
( n∑

i=1

xi

)
, xi ∈ {0, 1}. (6)

OneMax函数的特点是变量无关.
2) Quadratic函数.有

max
( n∑

i=1

f(x2i−1, x2i)
)
, x2i−1, x2i ∈ {0, 1}, (7)

其中

f(u, v) = 0.9− 0.9(u+ v) + 1.9uv. (8)

Quadratic函数的特点是双变量相关且没有重叠.
3) Four Peaks函数.给定D维输入向量X , Four

Peaks函数定义如下:

f(X, T ) =

max[tail(0,X),head(1,X)] +R(X, T ). (9)

其中

tail(b,X) = number of trailing b′s in X; (10)

head(b,X) = number of leading b′s in X; (11)

R(X, T ) =D, tail(0,X) > T,
∧

head(1,X) > T ;

0, otherwise.
(12)

实验中,T设置为10%D.
4) Six Peaks函数. Six Peaks函数与Four Peaks函

数定义相同,除了

R(X, T ) =
D, tail(0,X) > T,

∧
head(1,X) > T or

tail(1,X) > T,
∧

head(0,X) > T ;

0, otherwise.

(13)

Four Peaks和Six Peaks函数的特点是变量之间
的关系是链状的,链的两端是相互重叠的.

5) Deceptive function of order 3(DEC-3)函数.有

max
(n/3∑

i=1

f(xi, xi+1, xi+2)
)
, xi ∈ {0, 1}. (14)

其中

f(u, v, w) =



1, u+ v + w = 3;

0, u+ v + w = 2;

0.8, u+ v + w = 1;

0.9, u+ v + w = 0.

(15)

DEC函数的特点是xi与另外两个变量相关,并
存在模式欺骗性.

6) Trap function of order 5(Trap-5)函数.有

max
(n/5∑

i=1

f(x5i−4 + x5i−3 + x5i−2 + x5i−1 + x5i)
)
.

(16)
其中

xi ∈ {0, 1},

f(u) =

5− u, u < 5;

5, otherwise.
(17)

Trap-5函数的特点是多变量相关.

2.2 实验结果及分析

首先,测试并对比 5个算法的收敛能力,方法是
在不同函数规模条件下,比较最终的收敛结果与已知
最优解之差,结果见图3.由图3可见,在所有的数值
实验中,对于6个测试函数, BMDA、MIMIC和COMIT
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算法的结果都不能令人满意,在大多数情况下, 3个
算法求得的平均最优解与实际最优解的差值要比

MIEDA算法和SGMIEC算法的差值大.比如, BMDA
算法和COMIT算法对于Six Peaks函数,在函数规模
为200时求得的平均最优解与实际最优解差值已经
超过300; MIMIC算法对于简单的OneMax函数,在规

模为200时所求得的平均最优解与实际最优解差值
也达到50.由图3同样可见,在大部分函数上, MIEDA
算法与SGMIEC算法收敛能力相当,但在Four Peaks
和Six Peaks函数上,函数规模超过100维后, MIEDA
算法的收敛能力明显要高于SGMIEC算法.从整体
收敛能力而言, MIEDA算法要优于其他4个算法.
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图 3 算法收敛能力比较
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图 4 算法收敛速度比较
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然后,对比 5个算法的收敛速度,即达到收敛
所需要的平均评价次数,实验结果见图 4.由图 4可
见, MIEDA算法只需要较少的评价次数即可达到甚
至超过BMDA、MIMIC和COMIT算法的性能.特别
是当函数的规模增大时,这种差距显得更为明显.比
如,在解决Trap函数时, BMDA、MIMIC和COMIT这
3个算法表现都相当不理想,在函数维度仅为20时都
没有收敛到全局最优解,且所需要的评价次数随着规
模的增大变得非常庞大.虽然SGMIEC算法在所测
试的 6个函数上,所需平均评价次数与MIEDA算法
相当,但其在Four Peaks和Six Peaks函数上,所需的平
均评价次数较多,特别是函数规模较大时,评价次数
增加很快.由图4同样可见, MIEDA算法受到规模的
影响要比SGMIEC算法小,虽然在低维时,其表现比
SGMIEC算法略差,但在维数高于50的情况下,所需
的平均评价次数基本上没有很大的变化.值得一提
的是, MIEDA算法与COMIT算法采用相同的概率模
型,且COMIT算法也使用了随机采样,但MIEDA算
法的平均评价次数要比COMIT算法小得多,这意味
着MIEDA算法的概率模型更新机制和混合采样机
制能够有效地提高算法的采样效率,极大地减少了算
法的采样次数.
综合图3和图4可见, BMDA、MIMIC和COMIT

算法在收敛能力和收敛速度上的曲线波动性均比较

大,意味着算法不稳定; SGMIEC算法对大部分测试
函数表现较为稳定,但在Four Peaks和Six Peaks函
数上表现出较大的波动,在维数不高时,所需评价次
数出现明显波动,而在维数稍高的情况下则难以得
到全局最优解,表明其稳定性较差;对于所有测试函
数, MIEDA算法的平均最优解与已知最优解的差值
都非常接近或等于0,且算法所需的平均评价次数并
未随着问题规模的增加而出现明显的波动,表明其稳
定性非常好.
最后,对比 5个算法的收敛过程,结果如图 5所

示. BMDA、COMIT和MIMIC算法在求解这些函数
时常常因为陷入局部最优解而失败,这可能是因为随
着算法的执行,决定种群样本的概率模型开始偏向一
个确定的值,导致采样后的种群越来越相似,这种相
似又进一步导致概率模型趋于稳定,如此循环下去,
算法便陷入了局部最优.尽管MIEDA算法的收敛过
程不是最快,特别是在算法的前期,但是它利用新的
概率模型更新机制和混合采样机制使得概率模型不

会快速趋同,成功地保持了种群的多样性,因此在算
法的中后期表现出持续的优化能力,避免了早熟收
敛问题.此外, MIMIC算法是其中表现最差的一个算
法,几乎对所有的函数,其性能都要比其他算法差,而
SGMIEC算法与MIEDA算法相当.
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综合表明, MIEDA能较好地求解上述函数,表现
出了比其他4个算法更好的求解能力和稳定性,表明
其所做的改进是有效的.

3 结 论

本文提出了一种新的分布估计算法—– MIEDA
算法.该算法首先利用信息论中的互信息作为变量
之间的关系度量,以频率矩阵作为信息的统计方式,
并将它们用于概率模型的生成;然后,以“间隔构建”
的方式更新概率模型,并从自私基因理论出发设计
信息奖惩机制,能有效地调整频率矩阵,从而实现概
率模型的修正,减少算法的开销;最后,采用多种采样
方式结合的方法,充分利用种群已有的信息,提高了
算法跳出局部最优解的能力. MIEDA算法可以较好
地保持“种群多样性”和“选择压力”之间的平衡,提
高了算法的整体性能.仿真结果表明, MIEDA算法在
常见的测试函数方面取得了较好的效果,与其他4个
二阶分布估计算法相比,具有更好的稳定性和收敛速
度,是一种比较高效的二阶分布估计算法.下一步的
研究目标是算法的参数设置以及算法在其他优化领

域的应用;此外,引入信息论或其他领域的知识从而
进一步完善新算法也将是重点.
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