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广义依赖型不平衡语言集结算子及其在多属性决策中的应用
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摘 要: 针对属性值是不平衡语言的多属性决策问题,提出了广义依赖型不平衡语言有序加权平均算子和加权广
义依赖型不平衡语言有序加权平均算子.该类算子相关联的权重向量赋权的特点是对有偏见的评价赋予较小的
权重,从而削弱不公平性对评价结果的影响,使决策结果更加合理.推导其数学表达式,探讨相关性质,并将其应用
到多属性决策中.同时,分析了参数λ的变化对决策结果的影响.最后通过比较分析结果表明了所提出算子的有
效性.
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Generalized dependent unbalanced linguistic aggregation operators and
their applications to multiple-attribute decision making
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Abstract: The generalized dependent unbalanced linguistic ordered weighted average(GDULOWA) operator and the
weighted generalized dependent unbalanced linguistic ordered weighted average(WGDULOWA) operator are proposed
based on multiple attribute decision making, in which attribute values take the form of unbalanced linguistic variables.
The associated weights depend on the decision maker and the aggregated unbalanced linguistic variable, which can
relieve the influence of unfair linguistic variables by assigning low weights to the biased ones, and make the decision
results more reasonable. The concrete expressions of these operators are obtained by derivation, and some properties of
these operators are investigated. These operators are applied to multi-attribute decision making. At the same time, the
influence of different parameters λ on decision making is analyzed. The comparative analysis shows the effectiveness of
the proposed generalized operators.
Keywords: multiple-attribute decision；unbalanced linguistic variable；generalized dependent operator

0 引 言

作为多准则决策的重要组成部分,多属性决策
和多目标决策一起构建起多准则决策体系.多属性
决策侧重于离散的、有限多个方案决策问题的研究.
多属性决策的实质是利用已有的决策信息通过一

定的模型方法对有限个方案进行排序,从而确定最
优方案.多属性决策[1]的核心问题之一是如何合理

有效地集结信息,常规的集结算子是加权平均 (WA)
算子[2]. Yager[3]提出了有序加权平均 (OWA)算子, Xu
等[4]提出了有序加权几何平均 (OWGA)算子, Chen

等[5-6]提出了广义直觉模糊交叉影响平均 (GIFWIA)
算子和直觉模糊几何交叉影响平均 (IFGIA)算子.随
着决策环境不确定性的增加和人类思维模糊性的影

响,决策问题的信息呈现出多样的表达形式.采用语
言变量定性地表达决策信息成为一种常见的模糊信

息形式[7],在决策[8-11]、情报检索[12]、服务评价和人力

资源管理[13]、安全应用[14]等领域有着广泛的应用.
自Zadeh提出语言变量[15-17]表示偏好关系以来,

国内外学者对语言变量的运算法则和信息集成进行

了大量的研究. Bonissone等[18]提出了用于词计算的
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语义模型; Xu[19-20]提出了虚拟语言术语的概念,将离
散语言术语扩展到连续的情形并定义了语言信息的

加法、减法、指数和幂运算; Tao等[21]提出了基于

Archimedean三角范数的语言信息的新运算,满足
代数运算的基本性质和封闭性;为了有效避免集结
过程中信息的损失和集结结果的不精确性, Herrera
等[22]给出了二元语义的计算模型,提出二元语义算
术平均 (2TAA)算子、二元语义加权平均 (2TWA)算
子、二元语义有序加权平均 (2TOWA)算子和拓展的
二元语义加权平均 (E2TWA)算子; Wei[23]提出了拓

展的二元语义加权几何 (E2TWGA)算子和拓展的
二元语义有序加权几何 (E2TOWGA)算子;刘金培
等[24]提出了二元语义Bonferroni平均 (2TLBA)算子,
在集结的过程中,考虑了集成信息之间的相互影响;
Wan[25-26]提出了拓展的二元语义混合语言加权平均

(E2THLWA)算子和拓展的二元语义混合语言加权几
何平均 (E2THLWGA)算子,这两类算子同时考虑了
二元语义语言变量的值和二元语义语言变量的有序

位置,有效地处理了属性值、属性权重和专家权重均
为二元语义语言信息的决策问题,更加贴近实际情
况; Gong[27-28]提出了二元语义语言偏好关系的最优

群一致性模型和乘性偏好关系的最优群一致性偏好

测度,通过最小化两偏好关系间的一致度建立最优模
型来解决群决策问题.
语言术语集通过语言变量刻画决策信息,然而现

有文献研究的语言信息大都是均匀且对称分布的,很
少考虑不对称且不均匀分布的语言变量的情形.例
如,专家利用语言术语集 {极差,低,中等,中等偏上,
高,很高,非常高,接近极好,极好}进行等级评定.在
处理语言标度时,居于中间评价术语“中等”右侧的语
言术语数 (5个)大于左侧的语言术语数 (2个).为此,
Herrera等[29]提出了基于语言层级不平衡的语言术

语集的概念,这更加与现实情况相符,能够很好地体
现人类思维的跳跃性.
不平衡的语言术语集具有刻画决策信息的一些

优点,因此该信息集成方法的研究引起了学术界的
关注. Zou等[30]提出了不平衡语言的有序加权几何

(OWG)算子, Meng等[31]提出了加权不平衡语言集结

算子和有序加权不平衡语言集结算子, Jiang等[32]提

出了不平衡语言的比例二元Power平均 (PA)算子.上
述方法考虑算子的重要性权重均带有一定的主观因

素.为了充分利用已知的决策信息,客观地反映所集
结的属性的重要程度, Xu[33]提出了Dependent有序
加权平均 (DOWA)算子,并研究了DOWA算子的性

质. Wei等[34]将其拓展到语言环境下,在DOWA算子
和DOWGA算子的基础上提出了二元语义的DOWA
算子和DOWGA算子.
然而,目前尚未见到相关文献探讨在不平衡语言

的环境下如何确定集结算子的权重,削弱不公平性对
决策结果的影响.为此,本文将不平衡的语言信息与
广义依赖型集结算子结合,提出广义依赖型不平衡语
言有序加权平均 (GDULOWA)算子和加权广义依赖
型不平衡语言有序加权平均 (WGDULOWA)算子,推
导其数学表达式,研究其相关性质并应用到多属性决
策中.同时,分析了其中参数变化对决策结果的影响,
并通过比较分析表明了所提算子的有效性.

1 二元语义和不平衡语言的表述及计算

模型

1.1 二元语义

为了消除传统语言变量在信息集成过程中的

信息损失问题, Herrera等[22]提出了二元语义的概

念.决策者通过二元数组 (sk, αk)表示评价信息, sk
是预先定义好的语言评价集S中第k个元素,αk是集

结后的语言术语与最接近术语sk之间的差别,αk ∈
[−0.5, 0.5).为了实现语言术语和二元语义以及实数
值和二元语义之间的转换,引入转换函数的定义如
下.
定义1 [22] 设S = (s0, s1, · · · , sg)是一个语言

术语集,对于∀si ∈ S,令f(si) = (si, 0),则称f : S →
S× [−0.5, 0.5)是语言术语对应的二元语义的转换函
数.
定义2 [22] 设S = (s0, s1, · · · , sg)是一个语言

术语集,β ∈ [0, g]是集结语言评价得到的实数值,令

∆(β) =

sk, k = round(β);
αk = β − k, αk ∈ [−0.5, 0.5).

(1)

则称∆ : [0, g] → S × [−0.5, 0.5)是实数值对应的二
元语义的转换函数,其中round为取整算子.
同样的,∆−1 : S × [−0.5, 0.5) → [0, g]是二元语

义到 [0, g]之间实数值的转换函数.
为了比较任意两个语言术语 (si, αi)和 (sj , αj),

定义其序关系如下: 1)若 i > j,则si > sj . 2)若 i = j,
则当αi > αj时,有si > sj ;当αi = αj时,有si = sj .

1.2 不平衡语言的表述模型

定义3 [29] 不平衡的语言术语集指包含最大、

最小和中间标度,其他标度不对称且不均衡地分
布在中间标度左右两侧的语言术语集,记为S =

SL

∪
SC

∪
SR.其中:左侧集SL包含了除中间标度以

外所有的左边标度,中间集SC仅包含中间标度,右侧
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集SR包含了比中间标度高的所有标度.
例1 专家给出语言评价集S = {N,M,H,VH,

P},评价某学校学生的综合素质.其中N为极差,M
为中等,H为高, VH为很高,P 为完美.该评价集
有最大标度P ,最小标度N和中间标度M ,SL =

{N},SC = {M},SR = {H,VH, P}.在处理评价偏
好尺度时,专家给出的语言术语数明显右边高于左
边,因此是不平衡的语言术语集,如图1所示.

N M H VH P

图 1 不平衡的语言术语集

为了得到不平衡的语言标度值,引入语言层级的
定义

定义4 [29] 设 l(t, n(t))是粒度为n的第 t层对应

的语言术语集,则称具有若干层不同粒度的语言术语
集所构成的集合为语言层级,记为LH=

∪
t

l(t, n(t)).

例2 一个3层的语言层级可表示为
LH = l(1, 3)

∪
l(2, 5)

∪
l(3, 9) =

{s30, · · · , s32}
∪
{s50, · · · , s54}

∪
{s90, · · · , s98}.

其中:n(1) = 3,n(2) = 5,n(3) = 7,即第1层为3个粒
度的语言术语集,第2层为5个粒度的语言术语集,第
3层为9个粒度的语言术语集.如图2所示.

l(1,3)

l(2,5)

l(3,9)

图 2 三层语言层级的示意图

借助语言层级,可以获得不平衡语言标度值.下
面通过一个具体的例子说明转化过程.

例3 设专家给出的语言评价集S = {N,M,

H,VH, P},按照上述3层语言层级LH=
3∪

t=1

l(t, n(t))

可进行如下转换.
1)SL = {N},设#(SL)表示SL中语言术语数,

即#(SL) = 1. ∃N(1) = 3,满足(N(1) − 1)/2 = 1 =

#(SL),故N可由LH的第1层标度表示.
2)SR = {H,VH, P},设#(SR)表示SR中语言

术语数,即#(SR) = 3. ∃N(2) = 5, ∃N(3) = 9,满足
(N(2)−1)/2 = 2 < #(SR) < (N(3)−1)/2 = 4,从而
SR = {H,VH, P}可由LH的第2、3层标度表示.设
lab2和 lab3分别为LH的第2、3层分配的语言标度数,
根据文献 [29]中的性质可知 lab2 = (n(3) − 1)/2 −

#(SR) = 1, lab3 = 2.故右侧集可用第2层的两个
标度和第3层的一个标度来表示,即H = s53, VH =

s97,P = s98.
3)SC = {M},则有M = s31.
通过两类转换函数可以获得不平衡语言术语的

二元语义.
定义5 [29] 设S是不平衡的语言术语集, ∀si ∈

S,令LH(si, αi) = (s
n(t)
k , αi),则称LH: (S × [−0.5,

0.5)) → (LH × [−0.5, 0.5))是不平衡语言到平衡语
言的转换函数.类似的,令LH−1(s

n(t)
k , αi) = (si, λ),

则称LH−1 : (LH × [−0.5, 0.5)) → (S × [−0.5, 0.5))
是平衡语言到不平衡语言的转换函数.其中s

n(t)
k ∈

Sn(t),λ的取值分为以下情况:
1) 若si(si ∈ S)仅由LH中的一个标度表示,即

si ← s
n(t)
k ,则λ = αi;

2) 若si(si ∈ S)可由LH中的两个标度表示,则
λ = αi或

λ =
∆−1

t (s
n(t)
k , αi) · (n(t+ 1)− 1)

n(t)− 1
−

round
(∆−1

t (s
n(t)
k , αi) · (n(t+ 1)− 1)

n(t)− 1

)
; (2)

3) 若不存在si ∈ S使得si ← s
n(t)
k ,则转换到其

他层,即LH−1(s
n(t)
k , αi) = LH−1(TFt

t′(s
n(t)
k , αi)),再

用式(1)或(2)处理.
例4 延续例3,有LH(P, 0) = (s98, 0), LH−1(s30, 0)

= (N, 0), LH−1(s96, 0.16) = LH−1(TF3
2(s

9
6, 0.16)) =

LH−1(s53, 0.08) = (H, 0.16).

2 广义依赖型不平衡语言有序加权平均

(GDULOWA)算子
Xu[33]提出了DOWA算子,通过对错误的或有偏

见的评价值赋予较小的权重,从而减弱这些评价值对
决策结果的影响.
定义 6 [33] 设 a1, a2, · · · , an是一组数,u是这

组数的均值,u =
∑

ai

/
n, (σ(1), σ(2), · · · , σ(n))

是 (1, 2, · · · , n)的任意一个置换,对于任意的 i =

2, 3, · · · , n,满足aσ(i−1) ⩾ aσ(i),则称
DOWA(a1, a2 · · · , an) =

n∑
j=1

[
1−

|aσ(j) − u|
n∑

j=1

|aσ(j) − u|

n∑
j=1

(
1−

|aσ(j) − u|
n∑

j=1

|aσ(j) − u|

)]aσ(j) (3)

为依赖型有序加权平均(DOWA)算子.
在文献 [33]的基础上,针对不平衡的语言标度,

引入广义依赖型不平衡语言有序加权平均算子,并证
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明其相关性质.
定义7 设S是不平衡的语言术语集, si ∈ S,则

称

(s̄, ᾱ) = LH−1
(
∆
( 1

n

n∑
j=1

∆−1(TFt
tH
(LH(sj , 0)))

))
(4)

是这组不平衡语言术语的算术平均值.其中: tH是
LH中粒度最大的层, TFt

tH
是t层到tH层的转换函数.

定义8 设(si, αi)和(sj , αj)是任意两个不平衡

的二元语义,则称
d((si, αi), (sj , αj)) =

1

G(tH)
|∆−1(TFt

tH
(LH(si, αi)))−

∆−1(TFt
tH
(LH(sj , αj)))| (5)

是(si, αi)与(sj , αj)之间的距离,其中G(tH)是LH中
tH层的粒度.

定义9 设S是不平衡的语言术语集, si ∈ S(i =

1, 2, · · · , n), (s̄, ᾱ)是这组不平衡语言术语的算术平
均值,则称

Sim((sσ(j), 0), (s̄, ᾱ))=1−
d((sσ(j), 0)(s̄, ᾱ))
n∑

j=1

d((sσ(j), 0)(s̄, ᾱ))

(6)

是(sσ(j), 0)与(s̄, ᾱ)的相似度.其中: (σ(1), (σ(2), · · ·,
σ(n))是(1, 2, · · · , n)的任意一个置换; sσ(j)是不平衡
语言术语集中第 j大的语言变量,对于任意的 j =

2, 3, · · · , n,满足sσ(j−1) ⩾ sσ(j).
现实生活中,专家会根据自己的偏好对评价对象

给出过高或过低的评价.对这种带有个人偏见的评
价,应赋予较小的权重,即对远离平均值的评价给予
较小的权重,而对于接近平均值的评价应赋予较大
的权重.基于这种想法,提出了不平衡语言术语集中
sσ(j)的权重,即依赖型权重如下:

wj =
Sim((sσ(j), 0), (s̄, ᾱ))
n∑

j=1

Sim((sσ(j), 0), (s̄, ᾱ))

, j = 1, 2, · · · , n.

(7)

其中:wj ⩾ 0,

n∑
j=1

wj = 1.特别地,对于任意的 j =

1, 2, · · · , n,若si = sj ,则w1 = w2 = · · · = wn.
性质1 设S是不平衡的语言术语集, si ∈ S(i =

1, 2, · · · , n), (σ(1), σ(2), · · · , σ(n))是 (1, 2, · · · , n)的
任意一个置换,对于任意的 j = 2, 3, · · · , n,满足
sσ(j−1) ⩾ sσ(j).若Sim((sσ(j), 0), (s̄, ᾱ))⩾ Sim((sσ(j),

0), (s̄, ᾱ)),则wj ⩾ wi.
该性质的证明直接由式(6)而得.
下面定义广义依赖型不平衡语言有序加权平均

算子.

定义10 设S是不平衡的语言术语集, si ∈ S(i

= 1, 2, · · · , n), sσ(j)是s中第 j大的语言变量,(σ(1),
σ(2), · · · , σ(n))是 (1, 2, · · · , n)的任意一个置换,对
于任意的j = 2, 3, · · · , n,满足sσ(j−1) ⩾ sσ(j). W =

(w1, w2, · · · , wn)
T是相应的加权向量,满足wj ⩾ 0,

n∑
j=1

wj = 1.λ ∈ (−∞, 0)
∪
(0,+∞)是态度参数,则称

函数

GDULOWAλ(s1, s2, · · · , sn) =

LH−1
(
∆
( n∑

j=1

wj((∆
−1(TFt

tH
(LH(sσ(j), 0))))

λ)
) 1

λ
)

(8)

为 广 义 依 赖 型 不 平 衡 语 言 有 序 加 权 平 均

(GDULOWA)算子.
由上可见, GDULOWA算子的权重依赖于被集

结的不平衡语言变量与其算术平均值之间的距

离.其最大优势是通过对有个人偏见或错误的评价
赋予较小的权重来消减不公平性对决策结果的影响.
特别地,对于任意的 j = 1, 2, · · · , n,若 si = sj ,则
w1 = w2 = · · · = wn.
由定义 10可知,当参数取不同的值时,可得到

GDULOWA的某些特殊形式:
1)λ = 1,则GDULOWA退化为依赖型不平衡语

言有序加权平均(DULOWA)算子;
2)λ = 2,则可得到依赖型不平衡语言有序加权

平方平均(DULOWQA)算子;
3)λ → 0,则GDULOWA退化为依赖型不平衡语

言有序加权几何平均(DULOWGA)算子;
4)λ = −1,则得到依赖型不平衡语言有序加权

调和平均(DULOWHA)算子.
特别地,当态度参数λ → −∞时,集结结果趋向

于最小的语言术语s1;当λ → +∞时,集结结果趋向
于最大语言术语sn.从管理学的角度,λ变化的意义
表现为决策者偏好态度的变化对方案综合评价值的

影响程度.若决策者较为乐观,则可取较大的态度参
数;若决策者较为悲观,则取较小的态度参数.在同一
决策过程中,对于不同的方案赋予不同的态度参数,
会使得该方案的综合评价值偏高或偏低.为了保证
决策的公平性和合理性,在同一个决策过程中,对于
不同的评价方案通常采用相同的态度参数λ.

GDULOWA算子具有置换不变性、幂等性、有界
性如下.
性质2 (置换不变性) 设S是不平衡的语言术语

集, si ∈ S(i = 1, 2, · · · , n),若 (s′1, s
′
2, · · · , s′n)是 (s1,

s2, · · · , sn)的任意一组置换,则 GDULOWAλ(s
′
1, s

′
2,
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· · · , s′n) = GDULOWAλ(s1, s2, · · · , sn), GDULOWA
是一个净算子.
证明

GDULOWAλ(s
′
1, s

′
2, · · · , s′n) =

LH−1
(
∆
( n∑

j=1

wj(∆
−1(TFt

tH
(LH(sσ(j), 0))))

λ
) 1

λ
)
=

LH−1
(
∆
( n∑

j=1

Sim((sσ(j), 0), (s̄, ᾱ))
n∑

j=1

Sim((sσ(j), 0), (s̄, ᾱ))

·

(∆−1(TFt
tH
(LH(sσ(j), 0)))

λ
) 1

λ
)
=

LH−1
(
∆
( n∑

j=1

Sim((sj , 0), (s̄, ᾱ))
n∑

j=1

Sim((sj , 0), (s̄, ᾱ))

·

(∆−1(TFt
tH
(LH(sj , 0))))

λ
) 1

λ
)
=

GDULOWAλ(s1, s2, · · · , sn). 2
性质 3 (幂等性) 设 S是不平衡的语言术语

集, si ∈ S(i = 1, 2, · · · , n).若∀j = 1, 2, · · · , n, sj = s

都成立,则GDULOWAλ(s1, s2, · · · , sn) = s,即幂等
性成立.
证明 注意到,若∀j = 1, 2, · · · , n, sj = s都成

立,则w1 = w2 = · · · = wn =
1

n
,代入式 (7)结论成

立. 2
性质 4 (有界性) 设S是不平衡的语言术语集,

si ∈ S(i = 1, 2, · · ·, n),则min((s1, 0), (s2, 0), · · ·, (sn,
0)) ⩽ GDULOWAλ(s1, s2, · · · , sn) ⩽ max((s1, 0),
(s2, 0), · · · , (sn, 0)).
证明 设min(s1, s2, · · · , sn) = s∗, max(s1, s2,

· · · , sn) = s∗,则 GDULOWAλ(s1, s2, · · · , sn) =

LH−1
(
∆
( n∑

j=1

wj(∆
−1(TFt

tH
(LH(sσ(j), 0))))

λ
) 1

λ
)
⩾

LH−1
(
∆
( n∑

j=1

wj(∆
−1(TFt

tH
(LH(s∗, 0))))

λ
) 1

λ
)

=

(s∗, 0).
同理可证GDULOWAλ(s1, s2, · · · , sn) ⩽ (s∗,

0). 2
基于正态分布的思想,提出另一种确定广义依赖

型有序加权不平衡语言权重的方法:

wj =

√
2πσ̄e−

d2((sσ(j),0),(s̄,ᾱ))

2σ̄2

n∑
j=1

√
2πσ̄e−

d2((sσ(j),0),(s̄,ᾱ))

2σ̄2

=

e−
d2((sσ(j),0),(s̄,ᾱ))

2σ̄2

n∑
j=1

e−
d2((sσ(j),0),(s̄,ᾱ))

2σ̄2

, (9)

其中 σ̄是这组不平衡语言变量的方差,

σ̄ =

√
1

n
d2
(
(sσ(j), 0)(s̄, ᾱ)

)
. (10)

基于正态分布的广义依赖型不平衡语言有序加

权平均算子为

GDULOWAλ(s1, s2, · · · , sn) =

LH−1
(
∆
( n∑

j=1

e−
d2((sσ(j),0),(s̄,ᾱ))

2σ̄2

n∑
j=1

e−
d2((sσ(j),0),(s̄,ᾱ))

2σ̄2

(∆−1(TFt
tH

(LH(sσ(j), 0))))
λ
) 1

λ
)
. (11)

显然,式(11)也是一个净算子.
下面通过一个实例说明两种赋权方法的不同.
例5 假设有4个专家dj(j = 1, 2, 3, 4),现对某

一部门的研发能力进行评估,不平衡的语言术语集为
S = {N,L,M,AH,H,QH,VH,AT, T},评估结果如
下:
由式 (4)和 (10)计算出这组语言变量的均值和方

差分别为(s̄, ᾱ) = (AH,−0.25), σ̄ = 1.658 3.
由式 (7)可得权重向量为w = (0.250 0, 0.194 4,

0.305 6, 0.250 0)T,由式(8),取λ = 1,有
GDULOWA1(M,H,AH,M) = (AH,−0.306 5).

或由式(9)可得权重向量为w = (0.250 0, 0.123 2,

0.366 8, 0.250 0)T,由式(10),取λ = 1,有
GDULOWA1(M,H,AH,M) = (AH,−0.386 75).

由上例可见,两种确定权重方法的核心思想是:
评价值离均值越远权重越小,反之则越大,借此减轻
不公平或错误的评价信息对决策结果的影响.通过
两种方法的对比分析可知,前者的计算更简单,而后
者对接近均值的评价值赋予了更大的权重,对于远离
均值的评价值赋予了更小的权重.

3 加权广义依赖型不平衡语言有序加权平

均(WGDULOWA)算子
式 (7)和 (9)确定的权重仅根据每个语言变量和

其算术平均值之间的距离,然而在多属性决策中,属
性的重要性程度应单独考虑在内,即赋予不同属性不
同的主观权重.基于这种想法,提出了加权广义依赖
型不平衡语言有序加权平均算子.
下面定义广义依赖型不平衡语言有序加权平均

算子.
定义 11 设 S是不平衡的语言术语集, si ∈

S(i = 1, 2, · · · , n), sσ(j)是 s中第 j大的语言变量,
σ(1), σ(1), · · · , σ(n)是 1, 2, · · · , n的任意一个置换,
对于任意的j = 2, 3, · · · , n满足sσ(j−1) ⩾ sσ(j). λ ∈
(−∞, 0)

∪
(0,+∞)是态度参数,则称函数
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GDULOWAλ(s1, s2, · · · , sn) =

LH−1
(
∆
( n∑

j=1

uj(∆
−1(TFt

tH
(LH(sσ(j), 0))))

λ
) 1

λ
)

(12)

为加权广义依赖型不平衡语言有序加权平均

(WGDULOWA)算子.其中:V = (v1, v2, · · · , vn)T是

决策者决定的主观权重向量,

uj =
vjSim(sσ(j), 0)(s̄, ᾱ)
n∑

j=1

vjSim(sσ(j), 0)(s̄, ᾱ)

, j = 1, 2, · · · , n,

(13)

满足uj ⩾ 0,

n∑
j=1

uj = 1.

特别地,当v1 = v2 = · · · = vn =
1

n
, j = 1, 2,

· · · , n时, WGDULOWA算子退化为 GDULOWA算
子.

WGDULOWA算子同样具有置换不变性、幂等
性和有界性.

4 广义依赖型不平衡语言有序加权集结算

子的多属性决策方法

设A = {A1, A2, · · · , An}是n个方案构成的方

案集;G = {G1, G2, · · · , Gm}是 m个属性构成的属

性集;W = {w1, w2, · · · , wn}T是与属性相应的权重

向量,满足wj ⩾ 0,

n∑
j=1

wj = 1; γij(γij ∈ S是不平衡

的语言变量)是决策者给出的方案Ai在属性Gj下的

评价值.给出基于广义依赖型不平衡语言有序加权
集结算子的多属性决策方法如下.

Step 1:利用语言层级获得不平衡语言决策变量
γij的标度值.

Step 2:根据式 (7)得到方案Ai在各个属性下的

权重向量Wi = (wi1, wi2, · · · , wim)T, i = 1, 2, · · · , n.
Step 3:集成备选方案的属性决策信息:
1) 广义依赖有序加权平均的情形.由式 (8)

GDULOWA算子得到方案Ai(i = 1, 2, · · · , n)的综合
属性值

(γi, αi) = GDULOWAλ(γi1, γi2, · · · , γim) =

LH−1
(
∆
( m∑

j=1

wj(∆
−1(TFt

tH
(LH(γσ(ij), 0))))

λ
) 1

λ
)
;

2)加权广义依赖有序加权平均的情形.根据式
(11)WGDULOWA算子得到方案Ai(i = 1, 2, · · · , n)
的综合属性值

(γi, αi) = GDULOWAλ(γi1, γi2, · · · , γim) =

LH−1
(
∆
( m∑

j=1

uj(∆
−1(TFt

tH
(LH(γσ(ij), 0))))

λ
) 1

λ
)
.

Step 4:根据 (γi, αi)(i = 1, 2, · · · , n)的值利用不
平衡语言的序关系对方案Ai(i = 1, 2, · · · , n)进行排
序,得到最优方案.

Step 5:调整参数λ的值,重复Step 1∼ Step 4,分析
不同λ值下的排序和最优方案的选取.

5 应用Ѯ例

假设某公司[30]有 4个可能投资的项目Ai(i =

1, 2, 3, 4),通过4个属性Gj(j = 1, 2, 3, 4)来评价投

资项目的优劣.属性G1表示社会环境因素,反映企
业所处的地理位置及周围的交通情况对企业发展

的促进或抑制作用;G2表示技术因素,反映企业技
术水平的先进程度对企业发展的影响;G3表示项目

发展前景因素,反映企业发展潜力的高低;G4表示风

险因素,反映企业对风险的预测和回避能力,对风险
的控制能力和发生风险后的自我修复能力.投资项
目在4个属性下的评价值以不平衡语言变量的形式
给出.专家利用不平衡语言评价标度S = {N,L,M,

AH,H,QH,VH,AT, T} = {极差,低,中等,接近高,
高,很高,非常高,接近极好,极好}给出的不平衡语言
评估矩阵如表1所示,试确定最佳企业.

表 1 不平衡语言信息的决策矩阵

Ai G1 G2 G3 G4

A1 γ11 = L γ12 = AH γ13 = H γ14 = H

A2 γ21 = AH γ22 = H γ23 = QH γ24 = L

A3 γ31 = AH γ32 = L γ33 = AH γ34 = M

A4 γ41 = M γ42 = H γ43 = AH γ44 = M

Step 1:利用语言层级获得不平衡语言的标度
值:N = s50, L = s51, M = s52, AH = s95, H = s96,

QH = s1713, VH = s1714, AT = s1715, T = s1716.
Step 2:根据式(7)确定4个方案的权重:
W1 = (0.318 2, 0.257 6, 0.257 6, 0.166 7)T,

W2 = (0.321 6, 0.268 1, 0.239 1, 0.166 7)T,

W3 = (0.333 3, 0.250 0, 0.250 0, 0.166 7)T,

W4 = (0.305 6, 0.250 0, 0.250 0, 0.194 4)T.

Step 3:取λ = 0.5,利用式 (12)集成决策信息,得
到4个企业的综合评价值分别为
GDULOWA0.5(γ11, γ12, · · · , γ14) = (AH,−0.120 2),
GDULOWA0.5(γ21, γ22, · · · , γ24) = (AH,−0.021 5),
GDULOWA0.5(γ31, γ32, · · · , γ34) = (M, 0.081 2),

GDULOWA0.5(γ41, γ42, · · · , γ44) = (AH,−0.336 3).

Step 4:利用不平衡语言术语变量的大小比较规
则,有

GDULOWA0.5(γ21, γ22, · · · , γ24) ≻
GDULOWA0.5(γ11, γ12, · · · , γ14) ≻
GDULOWA0.5(γ41, γ42, · · · , γ44) ≻
GDULOWA0.5(γ31, γ32, · · · , γ34).
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Step 5:A2 ≻ A1 ≻ A4 ≻ A3,因此最优投资企业
为A2.

Step 6:参数λ取不同值时能得到不同的集结结

果,表2为不同值对应的投资企业的综合属性评价值.

表 2 方案在不同参数λ下的综合属性值和排序

Ai λ = −1 λ = −0.4 λ = −0.2

A1 (M, 0.295 0) (AH,−0.440 2) (AH,−0.360 4)

A2 (M, 0.347 4) (AH,−0.368 6) (AH,−0.282 4)

A3 (M,−0.125 0) (M,−0.051 8) (M,−0.029 3)

A4 (AH,−0.423 7) (AH,−0.389 9) (AH,−0.378 3)

排序 A4 ≻ A2 ≻ A2 ≻ A4 ≻ A2 ≻ A1 ≻
结果 A1 ≻ A3 A1 ≻ A3 A4 ≻ A3

Ai λ = −0.1 λ = 0.5 λ = 100

A1 (AH,−0.322 3) (AH,−0.120 2) (H,−0.039 7)

A2 (AH,−0.241 2) (AH,−0.021 5) (H, 0.407 7)

A3 (M,−0.018 5) (M,−0.082 1) (AH,−0.345 5)

A4 (AH,−0.372 4) (AH,−0.336 3) (H,−0.097 5)

排序 A2 ≻ A1 ≻ A2 ≻ A1 ≻ A2 ≻ A1 ≻
结果 A4 ≻ A3 A4 ≻ A3 A4 ≻ A3

由表2可知,随着λ的增大,各方案的综合评价值
也随之增大.在实际决策中,对于喜爱的方案,决策者
会赋予较大的λ值;反之,则赋予较小的λ值.

Step 7:为了分析不同λ值对于综合属性值的影

响,分别取λ = −100,−99, · · · , 100,这些参数值均由
决策者决定,得到各个方案相应的综合属性值下标 ι

和综合属性值,如图3所示.

X
1

X
2

X
3

X
4

-100 1000
4

7

10

13

λ

ι

图 3 λ不同时4个方案的综合属性值

由图3可知,随着λ的增大,各个方案的综合评价
值也随之增大,根据文献 [29]不平衡语言变量的排序
结果如下:

1) 当λ < −0.453 0时, 4个投资企业的排序为
A4 ≻ A2 ≻ A1 ≻ A3,最优方案为A4;

2)当−0.453 0 ⩽ λ < −0.252 0时, 4个投资企业
的排序为A2 ≻ A4 ≻ A1 ≻ A3,最优方案为A2;

3) 当λ ⩾ −0.252 0时, 4个投资企业的排序为
A2 ≻ A1 ≻ A4 ≻ A3,最优方案为A2.

6 比较分析

6.1 与基于2TLBA算子的多属性群决策问题的
比较

Liu等[24]提出了基于二元语义Bonferroni平均
(2TLBA)算子的多属性群决策方法.为了说明本文所

提方法的优越性,利用文献 [24]中的方法解决上述投
资项目决策问题.

Step 1:利用语言层级获得不平衡语言的标度
值:N = s50, L = s51,M = s52,AH = s95,H =

s96,QH = s1713,VH = s1714,AT = s1715, T = s1716.
Step 2:由熵权法得到权重向量
W = (0.152 9, 0.331 2, 0.312 1, 0.203 8)T.

Step 3:取 p = q = 1,利用不平衡语言加权
Bonferroni平均(ULWBA)算子集成决策信息,有
ULWBA(s1, s2, · · · , sn) =

LH−1
(
∆
[ 1

n(n− 1)

( n∑
j=1

wj(∆
−1(TFt

tH
(LH(si, 0))))

)
·

( ∑
j=1,j ̸=i

u
(i)
j (∆−1(TFt

tH
(LH(si, 0))))

)] 1
2
)
.

其中u
(i)
j =

wj

1− wi
, j = 1, 2, · · · , n, j ̸= i.得到4个

企业的综合评价值分别为

2TLWBA(γ11, γ12, · · · , γ14) = (L,−0.116 2),
2TLWBA(γ21, γ22, · · · , γ24) = (L,−0.076 6),
2TLWBA(γ31, γ32, · · · , γ34) = (L,−0.267 2),
2TLWBA(γ41, γ42, · · · , γ44) = (L,−0.085 5).

Step 4:由不平衡语言术语变量的大小比较规
则,得到2TLWBA(γ21, γ22, · · ·, γ24)≻ 2TLWBA(γ41,

γ42, · · · , γ44) ≻ 2TLWBA(γ11, γ12, · · · , γ14) ≻
2TLWBA(γ31, γ32, · · · , γ34).

Step 5:A2 ≻ A4 ≻ A1 ≻ A3,因此最优投资企业
为A2.
文献 [24]与本文所提方法的排序结果略有不同,

前者A4 ≻ A1,而本文A1 ≻ A4.最佳投资项目均为
A2,最差投资项目均为A3,因而有着相同的决策.与
文献[24]相比,本文的主要优势如下:

1)本文采用依赖型的权重,通过对有偏见或错误
的评价赋予较小的权重,减弱了不公平性的影响,得
到了较合理的决策结果.在现实生活中,不同专家在
决策过程中发挥着不同的作用.专家作决策时,往往
带有很强的主观偏好,对于自己偏好的方案,给出过
高的评价,对于厌恶的方案会给出过低的评价.为了
削弱这种带有偏见的评价对决策结果的影响,本文先
求得依赖型的权重,再借助GDULOWA算子集结单
个评价值,最后得到综合评价值.文献 [24]仅仅考虑
了集成信息两两之间的相互关系,无法降低不公平性
的影响,因而本文的方法更加合理.

2)本文可以处理决策信息是语言变量、二元语
义以及不平衡语言的情形,而文献 [24]仅适用于语言
变量和二元语义语言信息的决策问题,故本文的方法
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具有更广的适用性.

6.2 与基于OWG算子的多属性群决策问题的比较

文献 [30]采用Yager提出的模糊语义量化算子
确定算子的权重,利用不平衡语言有序加权几何平均
(OWG)算子集结评价信息,最后得到的项目排序为
A2 = A1 ≻ A4 ≻ A3.本文结合依赖型权重,通过
文献 [30]的方法得到的方案排序为A2 ≻ A1 ≻ A4 ≻
A3.相比文献[30],本文所提方法的优势如下:

1)本文方法通过给予有偏见的评价较小的权重,
减弱了不公平性评价对决策结果的影响,相比文献
[30]的方法更加合理.

2)文献 [30]的排序结果表明A1和A2同为最优

方案,本文方法区分出方案A1与A2的优劣,得到最
佳方案为A2.下面从两个方面说明本文结果的合理
性.首先对文献 [30]的结果进行仿真分析,得到 4个
方案的综合评价值随参数λ变动的仿真图像.选取
λ ∈ [−0.1, 0.1]且 λ ̸= 0,以 0.000 1为步长,利用
Matlab软件得到4个方案的综合属性值下标 ι随参数

λ的变动曲线,如图4所示.

X
1

X
2

X
3

X
4

-0.1 0.10
7.8

8.8

9.8

λ

ι

图 4 4个方案的属性值随参数λ的变动曲线

由图4可知,当λ(λ ̸= 0)在−0.1到0.1之间变动
时, 4个投资企业的排序为A2 ≻ A1 ≻ A4 ≻ A3.企
业2为最优投资企业,与文献 [30]的排序大致相同,说
明了当λ在0附近变动时,A2仍为最优方案,表明了
本文所提的不平衡语言广义有序加权平均算子的有

效性.因此对文献 [30]中的不平衡语言有序加权几
何平均算子进行推广是有必要的,这也是本文提出
不平衡语言广义有序加权平均算子的原因.此外,文
献 [30]中的不平衡语言的有序加权几何平均算子是
本文λ → 0时不平衡语言广义有序加权平均算子

的特殊情形.其中态度参数λ由决策者主观决定,为
了保证决策的公平性和合理性,在实际的决策过程
中,对于不同的评价方案通常采用同一个态度参数
λ.其次,根据文献 [29]不平衡语言变量的排序可知,
方案2各属性下的评价值均优于方案1的属性值,即
γ11 ≺ γ21, γ12 ≺ γ22, γ13 ≺ γ23, γ14 ≺ γ24,因而方案
2优于方案1,更为合理,即A2 ≻ A1.综上可知本文结

果更合理.
3)本文提出的广义依赖型不平衡语言有序加权

平均算子和加权广义依赖型不平衡语言有序加权平

均算子增加了考虑决策者偏好态度的决策变量λ,文
献 [30]即为本文λ → 0时的特殊情形.因而本文方法
具有更广的适用性.

7 结 论

本文首先将不平衡的语言术语集和依赖型有序

加权平均算子相结合,提出了两类新的算子——广义
依赖型不平衡语言有序加权平均算子和加权广义依

赖型不平衡语言有序加权平均算子,并讨论了它们的
优良性质.与该类算子相关联的权重向量取决于被
集结的不平衡语言变量和决策者,通过对有偏见的评
价赋予较小的权重,削弱了不公平性对评价结果的影
响.其次,将它们用于属性值为不平衡语言的多属性
决策中,分析了决策者态度参数的变化对决策结果的
影响.最后,通过与其他方法的比较分析,表明了所提
算子的有效性.该方法不仅计算简单,能充分利用评
价信息,而且能减轻因决策者主观因素所造成的不公
平性的影响,使得决策结果更加合理,具有较高的实
用价值.
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