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非线性系统的模糊混合H2/H∞采样控制
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摘 要: 针对一类非线性系统,提出模糊混合H2/H∞采样控制方案.应用T-S模糊系统表征非线性系统,控制器是
零阶保持采样信号.采用输入时延方法,闭环系统转换成连续时延系统.应用Lyapunov-Krasovskii函数和Leibniz-
Newton公式,由线性矩阵不等式给出模糊采样控制器存在的一个新充分性条件.所提出的模糊采样控制方案在
确保系统稳定意义下取得了期望的H2/H∞性能.通过卡车拖车系统实验验证了采样控制设计方案的可行性和有
效性.
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Fuzzy mixed H2/H∞ sampled-data control for nonlinear systems
DU Zhen-bin1†, HU Shou-song2

(1. School of Computer Science and Control Engineering，Yantai University，Yantai 264005，China；2. College of
Automation Engineering，Nanjing University of Aeronautics and Astronautics，Nanjing 210016，China)

Abstract: A fuzzy mixed H2 /H∞ sampled-data control scheme is proposed for nonlinear systems. A Takagi-Sugeno
(T-S) fuzzy system is used to approximate a nonlinear system and the control input is a sampled-data signal implemented
by a zero-order holder. By using the input delay approach, the closed-loop system can be converted to be a continuous
delay system. By using the Lyapunov-Krasovskii functional with Leibniz-Newton formula, a new sufficient condition
for the existence of fuzzy sampled-data controller is given in terms of linear matrix inequalities(LMIs). The proposed
fuzzy sampled-data control scheme achieves the anticipant H2/H∞ performance in the sense that the system stability
is guaranteed. A computer simulated truck-trailer system is given to illustrate the effectiveness and feasibility of the
sampled-data control design.
Keywords: T-S fuzzy system；sampled-data control；nonlinear systems；H2/H∞ control

0 引 言

模糊控制方法是一种处理非线性的系统控制方

法理论,应用T-S模糊模型将非线性系统表征为一些
简单线性子系统的加权和形式[1].该模型为非线性系
统提供了一种固定结构,并且极大地方便了控制系统
的分析和综合.因此,过去的十几年T-S模糊模型引
起了学者的广泛关注,许多重要成果也被报道.
在工程实践中,计算机通常作为数字控制器控

制连续被控系统.数字计算机对连续测量信号进行
采样和量化生成离散信号,然后采用零阶保持产生
离散控制信号,因此在连续时间框架下包含连续时
间信号和离散时间信号的控制系统称为采样控制系

统.到目前为止,已有大量文献研究了模糊采样控制

系统的分析和综合[2-9],所研究的控制问题包括稳定
性分析问题[2]、镇定问题[3]、H∞控制问题

[4-5]、H2保

值控制问题[6-7]、跟踪控制问题[8]、滤波问题[9]等.
H∞控制研究系统的抗干扰能力,所设计的控制

器要使调节误差和外部扰动的抑制系数衰减到给定

最低水平. H2控制是最优控制,所设计的控制器要
使关于系统状态和系统输入的代价函数极小.通常,
在H∞控制或H2控制中,仅能实现单一控制性能.在
控制系统设计中,如果控制系统同时满足H∞性能

和H2性能,则系统整体性能会得到极大的改善.因
此,在工程实践中,为了取得满意的系统性能,混合
H2/H∞控制更加具有吸引力,因为它融合了H∞控

制和H2控制的优点;另一方面,模糊采样H∞控制和
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模糊采样H2控制被分别讨论,其中线性矩阵不等式
的维数庞大,从而导致保守性的结果.因此,设计一个
更加简单、容易实现、有着更大采样间隔的模糊采样

控制器成为广受关注的问题,特别是对于工程系统.
鉴于此,本文研究了一类非线性系统的模糊混合

H2/H∞采样控制问题.应用T-S模糊系统表征非线
性系统,控制器为零阶保持采样信号.采用输入时延
方法和Lyapunov-Krasovskii稳定性理论,由线性矩阵
不等式给出的稳定性条件确保了系统的稳定性.基
于所提出的模糊混合H2/H∞采样控制器,不仅实现
了次优的H2控制性能,而且H∞控制性能的抑制系

数也衰减到了给定的水平.最后,通过卡车拖车系统
实验,表明了采样控制设计方案的可行性和有效性.

1 问题᧿䘠

考虑如下由T-S模糊系统表征的非线性动态系
统：

R(i) : if ξ1(t) is Mi1, · · · , ξp(t) is Mip;

then ẋ(t) = Aix(t) +Biu(t) + ω(t),

i = 1, 2, · · · , L. (1)

其中:x(t)为系统状态向量;u(t) ∈ Rm为控制输入向

量;ω(t)为外部扰动;矩阵Ai, Bi为定常适维矩阵;L
是规则数;Mij为模糊集; ξ1, ξ2, · · · , ξp

为可量测的模

糊规则的前件变量.
对局部模型(1)加权得到全局系统为

ẋ(t) =

L∑
i=1

λi(ξ(t))[Aix(t) +Biu(t) + ω(t)]. (2)

其中

λi(ξ(t)) =
βi(ξ(t))

L∑
i=1

βi(ξ(t))

,

βi(ξ(t)) =

p∏
j=1

Mij(ξj(t)),

Mij(·)为隶属度函数, ξ(t) = [ξ
1

ξ
1

· · · ξ
p
]T.假

定对于任意的 ξ(t),有βi(ξ(t)) ⩾ 0, i = 1, 2, · · · , L,
L∑

i=1

βi(ξ(t)) > 0,则对于任意的 ξ(t),有λi(ξ(t)) ⩾ 0,

i = 1, 2, · · · , L,
L∑

i=1

λi(ξ(t)) = 1.

采样控制输入为如下输入时延控制:

u(t) = u(tk) = u(t− (t− tk)) = u(t− τ(t)).

其中:u为零阶保持控制信号, tk ⩽ t ⩽ tk+1, τ(t) =

t − tk,时变时延τ(t)是分段连续线性的, 0 ⩽ τ(t) =

t−tk, τ̇(t)=1(t ̸= tk).采样时刻tk满足0 < t1 < t2 <

· · · < tk < · · · ,采样间隔 tk+1 − tk = hk的上界为h,
即τ(t) ⩽ tk+1 − tk = hk ⩽ h.
针对模糊系统(1),设计如下采样控制器：

R(i) : if ξ1(t) is Mi1, · · · , ξp(t) is Mip;

then u(t) = Kix(tk), i = 1, 2, · · · , L. (3)

其中Ki为待定反馈增益.对式 (3)加权得到总的采样
控制器为

u(t) =

L∑
i=1

λi(ξ(tk))Kix(tk). (4)

采用输入时延方法,将状态反馈控制器 (4)改写
为

u(t) =

L∑
i=1

λi(ξ(tk))Kix(t− τ(t)). (5)

将式(5)代入(2),得到模糊闭环系统

ẋ(t) =

L∑
i=1

L∑
j=1

λi(ξ(t))λj(ξ(tk))[Aix(t)+

BiKjx(t− τ(t)) + ω(t)]. (6)

考虑如下H∞性能：w ∞

0
xT(t)Q1x(t)dt ⩽ ρ2

w ∞

0
ωT(t)ω(t)dt. (7)

其中: ρ为给定的抑制水平,Q1 > 0根据设计预先给

定.
考虑如下H2性能：

J =
w ∞

0
(xT(t)Q2x(t) + uT(t)Ru(t))dt, (8)

其中Q2 > 0和R > 0根据设计预先给定.
设计模糊采样状态反馈控制器使得闭环系统 (6)

满足混合H2/H∞性能,即系统(6)在H∞性能(7)约束
下最小化H2性能(8).
引理1 [10] 对于任意的对称正定常矩阵M ∈

Rn×n,标量r1, r2满足r1 ⩽ r2,向量函数ϖ : [r1, r2]

→ Rn,则有如下积分不等式成立:(w r2

r1
ϖ(s)ds

)T
M

(w r2

r1
ϖ(s)ds

)
⩽

(r2 − r1)
w r2

r1
ϖT(s)Mϖ(s)ds.

注1 当前模糊采样控制技术分为两类:一类是
输入时延方法,另一类是离散化方法.输入时延方法
将采样控制器转化为时延控制器,然后解决输入时
延问题.离散化方法将连续模型离散化,然后解决离
散时间闭环系统的稳定性问题.本文采用输入时延方
法.

2 模糊混合H2/H∞采样控制

本节将设计模糊采样控制器 (5),使得闭环系统
(6)稳定并满足混合H2/H∞性能 (7)和 (8),设计过程
如下:首先,分别讨论H∞模糊采样控制设计和H2模
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糊采样控制设计;然后,由线性矩阵不等式给出模糊
混合H2/H∞采样控制的设计方法.

2.1 模糊H∞采样控制

本节讨论T-S模糊系统的H∞采样控制,给出闭
环系统(6)稳定并满足H∞性能(7)的充分性条件.
定理1 对于给定的矩阵Q1 > 0,标量ρ > 0,

h > 0,µ > 0,如果存在矩阵P > 0,R1 > 0,R2 > 0,
使得如下线性矩阵不等式对于 i, j = 1, 2, · · · , L成
立:

Ξij =



Ξij11 Ξij12 Ξij13 Ξij14 0

∗ Ξij22 0 0 0

∗ ∗ Ξij33 Ξij34 0

∗ ∗ ∗ Ξij44 0

∗ ∗ ∗ ∗ Ξij55


< 0. (9)

其中

Ξij11 = AiP + PAT
i +R1 −R2 +

1

ρ2
I,

Ξij12 = P , Ξij13 = BiKj +R2,

Ξij14 = µPAT
i , Ξij22 = − 1

1+µ
Q−1

1 ,

Ξij33 = −R2, Ξij34 = µK
T
j B

T
i ,

Ξij44 = −2µP + h2R2 +
µ

ρ2
I, Ξij55 = −R1.

则存在采样控制器 (4)使得闭环系统 (6)有界稳定,且
满足H∞性能 (7).反馈增益Kj = KjP

−1
(j = 1, 2,

· · · , L).
证明 构造如下Lyapunov-Krasovskii函数:

V (xt) = V1(x) + V2(xt) + V3(xt).

其中

V1(x) = xT(t)Px(t),

V2(xt) =
w t

t−h
xT(s)R1x(s)ds,

V3(xt) = h
w 0

−h

w t

+θ
ẋT(s)R2ẋ(s)dsdθ,

P > 0, R1 > 0, R2 > 0.

对V (xt)求导数可得证. 2
注2 采用H∞性能 (7)消除模糊系统 (2)中扰动

ω(t)的影响,对于一个控制系统的整体性能而言是不
够的,因此H2控制更加具有吸引力,下一步, 将考虑
H2采样控制方案.

2.2 模糊H2采样控制

本节给出T-S模糊系统的H2采样控制,并极小
化H2性能(8)的上界.
定理2 对于给定的矩阵Q2 > 0,R > 0,标量

h > 0,µ > 0,如果存在矩阵P > 0,R1 > 0,R2 > 0使

得如下线性矩阵不等式对于i, j = 1, 2, · · · , L成立:

Σij =

Σij11 Σij12 Σij13 0 Σij15 0

∗ Σij22 0 0 0 0

∗ ∗ Σij33 Σij34 Σij35 0

∗ ∗ ∗ Σij44 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ Σij55 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Σij66


< 0. (10)

其中

Σij11 = AiP + PAT
i +R1 −R2,

Σij12 = P , Σij13 = BiK̄j +R2,

Σij15 = µPAT
i , Σij22 = −Q−1

2 ,

Σij33 = −R2, Σij34 = K
T
j , Σij44 = −R−1,

Σij55 = −2µP+h2R2, Σij66 = −R1.

则存在采样控制器 (4)使得无扰动闭环系统 (6)渐近
稳定,且满足H2性能 (8).反馈增益Kj = KjP

−1
(j =

1, 2, · · · , L).
证明 构造如2.1节中的Lyapunov-Krasovskii函

数,对其求导数可证得定理2. 2
2.3 模糊H2/H∞采样控制

定理3 假定对于给定的矩阵Q1 > 0,Q2 > 0,
R > 0,标量ρ > 0,h > 0,µ > 0,如果存在矩阵 P >

0, R1 > 0, R2 > 0,Kj(j = 1, 2, · · · , L),使得不等式
(9)和 (10)成立,则存在采样控制器 (4)使得闭环系统
(6)稳定,且同时满足H2/H∞性能 (7)和 (8).反馈增益
Kj = KjP

−1
(j = 1, 2, · · · , L).

证明 综合第2.1节和第2.2节的分析过程可得
证. 2

T-S模糊系统混合H2/H∞的采样控制问题概括

为如下优化问题：

min
P

xT(0)P̄−1x(0);

s.t. P > 0, R1 > 0, R2 > 0,式(9)和(10). (11)

进一步,此优化问题等价于如下次优控制问题:

min
P

Trace(U);

s.t.式(11),

[
U I

∗ P̄

]
> 0. (12)

设计步骤总结如下.
Step 1:选择对系统 (1)建模的隶属度函数和模糊

规则.
Step 2:给定抑制水平ρ > 0,采样间隔上界h > 0,

标量µ > 0.根据设计目的选择权重矩阵Q1 > 0,
Q2 > 0,R > 0.
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Step 3:求解不等式 (9)和 (10),得到 Kj(j = 1, 2,

· · · , L)和P ,进而得到反馈增益Kj = KjP
−1

(j =

1, 2, · · · , L).
Step 4:减小 ρ,增加 h,重复 Step 3直到Kj(j =

1, 2, · · · , L)和P无解.
Step 5:构建模糊采样控制器(4).
注3 采用H∞控制

[4]、H2控制
[7]、定理1和定

理 2的方法,表 1给出了线性矩阵不等式的维数对
比结果.其中:系统状态x(t) ∈ Rn,控制输入u(t) ∈
Rm.表1表明,所提出方法极大地约简了线性矩阵不
等式的维数,从而改进了系统性能.

表 1 线性矩陈不等式维数对比

维数 H∞控制 定理1 H2控制 定理 2

n = 2,m = 1 20 10 19 11

n = 3,m = 1 30 15 28 16

n = 4,m = 1 40 20 37 21

3 实验算ֻ

为验证本文提出的模糊混合H2/H∞采样控制

方案的可行性和有效性,给出卡车拖车系统的实验结
果.
算ֻ 1 考虑如下卡车拖车系统[11]:

ẋ1(t) = − vt

Lt0
x1(t) +

vt

lt0
u(t) + ω(t),

ẋ2(t) =
vt̄

Lt0
x1(t),

ẋ3(t) =
vt̄

Lt0
sin(x2(t) + (vt̄/2L)x1(t)). (13)

其中:x(t) = [x1(t) x2(t) x3(t)]
T,x1(t)和x2(t)为角

度,x3(t)为位移,外部扰动ω(t)不确定有界,且有

l = 2.8, L = 5.5, v = −1.0, t̄ = 2.0,

t0 = 0.5, x1(t) ∈ [−π/2,π/2], ẋ1(t) ∈ [−3, 3],

ẋ1(t) ∈ [−3, 3], x2(t) ∈ [−π/2,π/2], ẋ2(t)[−2, 2],

[x1(0) x2(0) x3(0)] = [1.5 − 2 5].

应用两规则的模糊T-S系统表征非线性卡车拖
车系统.
规则 1 如果θ(t) = x2(t)+(vt̄/2L)x1(t)为0,则

ẋ(t) = A1x(t) +B1u(t) + w(t). (14)

规则 2 如果θ(t) = x2(t)+(vt̄/2L)x1(t)为π或

−π,则

ẋ(t) = A2x(t) +B2u(t) + w(t). (15)

其中

A1 =


− vt̄

Lt0
0 0

vt̄

Lt0
0 0

v2t̄2

2Lt0

vt̄

t0
0

 , A2 =


− vt̄

Lt0
0 0

vt̄

Lt0
0 0

dv2t̄2

2Lt0

dvt̄

t0
0

 ,

B1 = B2 =


vt̄

lt0
0

0

 , ω(t) =


(t)

0

0

 , d = 10t0/π.

隶属度函数为

λ1(θ(t)) =
(
1− 1

1 + exp(−3(θ(t)− 0.5π))

)
×( 1

1 + exp(−3(θ(t) + 0.5π))

)
,

λ2(θ(t)) = 1− λ1(θ(t)).

设计如下两规则模糊采样控制器确保系统稳定

性并满足H2/H∞性能:

u(t) =

2∑
i=1

λi(θ(tk))Kix(tk).

当h = 0.31时,由定理3可得最小抑制水平ρ =

0.000 8.设计参数为h = 0.31, ρ = 0.000 8,µ = 0.5.
基于定理3,得到反馈增益

K1 = [1.437 3 − 0.502 9 0.014 8],

K2 = [1.437 3 − 0.502 9 0.014 8].

应用采样控制器控制卡车拖车系统得到状态响

应x1, x2, x3和控制输入u的实验结果如图1 ∼图4所
示.图1∼图3证实了系统稳定性,图4表明了控制器
采样特性.
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图 1 状态响应x1
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图 2 状态响应x2
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图 3 状态响应x3
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图 4 控制输入u

由图1∼图4可见,采用H∞控制方案中的约束条

件,最小抑制水平ρ = 0.000 8是不可行的,从而表明
所提出的H2 /H∞混合采样控制方案优于已存在的

H∞控制方法.
当ρ = 0.218时,定理3给出了最大采样间隔h =

1.001.采用H2控制方案中的约束条件,最大采样间
隔h = 1.001是无效的,从而表明所提出的H2 /H∞

混合采样控制方案优于已存在的H2控制方法.
综上,实验结果表明本文所提出的采样控制设计

优于已存在的设计工作.

4 结 论

本文讨论了非线性系统的模糊混合H2/H∞采

样控制问题.由线性矩阵不等式给出系统稳定的充分
性条件,以此为基础设计模糊混合H2/H∞采样控制

器,使得系统在H∞性能约束下最小化H2性能.通过
卡车拖车系统实验结果验证了采样控制设计方案的

可行性和有效性.该方法推广到时延系统是下一步
的研究方向.
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