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具有1 +N节点的多重边赋权驱动响应

复杂网络复域函数投影同步

韩 敏†, 张雅美
(大连理工大学电子信息与电气工程学部，辽宁大连 116023)

摘 要: 针对复数域上具有1 +N节点的多重边赋权驱动响应复杂网络的函数投影同步问题,提出一种简单有效
的控制方法.首先,构建1 +N多重边赋权驱动响应复杂网络模型,网络节点为复混沌系统;然后,定义同步尺度函
数为复变量,设计混合反馈控制器,并构造相应的正定函数,利用李雅普诺夫稳定性定理和线性矩阵不等式变换给
出同步的充分条件.仿真结果验证了所提出方法的有效性,同时揭示了网络节点重边数对同步速度的影响.
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Complex function projective synchronization in drive-response complex
networks with 1+N nodes and multi-links
HAN Min†, ZHANG Ya-mei

(Faculty of Electronic Information and Electrical Engineering，Dalian University of Technology，Dalian 116023，China)

Abstract: To deal with the problem of complex function projective synchronization in drive-response dynamical networks
with 1+N nodes and multi-links in complex domain, an effective control scheme is proposed. Firstly, a more general drive-
response complex network model is constructed by introducing 1 +N nodes and multi-links. Then, the synchronization
scheme is defined by making the scalar function a complex variable. Hybrid feedback controllers are designed and the
corresponding positive definite function is constructed. Based on the Lyapunov stability theory and the linear matrix
inequality, the sufficient condition of synchronization is given. Finally, the simulation results show the effectiveness of
the synchronized methods, and the remarkable influences of multi-links on the synchronization speed are also revealed.
Keywords: multi-links；complex networks；complex function projective synchronization

0 引 䀰

复杂网络同步[1-2]指的是,在不同初始条件下,各
种演化的复杂网络[3-4]的节点状态逐渐接近或以一

定的关系接近.现有的同步研究多局限于实域,但在
现实生活中,很多真实的系统需要利用复数变量进行
描述.复域系统在物理学的众多研究分支中发挥了重
要作用,尤其是在混沌通讯研究领域,复变量增加了
所传输信息的内容,并增强了信息的安全性[5].因此,
近年来复混沌系统的特性及其同步研究引起了人们

的极大关注. Mahmoud等[6]研究了复混沌 chen和复
混沌Lü系统的同步问题; Wu等[7]利用自适应反馈和

间歇控制实现了具有复混沌系统节点的复杂网络的

同步.

在现有的同步类型中,投影同步备受关注[8].通
过引入尺度因子,实现同步状态间的比例关系,应用
于保密通信中可增强信息的安全性.在现有的复混
沌系统投影同步的研究中,研究人员大多没有考虑到
尺度因子为复数的情况.同步的网络系统只能实现
模值的同步,不能体现角度的关系.而当尺度因子为
复变函数时,称该种同步方式为复域函数投影同步,
同步系统同时实现模值及相角关系同步,进一步增强
了信息的安全性,实现了同步类型的扩展.

上述研究中,主要是关于简单图的复杂网络同
步,对于多重边复杂网络同步的研究工作很少.文献
[9]根据网络边耦合时滞的不同,将多重边网络拆分
成多个子网络进行同步研究,但只针对了一个网络内
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的节点同步问题.时滞是影响动力学行为的重要特
性,通常由有限的信号传输和记忆效应所引起[10].按
照耦合时滞不同进行拆分的多重边复杂网络模型涵

盖了现有的具有单一或多个耦合时滞的模型,更具一
般性. 1 +N节点网络最早在文献[11]中被提出,指的
是驱动网络为一个节点,响应网络为N个节点,表示
多个响应系统不仅会受到驱动系统的影响还会通过

耦合相互作用.本文建立具有1 +N节点的多重边赋

权驱动响应复杂网络模型,在复数域上研究了该网络
模型的函数投影同步问题.

注1 对于复(实)矩阵M ,M s = MT + M̄ .

1 网络模型与预备条件

考虑具有1 + N个节点的多重边赋权驱动响应

复杂网络模型
ẋ(t) = M(z(t))x(t),

ż(t) = f(x(t), z(t)),

ẏi(t) = M(z(t))yi(t) +
m−1∑
l=0

N∑
j=1

cla
l
ijHlyj(t−

τl(t)) + ui(t), i = 1, 2, · · · , N. (1)

其中:x(t) = (x1(t), x2(t), · · · , xn(t))
T ∈ Cn是

驱动节点的状态向量;yi(t) = (yi1(t), yi2(t), · · · ,
yin(t))

T ∈ Cn是响应网络中第 i个节点的状态向

量; f : Rn → Rn是一个非线性光滑函数;驱动系
统和响应网络通过变量z(t)连接,根据响应网络中耦
合时滞的特性,该网络可分为m个子网络; cl > 0是

第 l个子网络的耦合强度, τl(t) ⩾ 0是第 l个子网络的

时变耦合时滞;Hl是第 l个子网络各个节点状态变量

之间的内部耦合矩阵;Al = (al
ij
) ∈ RN×N是第 l个

子网络的外部耦合矩阵,表示该子网络的拓扑结构,
满足如下条件: 如果节点 i和j存在时滞为τl(t)的耦

合(i ̸= j),则alij(t) > 0,否则alij(t) = 0.
定义1 如果存在连续可微的复变函数α(t),使

得ei(t) = yi(t) − α(t)x(t) → 0, i = 1, 2, · · · , N ,
则称驱动响应网络(1)取得复数域上渐近函数投影同
步.其中: ei(t)为同步误差,α(t) = αr(t)+αi(t)j ∈ C

为尺度函数.即等价于如下的模值同步和相角同步:
lim
t→∞

∥er
i (t)∥ = 0 and lim

t→∞
∥ei

i(t)∥ = 0, (2)

lim
t→∞

θei = lim
t→∞

(θyi
− (θx + θα)) = 0. (3)

引理1 令H ∈ Cn×n为Hermite矩阵,则对于所
有x ∈ Cn, xTHx̄是实数,H的所有特征值是实数.
引理2 对于任意的X,Y ∈ Cn和常数ζ > 0,

如果Hermite矩阵H > 0,则XTHȲ + Y THX̄ ⩽
ζXTHX̄ + ζ−1Y THȲ .
假设1 假设存在常数L,满足M s(z(t))的最大

特征值λmax(M
s(z(t))) ⩽ L.

注2 由于z(t)有界,所有混沌系统满足假设1.
假设2 假设 τ(t)是一个可微的函数,且满足0

⩽ τ̇(t) ⩽ ε < 1.

2 控制器设计与同步分᷀

驱动响应网络节点状态变量之间的误差为
ei(t) = yi(t)− α(t)x(t), (4)

则误差随时间的演化关系为

ėi(t) = ẏi(t)− α̇(t)x(t)− α(t)ẋ(t) =

M(z(t))ei(t) +
m−1∑
l=0

N∑
j=1

cla
l
ijHlej(t−

τl(t))− α̇(t)x(t) + ui(t). (5)

定理1 对于具有1 +N节点的多重边赋权驱动

响应复杂网络模型(1),如果假设1和假设2成立,则采
用如下的控制器:

ui(t) = α̇(t)x(t)− dei(t), (6)

其中d为反馈控制器增益,若满足

d >
L

2
+

1

2

m−1∑
l=0

c2l λmax(Tl) +
m

2(1− ε)
, (7)

则该驱动响应复杂网络可实现复域函数投影同步.
证᰾ 选取如下的Lyapunov函数:

V (t) =
1

2

N∑
i=1

eT
i (t)ei(t)+

1

2(1− ε)

m−1∑
l=0

N∑
i=1

w t

t−τl(t)
eT
i (s)ei(s)ds. (8)

其中: ei(t) = (ei1(t), ei2(t), · · · , ein(t))T ∈ Cn, ei(t)

= (ei1(t), ei2(t), · · · , ein(t))T ∈ Cn.将V (t)沿误差

系统(5)求导,代入式(5),整理得
V̇ (t) =

1

2

N∑
i=1

eT
i (t)M

T(z(t)) +M(z(t))ei(t)+

1

2

m−1∑
l=0

N∑
i=1

N∑
j=1

cla
l
ije

T
j (t− τl(t))H

T
l ei(t)+

1

2

m−1∑
l=0

N∑
i=1

N∑
j=1

cla
l
ije

T
i (t)HleT

j (t− τl(t))−

d

N∑
i=1

eT
i (t)ei(t) +

1

2(1− ε)

m−1∑
l=0

N∑
i=1

eT
i (t)ei(t)−

m−1∑
l=0

N∑
i=1

1− τ̇l(t)

2(1− ε)
eT
i (t− τl(t))ei(t− τl(t)). (9)

由假设1得到
1

2

N∑
i=1

eT
i (t)M

T(z(t)) +M(z(t))ei(t) ⩽

L

2

N∑
i=1

eT
i (t)ei(t). (10)

令Pl = Al ⊗Hl(⊗为克罗内克积),由引理2可得
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1

2

m−1∑
l=0

N∑
i=1

N∑
j=1

cla
l
ije

T
j (t− τl(t))H

T
l ei(t)+

1

2

m−1∑
l=0

N∑
i=1

N∑
j=1

cla
l
ije

T
i (t)Hlej(t− τl(t)) ⩽

1

2

m−1∑
l=0

ζlcle
T(t− τl(t))P

T
l Ple(t− τl(t))+

1

2

m−1∑
l=0

ζ−1
l cle

T(t)e(t). (11)

又由假设2可知

−
m−1∑
l=0

N∑
i=1

1− τ̇l(t)

2(1− ε)
eT
i (t− τl(t))ei(t− τl(t)) ⩽

− 1

2

m−1∑
l=0

eT(t− τl(t))e(t− τl(t)). (12)

令Tl = PT
l Pl,由式(9)∼ (12)可以得到

V̇ (t) ⩽
(L
2
− d

)
eT(t)e(t) +

1

2

m−1∑
l=0

ζ−1
l cle

T(t)e(t)+

m

2(1− ε)
eT(t)e(t)− 1

2

m−1∑
l=0

eT(t−

τl(t))e(t− τl(t)) +
1

2

m−1∑
l=0

ζlclλmax(Tl)e
T(t−

τl(t))e(t− τl(t)). (13)

令ζlclλmax(Tl) = 1,即ζl =
1

clλmax(Tl)
,则有

V̇ (t) ⩽
(L
2
− d+

1

2

m−1∑
l=0

c2l λmax(Tl)+

m

2(1− ε)

)
eT(t)e(t). (14)

取

d >
L

2
+

1

2

m−1∑
l=0

c2l λmax(Tl) +
m

2(1− ε)
, (15)

有 V̇ (t) < 0,得到网络同步,且同步解局部稳定. 2
注3 由理论推导的同步条件 (15)可知,当其他

条件不变时,网络节点间的重边越多 (即m越大),所
需的控制器增益越大.又由文献 [12]可知,控制器增
益增大,同步速度增大,同步时间缩短.因此,当控制
器增益相同时,网络节点间的重边越多,同步速度越
慢,同步时间越长.

3 数值仿真

为了验证定理 1的有效性,在Matlab 2013环境
下,给出数值仿真.考虑如下三维复Lorenz系统: ẋ = M(z)x,

ż = −a2z +
1

2
(x̄1x2 + x1x̄2).

(16)

其中M(z) =

[
−a1 a1

a3 − z −a4

]
,取参量a1 = 2, a2 =

0.8, a3 = 60+0.02j,a4 = 1−0.06j.初值为(1+2j, 3+

4j, 5)时,系统出现混沌特性.
假设响应网络是含有10个节点的三重边复杂网

络,即N = 10,m = 3,网络结构如图1所示.按照网
络的拆分思想,将复杂网络 (a)按照耦合时滞的不同
拆分成3个子网络(b)、(c)和(d).
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图 1 网络结构及拆分示意图

依据网络的拓扑结构得到外部耦合矩阵A0、A1

和A2,则所构建的1+10节点的三重边赋权驱动响应
复杂网络可以表示为

ẋ =

[
−a1 a1
a3 − z −a4

][
x1

x2

]
,

ż = −a2z +
1

2
(x1x2 + x1x2),

ẏi(t) =[
−a1 a1
a3 − z −a4

][
y1
y2

]
+

10∑
j=1

c0a
0
ijH0yj(t−

τ0(t)) +
10∑
j=1

c1a
1
ijH1yj(t− τ1(t))+

10∑
j=1

c2a
2
ijH2yj(t− τ2(t))+ui(t).

(17)

令耦合强度c0 = 0.1, c1 = 0.3, c2 = 0.4;耦合时
滞τ0(t) = 0, τ1(t) = 0.1, τ2(t) = 0.3;内部耦合矩阵
H0、H1和H2为单位阵.控制器中的反馈增益d =

13,选择尺度函数α(t) = 2 sin(0.5πt) + j cos(πt).图
2为复域函数投影同步实部、虚部误差曲线.图3为
复域函数投影同步相角误差曲线,相角误差为θei =

θyi
− (θx + θα).
从图2和图3可以看出,经过短暂调节时间后,该

复杂网络可实现所提复域函数投影同步.
根据注3,给出网络节点间重边数与同步速度的

关系验证.定义平均误差为

E =

N∑
i=1

(|ei1|+ |ei2|)

N
. (18)
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此处, N = 10.选择参数不变,分别给出响应网
络为三重边,二重边和单边时的平均同步误差如图4
所示.从图4可以看出,网络的重边数越大,同步速度
越慢,同步时间越长,与理论推导一致.

1 20

t /s

-5

0e
i i
1

5

1 20

t /s

e
i i
2

(b) !"#$

1 20

t /s

-5

e
r i
1

1 20

t /s

e
r i
2

(a) %"#$

10

0

5

-10

20

0

10

-10

20

0

10

图 2 复域函数投影同步模值误差曲线
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图 3 复域函数投影同步相角误差曲线
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图 4 平均同步误差曲线

4 结 论

本文在文献 [10]的基础上,构建了具有1 + N节

点的多重边赋权驱动响应复杂网络模型,研究了其复
域上的函数投影同步问题.通过设计合适的控制器,

利用李雅普诺夫稳定性定理和线性矩阵不等式变换,
给出了同步的充分条件.借助于具体的网络模型,计
算机仿真的结果不但验证了理论推理的有效性,也揭
示了网络节点间的重边与同步速度的关系.
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