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基于广义解的网络合作博弈收益分配模型
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摘 要: 网络合作博弈主要研究如何将联盟收益分配给网络合作联盟的每个参与者.考虑到现实生活中很多联
盟倾向于保留一部分合作收益用于再发展的情况,对网络合作博弈模型进行扩展,定义广义分配、广义核心和广
义谈判集等解的概念,并证明当满足超可加性时,网络合作博弈的广义核心与其广义谈判集存在等价性质.因广
义谈判集非空,进而刻画了网络合作博弈广义核心的非空性.算例分析结果表明了广义分配方案的存在性及合理
性.
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Model of profit allocation based on generalized solution in network
cooperative game
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Abstract: The network cooperative game mainly studies how to distribute the coalition profit to each participant of the
network coalition. Considering that many alliances tend to retain part of the profits for redevelopment in the real life, the
network game is extended based on the solution definition of the generalized imputation, generalized core and generalized
bargaining set, and it is proved that the generalized core of the network cooperative game is equivalent to the generalized
reactive bargaining set when the super additive is satisfied. The generalized reactive bargaining set is not empty, and then
the nonempty of the generalized core of the network cooperative game is described. Example analysis results show the
existence and rationality of the generalized distribution scheme.
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0 引 䀰

制定科学合理的收益分配方案是联盟合作成功

的关键,不仅要从全局角度考虑资源的优化配置,实
现效益的最大化,还要兼顾联盟内各参与者的利益.
国内外许多学者对合作博弈模型及其解集进行

了深入研究[1-2],合作博弈主要关注参与者如何构成
联盟,及联盟的总收益如何进行最优分配的问题.合
作博弈的解即为一个映射函数,是由多个实数组成
的支付向量集,每个支付向量集表示合作联盟中的
每个参与者的一种分配结果,其中最为广泛的一种

解概念,就是Gillies提出的核心解[3].存在核心的合
作联盟一定是稳定的,因为包含在核心中的分配结
果不会被其他分配结果所优超,但有时合作联盟的
核心会不存在,而Shapley提出凸博弈的核心总是存
在的[4].另一种研究及应用最为广泛的解概念是谈判
集,是Granot提出的一种解,并证明了它总是存在且
非空的. Aubin等[5]将模糊理论与经典合作博弈相结

合,建立了模糊合作博弈模型.李翠等[6]将模糊理论

引入网络合作博弈中,提出了模糊网络博弈模型.
前人对合作博弈所作的研究大都是在传统解的
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意义下,将合作联盟收益一次性全部分配给参与者,
但为了确保合作联盟的可持续发展,应考虑不将所
有合作收益全部分配完,而是保留一部分用于再发
展.鉴于这种思想,为合作收益值和每个参与者的收
益分配值引入了分配系数 (或称为调整系数),从而产
生了各种广义解的概念.刘小冬等[7]扩展了合作博

弈解的概念,定义了广义分配及广义核心解.在此基
础上,本文将网络合作博弈模型进行拓展,通过收益
分配调整系数实现对网络合作博弈收益值的部分保

留,以解决联盟收益再分配问题,并对网络合作博弈
广义核心解及广义谈判集解的等价关系加以证明,最
后的应用数值算例对网络合作博弈广义核心解的合

理有效性进行了论证分析.

1 网络合作博弈的广义解

网络合作博弈是合作博弈的子类,在n人合作博

弈中,令N = {1, 2, · · · , n}为所有参与者的集合,其
中N的任意非空子集称为联盟. n人合作博弈 (N, v)

即为一个映射: v : 2N → R,其特征函数满足[7]:
1) v(∅) = 0(空性);
2) v(S

∪
T ) ⩾ v(S) + v(T ),如果S

∩
T = ∅(超

可加性).
每一联盟通过合作所获得的收益用一实数R表

示,并借助v对其进行分配.超可加性的思想主要体
现在不同联盟通过合作带来了比不合作时更多的收

益. v(S)和 v(T )表示联盟S和T不合作时各自获得

的收益, v(S
∪

T )表示联盟S和T通过合作所获得的

收益.
关于参与者集合N的合作博弈的集合可记为

GN .
定义1 网络合作博弈就是一个向量对 (A; v),

记为

Γ (Gu) = (A; v). (1)

其中:Gu = (V,A;u)为有向网络,V 为结点的集合,A
为弧的集合,ua表示通过弧a从单位流中所获得的实

际收益, a ∈ A,有向网络Gu的单源点及汇点分别用

S和T表示,S, T ∈ V .
1)有向网络Gu如果满足每条弧拥有一个单位的

流容量,且网络博弈中所有联盟的参与者共同拥有每
条弧,则称Gu为简单网络.如果ua表示从单位流中

所获得的实际收益,则其值为正;如果ua代表流的成

本,则其值可能为负.
2)网络Gu的子网,可用A的子集S ⊆ A进行刻

画,记为Gu
S ,即子网络通过S中的弧所组成的集合加

以表示,其中v(S)为关于目标值向量 (ua; a ∈ S)的

最大值,代表从S到T最优流的最优收益.
网络合作博弈模型的热点问题在于,如果网络

Gu的每条弧由联盟中所有参与者所拥有,则将如何
分配所有参与者通过最优流所获得的收益.
令RN代表实值向量x的空间,x = (xi)i∈N ,RN

+

= {x ∈ RN ;xi ⩾ 0, ∀i ∈ N},x(S) =
∑
i∈S

xi,x(∅) =

0,x|S = (xi)i∈S .
定义2 现令 r和 ci(1 ⩽ i ⩽ n)为实数,满足

0 < r ⩽ 1, 0 < ci ⩽ 1,并且r ⩾ max{ci : i ∈ N} ⩾
max{ci : i ∈ S},∀S ⊆ N .合作博弈的一个广义收益
分配向量x = {x1, x2, · · · , xn},满足∑

i∈N

xi = x(N) = rv(N), r ⩾ max{ci : i ∈ N}, (2)

xi ⩾ civ({i}), i ∈ N. (3)

其中:式 (2)说明结合实际情况,通过调整系数r可实

现保留博弈总收益值的一部分用于再分配或再发

展,而不是毫无保留地一次性全部分配给所有参与
者;式 (3)表明每个参与者通过参与联盟合作所获得
的收益不会少于其不加入联盟时所获得的收益.此
外, r ⩾ max{ci : i ∈ N}为式 (2)和 (3)保持一致的必
要条件.
令 I∗(v, r, c) = {x ∈ RN |x(N) = rv(N)}为

有效向量集,称作广义预分配向量集,实现对博弈
(N, v)总值 v(N)的部分保留,进而用于再分配.令
I(v, r, c) = {x ∈ I∗(v, r, c)|xi ⩾ civ(i), i = 1, 2,

· · · , n}为博弈v的广义分配向量集.
定义3 令C(v, r, c)为博弈v的广义核心,记为

C(v, r, c) = {x ∈ I(v, r, c)|x(S) ⩾
max{ci : i ∈ S} · v(S),∀S ⊆ N}.

也就是说,在合作博弈(N, v)中,向量x为(N, v)的广

义核心,当且仅当S满足∀S ⊆ N , r = max
i∈N

ci ⩾
max
i∈S

ci时,有 ∑
i∈N

xi = rv(N), (4)∑
i∈S

xi ⩾ max
i∈S

ci · v(S). (5)

如果博弈v具有广义核心,则称v为均衡的.如果
博弈所有的子博弈均有广义核心,则该博弈称为完全
均衡的.

Granot等[8]提出了 reactive谈判集定义, reactive
谈判集存在且非空[9-11],在此基础上,本文将此定义
扩展为广义 reactive谈判集,广义 reactive谈判集也是
存在且非空的.

定义4 令x ∈ I∗(v, r, c) \ C(v, r, c)为任意网络

博弈v广义核心之外的预分配向量,定义联盟S关于
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x的广义超量为

e(S, x, c) = max
i∈S

ci · v(S)− x(S), ∀S ⊆ N. (6)

令T ⊆ N为最大广义超量的最大联盟,即

e(T, x, c) = max
i∈T

ci · v(T )− x(T ) ⩾

max
i∈S

ci · v(S)− x(S) = e(S, x, c), (7)

∀S ⊆ N 且 e(T, x, c) > e(S, x, c), ∀ T ⊂ S.

利用此最大联盟构造关于x的广义异议,进而证
明关于网络合作博弈的广义核心与广义谈判集相等.

定义5 网络合作博弈中,令x为博弈的广义分

配向量,则二元偶(Q, y)表示参与者i针对参与者j关

于广义分配向量x的广义异议,其中Q为包含 i而不

包含j的联盟.令k, l ∈ N , k ̸= l,记

Γkl(N) = Γkl = {S ⊆ N \ {l}|k ∈ S},

Γkl为包含k而不包含 l的联盟的集合.所以,Q ∈ Γij ,
并且RQ中的参与者收益分配向量y ∈ RQ满足

yk > xk, ∀k ∈ Q, (8)

y(Q) = max
i∈Q

ci · v(Q). (9)

令 (Q, y)为参与者 i针对参与者 j关于x的广义

异议,则二元偶 (M, z)为广义异议 (Q, y)的广义反异

议,当且仅当M ∈ Γji, z ∈ RM使得

zk ⩾ yk, ∀ k ∈ M
∩

T, (10)

zk ⩾ xk, ∀ k ∈ M \ T, (11)

z(M) = max
i∈M

ci · v(M). (12)

联盟的广义 reactive谈判集由以下集合M r(v, c)

给定:

M r(v, c) =

{x ∈ I(v)|针对参与者的有序二元偶(k, l),

参与者k针对参与者 l没有广义异议}. (13)

广义 reactive谈判集的主要思想体现为,反对方
在被反对方宣布其抵制联盟前,允许保持广义异议的
特性,以便能够对竞争对手作出反应,即提出合理的
广义异议.显然,如果参与者 i能够证实参与者j为保

持其当前的广义分配xj ,而不组织任何包含自身而
不包含 i的合作联盟,则针对广义分配x,参与者 i对

参与者j存在一个合理的广义异议.相反,若参与者j

为保持其当前的广义分配,则至少能组织一个包含自
身但不包含 i的联盟,该联盟可称为参与者 j的保护

联盟,参与者 i不管怎样形成联盟Q,且对获得的收益
进行分配,则关于广义分配向量x,参与者 i针对参与

者j便没有合理的广义异议.
若取ci = 1, �1 ⩽ i ⩽ n�, r = 1时的广义分配为

通常意义下的分配,广义核心为通常意义下的核心,
则广义 reactive谈判集也成为通常意义下的 reactive
谈判集.
命题1 令f为Gu中任一最优流,x ∈ RA

+ 满足∑
j∈A

xj = rv(A), 0 < r ⩽ 1,当且仅当Gu−x中最优流

f的最优值为零,x ∈ C(Γ (Gu), r, c).
证明 现对目标函数f展开变换,关于新目标的

函数值为

f(u− x) =∑
j∈A

(uj − xj) =
∑
j∈A

uj −
∑
j∈A

xj = rv(A)−
∑
j∈A

xj .

假设x ∈ C(Γ (Gu), r, c),由条件xj ⩾ 0, f为最优
流,得

∑
j∈A

xj = rv(A).

如果关于网络Gu−x的流f值为零,则f在这个网

络中为最优的,当且仅当每一个联盟S,S ⊆ A,满足∑
j∈S

(uj − xj) ⩽ 0,即

∑
j∈S

xj ⩾
∑
j∈S

uj ⩾ max
j∈S

cj · v(S), ∀ S ⊆ A. 2
由命题1可知,当且仅当x ∈ C(Γ (Gu), r, c)时,

满足最后一个条件.
现有简单网络博弈Γ (Gu−x),其特征函数用v∗表

示,则有如下引理.
引理1 对于x ∈ RA

+,令Gu−x为Gu中用u−x代

替u而得到的简单网络合作博弈,则针对∀T ⊆ A,有

max
S⊆T

{max
j∈S

cj · v(S)− x(S)} = v∗(T ). (14)

证明 为推导等式 (14),可证明以下两个不等式
成立,即

max
S⊆T

{max
j∈S

cj · v(S)− x(S)} ⩽ v∗(T ),

v∗(T ) ⩽ max
S⊆T

{max
j∈S

cj · v(S)− x(S)}.

现令S = R,可推导不等式max
S⊆T

{max
j∈S

cj · v(S) −

x(S)} ⩽ v∗(T )成立,因为x ⩾ 0,在网络Gu中的每

条弧,都拥有单位流容量,由R所有弧形成的子网中,
其最优流均拥有单位容量,所以

max
S⊆T

{max
j∈S

cj · v(S)− x(S)} =

max
j∈R

cj · v(R)− x(R) = (u− x)(R) =

rv∗(T ) ⩽ v∗(T ).

下面证明另一个不等式.令 f为Gu−x中的最优

流,R为拥有f单位流的弧所组成的联盟,有

v∗(t) = u(R)− x(R) ⩽
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max
j∈R

cj · v(R)− x(R) ⩽

max
S⊆T

{max
j∈S

cj · v(S)− x(S)}.

因此

max
S⊆T

{max
j∈S

cj · v(S)− x(S)} = v∗(T ). 2
对于简单网络合作博弈,有如下定理.
定理 1 对于任意简单网络合作博弈Γ (Gu),

其广义 reactive谈判集M r(Γ (Gu), c)与广义核心

C(Γ (Gu), r, c)相等.
证明 因为C(Γ (Gu), r, c) ⊆ M r(Γ (Gu

F), c),只
需证明M r(Γ (Gu), c) ⊆ C(Γ (Gu), r, c).
现用反证法,假设存在x ∈ M r(Γ (Gu), c)满足

x ̸∈ C(Γ (Gu), r, c),则由命题1可知, v∗(A) > 0,由引
理1可知

v∗(A) = max
S⊆A

{max
j∈S

cj · v(s)− x(S)} > 0.

令w ∈ C(Γ (Gu−x), r, c),因为v∗(A) > 0,存在
弧 i ∈ A满足wi > 0,结合w ∈ C(Γ (Gu−x), r, c)及

0 ⩽ r ⩽ 1,有

rv∗(A) = w(A) =
∑
i∈A

wi =
∑

j∈A\{i}

wj + wi ⩾

∑
j∈S, S⊆A\{i}

wj + wi = r · v∗(A\{i}) + wi >

rv∗(A\{i}),

即

v∗(eA) > v∗(eA\{i}). (15)

在网络合作博弈Γ (Gu, r, c)中, i被包含在每一
个S中,有

e(S, x, c) = max
j∈S

cj · v(S)− x(S) = v∗(A).

实际上,如果i ̸∈ S,则由引理1和式(15)可知

e(S, x, c) ⩽ max
R⊆A\{i}

e(R, x, c) =

max
R⊆A\{i}

{max
j∈R

cj · v(R)− x(R)} =

v∗(A\{i}) < v∗(A).

现令s∗为最大联盟,有

e(S∗, x, c) = max
j∈S∗

cj · v(S∗)− x(S∗) = v∗(A).

显然, i ∈ S∗,同时由于rv(A)− x(A) = 0,S∗ ̸= A,令
j ∈ (A\S∗),则在网络合作博弈Γ (Gu)中,关于广义
分配x,参与者 i通过联盟S∗针对参与者 j存在一个

广义异议,由于x ∈ M r(Γ (Gu), c),参与者j应组织一

个包含自身但不包含参与者 i的联盟Q,即j ∈ Q, i ̸∈
Q,这样,对于任一参与者 i反对 j的广义异议 (S∗, y),

在Q上都存在一分配向量z,满足式(10)∼ (12).
现证明S∗ ∩Q ̸= ∅,实际上,如果S∗ ∩Q = ∅,

则

e(S∗ ∪Q, x, c) =

max
j∈S∗∪Q

cj · v(S∗ ∪Q)− x(S∗ ∪Q) ⩾

max
j∈S∗ ∪

Q
cj · (v(S∗) + v(Q))− x(S∗)− x(Q) ⩾

max
j∈S∗

cj · v(S∗)− x(S∗) + max
j∈Q

cj · v(Q)− x(Q) =

e(S∗, x, c) + e(Q, x, c) ⩾ e(S∗, x, c),

因为x ̸∈ C(Γ (Gu), r, c), e(Q, x, c) = max
j∈Q

cj · v(Q)−

x(Q) ⩾ 0,这与S∗为最大联盟矛盾,因此

S∗ ∩Q ̸= ∅, e(S∗, x, c) > e(Q, x, c) ⩾ 0, (16)

其中严格大于不等式可从i ̸∈ Q中得出.
令q1 = |S∗ ∩Q|,现构造广义分配向量y,其中

yk =


xk +

1

q1
(e(S∗, x, c)− ε), k ∈ S∗ ∩Q;

xk +
1

q1
ε, k ∈ S∗\Q.

注意到 ∑
j∈S∗

yj =

∑
j∈S∗∩Q

xj +
|S∗ ∩Q|

q1
e(S∗, x, c)−

|S∗ ∩Q|
q1

ε+
∑

j∈S∗\Q

xj +
|S∗\Q|

q2
ε =

∑
j∈S∗

xj + e(S∗, x, c) =

∑
j∈S∗

xj + max
j∈S∗

cj · v(S∗)− x(S∗) =

∑
j∈S∗

xj + max
j∈S∗

cj · v(S∗)−
∑
j∈S∗

xj =

max
j∈S∗

cj · v(S∗).

显然, (S∗, y)为 i反对 j的广义异议.现因Q为 j

反对 i的联盟,在Q上存在一分配向量 z,又结合式
(8)、(9)、(16)及 e(Q, x, c)的定义,有式 (10) ∼ (12)

成立,因此

z(Q) = z(S∗ ∩Q) + z(Q\S∗) ⩾

y(S∗ ∩Q) + x(Q\S∗) =

x(S∗ ∩Q) + e(S∗, x, c)− ε+ x(Q\S∗) =

x(Q) + e(S∗, x, c)− ε >

x(Q) + e(Q, x, c) =

x(Q) + max
j∈Q

cj · v(Q)− x(Q) =
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max
j∈Q

cj · v(Q).

此结论与 (Q, z)为广义反异议的条件 (12)相矛
盾,反证成立,可得出结论:广义核心之外的广义分配
不在广义 reactive谈判集内,即网络合作博弈的广义
核心与广义reactive谈判集相等. 2
2 算例分析

伴随国际经济形势及市场竞争环境的日益严峻,
任何企业均不是孤立存在的,其联盟及竞争方式也发
生了根本性变化,企业为了提高自身的综合竞争力,
与其他企业形成知识联盟[12-15].每个企业单独行动
时必定需要投入大量资源,甚至不能获取收益,而多
家企业进行合作带来的总收益将比单独行动时带来

的收益大得多,可为企业可持续发展提供资源条件.
现有3家企业进行合作,其合作关系图可抽象为

有向网络Gu,各合作伙伴利用自身资源组建知识联

盟进行优化整合的过程,即视为网络合作博弈Γ (Gu)

的形成过程,各家企业及联盟利益分配问题即为网
络合作博弈模型求解过程.令3家企业合作而形成企
业知识联盟的网络合作博弈Γ (Gu)的参与者集合为

{A,B,C},每家企业单独行动、2家或3家企业共同
合作时获得收益的特征函数值如下所示:

1)企业A,B,C单独完成时可获得收益 0百万
元,即v({A}) = v({B}) = v({C}) = 0.

2)企业A,B,C两两合作时可获得收益 75百万
元,即v({A,B}) = v({A,C}) = v({B,C}) = 75.

3)企业A,B,C共同合作时可获得收益100百万
元,即v({A,B,C}) = 100.
由以上的基本情况可知,企业A, B, C组成任意

联盟获得的收益都不会小于每个企业单独行动时带

来的收益,验证计算如表1所示.

表 1 各企业及任意联盟获得收益的比较

企业A 企业B 企业C

v({A}) + v({B}) = 0 < v({B}) + v({A}) = 0 < v({C}) + v({A}) = 0 <

v({A,B}) = 75 v({B,A}) = 75 v({C,A}) = 75

v({A}) + v({C}) = 0 < v({B}) + v({C}) = 0 < v({C}) + v({B}) = 0 <

v({A,C}) = 75 v({B,C}) = 75 v({C,B}) = 75

v({A}) + v({B,C}) = 75 < v({B}) + v({A,C}) = 75 < v({C}) + v({A,B}) = 75 <

v({A,B,C}) = 100 v({B,A,C}) = 100 v({C,A,B}) = 100

表 1表明该博弈是非负超可加的.假设成员企
业 i的收益分配为 xi, i ∈ {A,B,C}.将所得的收
益全部分配给成员企业时,其核心分配是空集.因
为核心中的分配 (xA, xB, xC)必须满足: 1)

∑
i∈N

xi =

v(N); 2)
∑
i∈S

xi ⩾ v(S), S ⊆ N .即

xA ⩾ 0, xB ⩾ 0, xC ⩾ 0,

xA + xB + xC = 100,

xA + xB ⩾ v({A,B}) = 75,

xA + xC ⩾ v({A,C}) = 75,

xB + xC ⩾ v({B,C}) = 75.

然而,由后3个不等式得

xA + xB + xC ⩾ 112.5 > 100,

这与xA + xB + xC = 100相矛盾,所以核心是空集,
找不到最优分配方案.
若将所得的总收益不全分配给成员企业时,则可

根据每个企业在提供资源过程中的贡献率及服务情

况进行权衡,保留部分收益.也就是说,可以找到向量
c = (c1, c2, · · · , cn),其中0 < ci ⩽ 1, 1 ⩽ i ⩽ n, r =

max{ci : i ∈ N},使得广义核心c(v, r, c)非空,即满足∑
i∈N

xi = rv(N);
∑
i∈S

xi ⩾ max
i∈S

ci · v(S), S ⊆ N.

例如,确定的分配系数分别为 cA = 0.6, cB =

0.3, cC = 0.3,其中 ci表示企业 i的分配系数, r =

max{ci : i ∈ N} = 0.6,各广义联盟收益= max{ci :
i ∈ S}×联盟收益,S ⊆ N ,保留(1− r)v(N) = 0.4×
100 = 40的总收益不进行分配,用于再发展.假设现
有网络合作博弈广义分配xA = 30,xB = 15,xC =

15,由广义核心的定义及定理 1可知,其广义分配是
包含在广义核心中的,即广义核心解存在且不为空,
分配结果计算过程如下:

xA ⩾ 0, xB ⩾ 0, xC ⩾ 0,

xA + xB + xC = 60,

xA + xB = 30 + 15 = 45 ⩾

max
i∈{A,B}

ci · v({A,B}) = 0.6× 75 = 45,

xA + xC = 30 + 15 = 45 ⩾

max
i∈{A,C}

ci · v({A,C}) = 0.6× 75 = 45,

xB + xC = 15 + 15 = 30 >
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max
i∈{B,C}

ci · v({B,C}) = 0.3× 75 = 22.5.

研究表明: 3家企业形成的知识联盟网络合作博
弈的广义核心分配非空,即存在用于企业知识联盟再
发展的最优分配方案,为企业知识联盟可持续发展提
供可能.当然,根据网络合作博弈广义核心的非空性
及其广义谈判集与广义核心的等价性,可任选广义核
心或广义谈判集模型,解决企业知识联盟的利益分配
问题.

3 结 论

网络合作博弈的解主要研究将联盟收益全部分

配给联盟所有参与者,为了满足现实中存在的再发展
或再分配的广泛需求,可以不将总收益一次性全部分
配完,而是保留一部分.本文在网络合作博弈模型的
基础上,对广义分配、广义核心和广义 reactive谈判
集解进行刻画,并证明了网络合作博弈的广义核心等
于广义 reactive谈判集,表明了广义核心非空,即存在
最优分配或再分配方案,最后给出了应用算例加以验
证.探索其他广义解扩展模型,需要更多研究者的共
同努力.
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