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基于后悔理论的灰色随机多准则决策方法
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摘 要: 针对准则值和状态概率均为区间灰数的灰色随机多准则决策问题,在考虑决策者的风险态度及心理行为
的情境下,给出一种基于后悔理论的决策方法.首先将原始准则值转化为标准灰数,同时进行规范化处理,得到各
状态下的标准灰色风险决策矩阵;然后依据后悔理论,定义灰色感知效用函数,构造决策者对方案集的灰色综合感
知效用最大化的多目标优化模型,并解出最优权重向量,得到各方案的最优灰色感知效用值且排序;最后,通过实
例验证所提出方法的可行性和有效性.
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Abstract: In the situation of considering the decision-maker’s risky attitude and psychological behavior, a decision
analysis method based on the regret thoery is proposed to solve the problem of grey-stochastic multi–criteria decision-
making in which the criteria value of alternatives and the probability are both grey numbers. Firstly, original criteria
values are converted into standard grey numbers, and the standard grey risky decision matrix under various conditions is
obtained by using the normative approach. Then, the grey perceived utility function is defined based on the regret thoery.
A multi-objective optimization model which produces the maximum grey overall perceived utility values of alternatives
is constrcted to get the optimum weight vector, so that the optimal grey perceived utility value of each scheme is ranked by
the sorting rules of interval grey numbers. Finally, an example is provided to illustrate the practicability and effectiveness
of the proposed method.
Keywords: grey-stochastic；multi-criteria decision-making；grey numbers；regret thoery；grey perceived utility；optimal
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0 引 言

在现代社会经济管理、工程军事等领域,通常需
要解决具有多个准则的有限备选方案集的评价、排

序等问题,且决策过程中常伴随着不确定性,如模糊
性、随机性、灰色性等.在现实问题背景的推动下,多
准则决策理论方法的发展也十分活跃,相关研究已不
再局限于单一不确定情况.很多学者对双重不确定

性多准则决策问题作了深入讨论,包括随机模糊性、
灰色模糊性以及灰色随机性.相对而言,灰色随机变
量的研究起步较晚,但文献 [1]指出,许多随机性方法
体现了灰思想和灰观念,而灰色问题在一定条件下也
可以从随机性角度去认识、研究和处理.因此,对于准
则值信息同时具有灰色性和随机性的多准则决策问

题,已逐渐成为研究焦点.
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文献[2]针对准则权重已知而准则值为灰色随机
变量的多准则问题,通过定义其期望值和标准差,给
出了一种决策方法;文献 [3]将随机支配规则推广到
灰色随机变量的处理中,得出了灰色随机多准则的优
劣势排序法;文献 [4]提出了灰色多指标风险型决策
模型,建立了两种决策算法.以上文献的研究都是针
对准则值为区间灰数、概率为确定实数的情形.文献
[5]和文献 [6]则在此基础上进一步考虑了概率分别
为区间数和区间灰数的情况,其中文献 [5]定义了一
种灰色隶属函数,提出基于最大隶属度的灰色随机多
准则决策方法;文献 [6]则考虑了决策者面临收益和
损失时不同的风险态度,提出基于前景理论的灰色随
机多准则决策理论.在决策过程中,决策者对方案往
往有主观上的偏好,将风险态度引入到决策中是有必
要、也是有意义的.
关于灰色随机多准则决策问题,以上研究还存在

不足之处: 1)对于准则值以及状态概率为区间灰数
的情形,大部分文献对于区间灰数的运算体系、排序
等都只是借鉴了区间数的方法,没有体现出区间灰数
本身的特征; 2)文献 [6]虽然已将前景理论运用到灰
色随机决策中,其结果也是能够反映决策者的心理因
素的,但由于一般需要决策者事先确定参照点信息,
且计算过程中有不少未知的待定参数,使得实际应用
有些不方便.因此,在考虑决策者的风险态度及心理
行为的情境下,需要进一步研究准则值和概率同时不
确定的灰色随机多准则决策方法.
值得注意的是,目前很多学者都在关注由Bell[7]

和Loomes等[8]提出的后悔理论,并尝试将其引入到
决策问题中.文献 [9]考虑了决策者风险厌恶和后悔
规避的情况,利用后悔理论研究了路径选择和交通
均衡问题;文献 [10]针对属性值和状态概率均为区间
数的风险型多属性决策问题,通过计算属性值的效
用值和后悔值,提出了基于后悔理论的决策方法;文
献 [11]通过计算方案两两比较的后悔值和欣喜值得
到风险型多属性决策的排序结果,有效地将后悔规避
的心理行为引入到决策过程中;文献 [12]将后悔理论
融入到方案对多维偏好信息下的模糊多属性群决策

问题中;文献 [13]建立了基于后悔理论的多目标灰靶
决策方法模型;文献 [14]和文献 [15]分别将后悔理论
应用到突发事件应急响应风险决策问题和属性具有

二元期望的随机多属性决策问题中.文献 [7-14]都指
出,与前景理论相比,后悔理论在应用上具有一定的
优势.例如,决策者不需要事先给定参考点,且计算中
涉及的参数也相对较少.后悔理论为决策理论提供

了新的方法,不仅应用于个人消费决策、医学、资产
定价等方面,而且还被广泛应用于解释一些期望效用
理论不能解释的“悖论”或“异象”[16].但如何将后悔
理论应用到灰色随机多准则决策问题中,目前尚未见
到相关报道.
基于此,本文针对准则值和状态概率均为区间灰

数、准则权重不完全确定的灰色随机多准则决策问

题,提出一种基于后悔理论的决策方法.该方法以决
策者对方案集的灰色综合感知效用最大化为目标,求
解最优权重向量,得到每个方案的最优灰色综合感
知效用值,并依据区间灰数的大小对所有方案进行排
序.最后,运用本文的模型去分析解决文献 [6]中的案
例,同时进行方法比较,以此说明所提出方法的实用
性和有效性.

1 基本定义

1.1 区间灰数

在实际生活中,由于信息本身的模糊性以及人
类自身认知的局限性,决策信息往往是不确定的,有
的信息只知其取值范围而不知其确切值,称之为灰
数[17].灰数实际上是指在某一个区间或某个一般的
数集内取值的不确定数,通常用符号⊗表示.既有上
界又有下界的灰数称为区间灰数,记为⊗ ∈ [a, a].

定义1[17] 设区间灰数⊗ ∈ [a, a]产生的背景或论

域为Ω, µ(⊗)为区间灰数⊗取数域的测度,则定义

g0(⊗) =
µ(⊗)

µ(Ω)
(1)

为区间灰数⊗的灰度,简记为g0;
⊗̂ = E(⊗) (2)

为区间灰数⊗的核.
记 ⊗̂(g0)为区间灰数⊗的简化形式,区间灰数的

运算法则[17]如下:
⊗̂1(g0

1)
± ⊗̂2(g0

2)
= (⊗̂1 ± ⊗̂2)(g0

1∨g0
2)
;

⊗̂1(g0
1)
× ⊗̂2(g0

2)
= (⊗̂1 × ⊗̂2)(g0

1∨g0
2)
;

⊗̂1(g0
1)
/⊗̂2(g0

2)
= (⊗̂1/⊗̂2)(g0

1∨g0
2)
;

k · ⊗̂(g0) = (k · ⊗̂)(g0), k ∈ R;

(⊗̂(g0))
k = (⊗̂)k(g0), k ∈ R.

白数与区间灰数进行和差积商等运算时,运算结
果的灰度与区间灰数的灰度相同.另外,区间灰数的
排序问题一直备受关注,特别是对于不确定性灰色
决策而言,灰数的排序结果是进行科学决策的有效依
据.但是,目前关于区间灰数排序的文献较少,且争议
较多.如对于文献 [18]中的例2,若运用文献 [19]的方
法进行排序,则所得结果与文献 [18]并不相同.本文
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认为文献 [18]的特点是抓住了区间灰数的本质特征,
但提出的两个概念—–相对核和精确度,对排序意义
有限,因为仅仅由核和灰度的概念就可以得出相关结
论.基于此,本文提出如下排序方法.
定义2 设

⊗1 ∈ [a1, a1] ⊂ [0, 1],

⊗2 ∈ [a2, a2] ⊂ [0, 1].

若⊗̂1 < ⊗̂2,则⊗1 < ⊗2.若⊗̂1 = ⊗̂2,当g01 < g02时,
则⊗1 > ⊗2;当g01 = g02时,则⊗1 = ⊗2.
运用定义2对文献 [18]中的例2进行排序,所得

结果与用文献[19]方法的结果相同.
定义3[18] 设R(⊗)是论域为Ω = [e, e]上的区间

灰数集,R(⊗)是论域为Ω = [0, 1]上的区间灰数集,
映射f : R(⊗) → R(⊗)将⊗ ∈ [a, a] ∈ R(⊗)对应为

D上的⊗ ∈ R(⊗).记

⊗ = f(⊗) ∈
[a− e

µ(Ω)
,
a− e

µ(Ω)

]
⊂ [0, 1], (3)

称⊗为⊗的标准灰数.

1.2 区间灰数概率灰色随机变量

定义4[5] 当随机变量的可能取值为区间灰数,所
对应的概率也为区间灰数时,称这样的随机变量为离
散型区间灰数概率灰色随机变量,记为ξ(⊗),其取值
的概率分布如表1所示.

表 1 ξ(⊗)的概率分布

ξ(⊗) ⊗1 ⊗2 · · · ⊗i · · · ⊗n

p(⊗) p1(⊗) p2(⊗) · · · pi(⊗) · · · pn(⊗)

2 基于后悔理论的灰色随机决策方法

2.1 问题描述

设对某灰色随机多准则决策问题,方案集A =

{a1, a2, · · · , ai, · · · , am},准则集C = {c1, c2, · · · , cj ,
· · · , cn},各准则相互独立,相应的准则权重向量为ω

= {ω1, ω2, · · · , ωj , · · · , ωn}T,且满足约束条件
n∑

j=1

ωj

= 1, ωj ⩾ 0, j = 1, 2, · · · , n.由于环境的复杂性和
不确定性,该决策问题面临s种可能的自然状态,且每
种状态出现的概率也不确定.设状态集为 θ = {θ1,
θ2, · · · , θk, · · · , θs},第k种状态θk发生的概率为区间

灰数pk(⊗) = [pk, pk].
方案ai在准则cj下的信息值为ξij , ξij是信息完

全的、概率为区间灰数的灰色随机变量,方案ai的准

则cj在状态θk下的值为区间灰数ξ
(k)
ij (⊗), ξ(k)ij (⊗) ∈

[ξ
(k)
ij , ξ

(k)
ij ], 1 ⩽ i ⩽ m, 1 ⩽ j ⩽ n, 1 ⩽ k ⩽ s,从而可

得s个自然状态下的灰色决策矩阵

D(⊗) = (ξ
(k)
ij (⊗))m×n, k = 1, 2, · · · , s. (4)

由于各准则具有不同的量纲,需要将原始数据规
范化处理,以便能够直接比较指标.对于效益型准则
值,可采用上限效果测度

x
(k)
ij (⊗) =

ξ
(k)
ij (⊗)− min

i
ξ
(k)
ij (⊗)

max
i

ξ
(k)
ij (⊗)− min

i
ξ
(k)
ij (⊗)

; (5)

对于成本型准则值,可采用下限效果测度

x
(k)
ij (⊗) =

max
i

ξ
(k)
ij (⊗)− ξ

(k)
ij (⊗)

max
i

ξ
(k)
ij (⊗)− min

i
ξ
(k)
ij (⊗)

. (6)

由此可以得到s个自然状态的标准化灰色风险决策

矩阵

X(⊗) = (x
(k)
ij (⊗))m×n, k = 1, 2, · · · , s. (7)

现欲对上述灰色随机多准则决策问题确定方案

集A的最佳方案.

2.2 后悔理论在灰色随机决策方法中的应用

文献 [20,10,12]分别针对属性值为实数、区间数
以及模糊数情形给出了后悔-欣喜值以及感知效用值
的计算方法.然而,在实际问题中往往会出现只知其
取值范围而不知其具体值的区间灰数,本文考虑的是
准则值为区间灰数情形下的感知效用计算方法,且以
经典的后悔理论为依据,研究如何将后悔理论融入到
灰色随机多准则决策模型中.
定义5[21] 设 [R]为全体区间灰数集合,设A ⊆

R, ∀a, b ∈ A,称⊗ ∈ [a, b]或⊗ ∈ [b, a]为由A中元

素生成的区间灰数.由A中任意元素生成的全体区

间灰数集合记为 [A].
定义6 设v(x)为实数x的经典效用函数,x ∈

R,R为实数域,满足v′(x) > 0, v′′(x) < 0,称v(⊗) :

[A] → [R]为区间灰数⊗的灰色效用函数.
定义 7 设 ai表示第 i个备选方案,⊗i为 ai的

结果,设R(x)为后悔-欣喜函数[8],满足R′(x) > 0,

R′′(x) < 0,且R(0) = 0.根据文献 [22]关于多方案
选择的后悔理论,称

Ri(⊗) = R(v(⊗i)− v(⊗∗)) (8)

为决策者选择方案ai的灰色后悔-欣喜函数,其中

⊗∗ = max
i=1,2,··· ,m

{⊗i}. (9)

定义8 称

Ui(⊗) = v(⊗i) +R(v(⊗i)− v(⊗∗)) (10)

为决策者对方案ai的灰色感知效用函数.
根据文献[23],本文采用幂函数

v(x) = xα(0 < α < 1) (11)

作为准则值的效用函数.决策者的风险厌恶程度越
大,α越小,α被称为决策者的风险厌恶系数.
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根据文献[7, 9-10],本文采用

R(∆v) = 1− exp(δ∆v) (12)

表示后悔-欣喜函数.决策者的后悔规避程度越大,
δ(δ > 0)越大, δ被称为决策者的后悔规避系数[10];
∆v表示关于两个方案结果效用值之差的变量.可证,
若∆v0 > 0,则有 |R(−∆v0)| > R(∆v0).这表明,与
∆v0相比较,决策者对−∆v0的心理感知更加敏感,即
决策者是后悔规避的[10].而心理学的大量研究也表
明,后悔作为一种负面情绪,对效用的影响要比欣喜
这种正面情绪更强.

本文以式 (10)为切入点,将后悔理论融入到灰色
随机多准则决策模型中.设方案ai的准则 cj在状态

θk下的值为区间灰数x
(k)
ij (⊗),则决策者对方案ai的

灰色感知效用函数可以表示为

u
(k)
ij (⊗) =

(x
(k)
ij (⊗))α + 1− exp{−δ[(x

(k)
ij (⊗))α − (x

(k)
i∗j(⊗))α]}.

(13)

这里

x
(k)
i∗j(⊗) = max

i=1,2,··· ,m
{x(k)

ij (⊗)}, (14)

(x
(k)
i∗1(⊗), x

(k)
i∗2(⊗), · · · , x(k)

i∗n(⊗))表示在状态 θk下的

灰色理想点.从而可建立状态θk下的灰色感知效用

矩阵为

U (k)(⊗) = (u
(k)
ij (⊗))m×n. (15)

根据“综合感知效用越大,方案越优”的理念,以
决策者对方案集的综合感知效用最大化为目标,建立
多准则的灰色优化模型如下:

max U(⊗) =

m∑
i=1

n∑
j=1

s∑
k=1

ωjpk(⊗)u
(k)
ij (⊗);

s.t.
n∑

j=1

ωj = 1, 0 ⩽ aj ⩽ ωj ⩽ bj . (16)

用Matlab软件求解,可得权重最优解ω∗ = (ω∗
1 ,

ω∗
2 , · · · , ω∗

n),则决策者对方案 ai的最优灰色综合感

知效用值为

ui(⊗) =
s∑

k=1

n∑
j=1

ω∗
j pk(⊗)u

(k)
ij (⊗). (17)

依据区间灰数ui(⊗)的大小比较,可得所有方案
的排序结果,ui(⊗)越大,方案ai越优.

2.3 决策方法步骤

综上所述,基于后悔理论和区间灰数信息的随机
多准则决策方法步骤如下.

Step 1: 依据定义3,将准则值由普通区间灰数转
换为标准灰数,并化为核和灰度的简化形式;

Step 2: 依据式 (5)和 (6),对准则值进行规范化处
理,求得各状态下的标准化灰色风险决策矩阵;

Step 3: 由式 (13)和 (15),建立各状态下的灰色感
知效用矩阵;

Step 4: 以决策者对方案集的灰色综合感知效用
最大化为目标,依据式 (16)建立优化模型,求解最优
权重向量;

Step 5: 将最优权重代入式 (17),得到到各方案的
灰色感知效用值并排序,得到最优方案.

3 案例分析

以文献 [6]中的算例作为本文的案例进行分析.
设某投资银行拟对 3家公司进行投资,方案集A =

{a1, a2, a3};主要评估准则有年产值、社会效益、环境
污染程度,即C = {c1, c2, c3};准则权重空间为H =

{0.1 ⩽ ω1 ⩽ 0.3, 0.2 ⩽ ω2 ⩽ 0.4, 0.5 ⩽ ω3 ⩽ 0.7,

ω1+ω2+ω3 = 1}.在投资期间,市场“好”、“中”、“差”
的概率分别为区间灰数 [0.3, 0.5]、[0.4, 0.9]、[0.1, 0.5].
现欲确定投资的最佳公司,具体数据参见文献 [6]中
的表2∼表4.

表 2 市场“好”的决策表

c1 c2 c3

α1 0.490.02 0.640.04 0.6750.15

α2 0.570.02 0.720.04 0.4750.15

α3 0.520.04 0.680.04 0.5750.15

表 3 市场“中”的决策表

c1 c2 c3

α1 0.710.02 0.770.06 0.550.3

α2 0.670.02 0.690.06 0.350.1

α3 0.590.02 0.740.28 0.250.1

表 4 市场“差”的决策表

c1 c2 c3

α1 0.640.08 0.60.04 0.3250.15

α2 0.630.02 0.740.08 0.70.2

α3 0.570.02 0.570.06 0.40.2

Step 1 设年产值 c1和社会效益 c2的论域都为

[0, 5],环境污染程度 c3的论域为 [0, 1].由定义3投影
法则,可得标准评估数据,并转化为核和灰度的标准
灰数形式,如表2∼表4所示.

Step 2 对效益型准则c1和c2、成本型准则c3,分
别采用上限效果测度和下限效果测度规范化处理后,
得到3个自然状态下的标准化风险决策矩阵:

X(1)(⊗) =


00.02 00.04 00.15

10.02 10.04 10.15

0.3750.04 0.50.04 0.50.15

 ,
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X(2)(⊗) =


10.02 10.06 00.3

0.670.02 00.06 0.670.3

00.02 0.6250.28 10.3

 ,

X(3)(⊗) =


10.08 0.180.08 10.2

0.860.08 10.08 00.2

00.08 00.08 0.80.2

 .

Step 3 依据文献 [10]和文献 [23],分别构造效
用函数v(x) = x0.88、后悔-欣喜函数R(∆v) = 1 −
e−0.3∆v.易知,状态 θk下的理想点为 (1, 1, 1),由式
(13)和(15),可得3个状态下的灰数感知效用矩阵

U (1)(⊗) =
−0.349 90.02 −0.349 90.04 −0.349 90.15

10.02 10.04 10.15

0.232 40.04 0.396 60.04 0.396 60.15

 ,

U (2)(⊗) =
10.02 10.06 −0.349 90.3

0.609 80.02 −0.349 90.06 0.609 80.3

−0.349 90.02 0.554 30.28 10.3

 ,

U (3)(⊗) =
10.08 −0.042 10.08 10.2

0.837 70.08 10.08 −0.349 90.2

−0.349 90.08 −0.349 90.08 0.766 80.2

 .

Step 4 将市场“好”、“中”、“差”的区间灰数概

率转化为核和灰度的简化形式,分别为0.40.2, 0.650.5,

0.30.4,归一化处理后便得灰色概率向量 P (⊗) =

(0.2960.5, 0.4820.5, 0.2220.5).同时构建优化模型

max U(⊗) =

3∑
i=1

3∑
j=1

3∑
k=1

ωjpk(⊗)u
(k)
ij (⊗);

s.t. ω1 + ω2 + ω3 = 1,

0.1 ⩽ ω1 ⩽ 0.3,

0.2 ⩽ ω2 ⩽ 0.4,

0.5 ⩽ ω3 ⩽ 0.7.

用Matlab软件求解上述模型,可得权重最优解
ω∗ = (ω∗

1 , ω
∗
2 , ω

∗
3) = (0.1, 0.2, 0.7) .

Step 5 将ω∗代入式 (17),得到 3种方案的最优
灰色综合感知效用值分别为u1(⊗) = 0.098 7040.5,

u2(⊗) = 0.506 0310.5, u3(⊗) = 0.582 360.5.按照区
间灰数大小排序可知,最优方案是a3.
本文认为方案a3优于a2,同时a2优于a1,这与文

献 [6]的决策结果是一致的.略有区别的是,文献 [6]
中P (V2(⊗) ⩾ V1(⊗)) = 0.602 1,而从区间灰数的大

小比较来看,本文认为a2大幅度优于a1,这是因为a1

面临的后悔值较大.
由此可见,本文所提出的方法能够体现决策者的

后悔心理及情绪,从而很好地解决在考虑心理行为和
风险态度情境下的灰色随机多准则决策问题.与基于
前景理论的灰色随机决策方法相比,本文方法不需要
决策者给出参照点,且所涉及的计算公式中的参数较
少,计算相对简单,具有较强的实用性和操作性;与传
统的灰色随机决策方法相比,本文的方法可以很好地
反映决策者风险规避的风险态度和后悔规避的心理

行为,同时采用客观的、定量化的方式求解目标权重,
实现了主观与客观的有效结合;另外,在实际应用中,
还可以适当调整本文模型中的风险厌恶系数和后悔

规避系数,以描述不同决策者不同的风险态度和心理
行为.

4 结 论

本文针对准则值和概率均为区间灰数的灰色随

机多准则决策问题,提出了一种基于区间灰数信息和
后悔理论的决策方法.该方法的特点是考虑了决策者
的风险态度和心理行为对决策分析的影响,同时抓住
了区间灰数本身的信息特征,将后悔理论融入到决策
过程中,以决策者对方案集的灰色综合感知效用最大
化为目标构建模型并求解最优权重.本文所提方法为
解决实际中考虑决策者心理行为的多准则决策问题

提供了新的视角和思路,是对灰色随机多准则决策理
论方法的进一步完善和补充.
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