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解一类弱间断最优控制问题的一个自适应拟谱方法

秦 廷 华†

(重庆交通大学数学与统计学院，重庆 400074)

摘 要: 针对弱间断最优控制问题,提出一种自适应拟谱方法.利用一些点序列分割时间区间为若干子区间;控制
和状态函数使用分段连续多项式逼近;以数值解的收敛性为基础,证明分割时间区间的点序列可以收敛到弱间断
点;依据柯西收敛原理,弱间断点位置可以由前述点序列的变化来估计,据此设计误差指示量以调整子区间和逼近
多项式次数.在数值算例中,通过与两种拟谱方法比较,所提出方法在精度和效率上都有更好的表现.
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An adaptive pseudospectral method for solving a class of weakly
discontinuous optimal control problems
QIN Ting-hua†

(School of Mathematics and Statistics，Chongqing Jiaotong University，Chongqing 400074，China)

Abstract: Aiming to the weakly discontinuous optimal control problems, an adaptive pseudospectral method is
proposed. Some point sequences divide the time interval into several subintervals. The control and state functions are
considered as piecewise continuous polynomials. On the foundation of the convergence of numerical solutions, it is
proved that the point sequences dividing the time interval can converge to the weakly discontinuous points. According to
the Cauchy convergence principle, the positions of the weakly discontinuous points can be estimated by the changes of
the foregoing point sequences, and therefore an error indicator is designed to adjust the subintervals and the degrees of
the approximating polynomials. Several examples are given to compare the proposed method with two pseudospectral
methods, and the results show that the accuracy and effectiveness of the proposed method outperform those of the other
two methods.
Keywords: optimal control problem；adaptive pseudospectral method；weakly discontinuous solution；nonlinear
programming

0 引 䀰

在科学与工程的各领域内存在大量的最优控

制问题,由于解析解通常难以找到,直接法和间接
法这两大类处理该问题的数值方法得到了很大发

展[1-2].间接法基于 Pontryagin极小值原理推导最优
控制的一阶最优必要条件,最优控制问题被转化为两
点边值问题求解.直接法将最优控制问题离散为非
线性规划问题,然后用非线性规划算法求解.已有大
量文献[3-7]介绍过这两种方法各自的优缺点和相关

应用背景.
拟谱方法是直接法的一种,相关最新的综述是文

献 [8-9].该方法对光滑问题具有指数收敛率[3],这是
一个显著优点. Chebyshev拟谱方法[10-11]是各种拟谱

方法[12]中常用的一种,本文方法在数值实验中将与
通常的Chebyshev拟谱方法比较精度和效率.
注意到不光滑点特别是间断点对拟谱方法收

敛率有不利影响[13],许多学者致力于开发各种自适
应方法来捕捉不光滑点以改善逼近效果.作为不光
滑点的一种,弱间断点[14]也不利于拟谱方法的快速

收敛.近年来,文献 [15-17]研究了弱间断最优控制问
题.文献 [15]利用人工观察已有数值解来寻找弱间
断点;文献 [16]利用相邻配置点的数值解导数值之差
来判断弱间断点位置;文献 [17]证明了离散问题的可
行性和收敛性.
文献 [16-17]讨论的是一般的弱间断问题,而本

文致力于捕捉触碰到约束界限的弱间断点.这类特
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殊的弱间断点在各领域的最优控制问题中大量出现,
原因是对状态和控制存在各种约束,例如:机械臂[18]

和化学反应[4]存在控制的上下界约束.
本文针对弱间断最优控制问题,提出一种自适应

拟谱方法.其主要思想是:利用数值解对最优解具有
的收敛性,找一个数列收敛到约束界限,在数值解等
于数列各元素时求根,从这些根中可以找到一个数列
收敛到这类弱间断点.文中证明了数列的收敛性,据
此只需构造误差指示量来度量根数列的收敛情况,这
种误差指示量具有简洁、便于计算的优点.

1 最优控制问题及其离散

1.1 问题描述

本文主要研究Bolza型最优控制问题 (问题B).
首先引入若干记号.令Mx,Mu,Me和Mh是正整数, a
和b是实数且a < b.问题B的形式如下:

min J [x,u] =

E(x(a),x(b)) +
w b

a
F (x(t), u(t))dt; (1)

s.t. ẋ(t) = f(x(t),u(t)), (2)

e(x(a),x(b)) = 0e, (3)

h(x(t),u(t)) ⩽ 0h. (4)

其中:x(t) = (x1(t), · · · , xMx
(t))T和u(t) = (u1(t),

· · · , uMu
(t))T分别是Mx个状态函数和Mu个控制函

数组成的列向量,x和u都是未知的; ẋ表示x关于其

自变量 t的导数; 0e = (0, · · · , 0)T ∈ RMe , 0h = (0,

· · · , 0)T ∈ RMh ;已知函数F : RMx ×RMu → R,E :

RMx × RMx → R,f : RMx × RMu → RMx , e :

RMx ×RMx → RMe和h : RMx ×RMu → RMh ,像
文献 [19]那样假设它们关于变元x和u连续可微;式
(4)中的不等号表示左端向量中的每个元素小于等于
右端向量中的相应元素.
本文中假设问题B存在唯一的最优解,由于考

虑的是弱间断问题,还假设ẋ和u在 [a, b]上连续.

1.2 问题离散

把区间 I = (a, b)分割为K个子区间 Ik =

(tk−1, tk), a = t0 < t1 < · · · < tK = b, Ī =
K∪

k=1

Īk.令M = (M1, · · · ,MK)是正整数组成的向

量,PMk
(Īk)是闭区间 Īk上不超过Mk次多项式组成

的空间, k = 1, 2, · · · ,K,令C(Ī)表示 Ī上连续函数

构成的空间.定义如下分段多项式空间:

V K
M = {y ∈ C(Ī) : y|Īk ∈ PMk

(Īk), k = 1, 2, · · · ,K}.

在每个闭区间 Īk = [tk−1, tk]内,离散问题用Mk +

1个Chebyshev-Gauss-Lobatto(CGL)点[10-11]作为配置

点,记为{tMk
0 , · · · , tMk

Mk
}.对于任意整数n ⩾ 1和n维

列向量v ∈ Rn, ∥v∥∞表示最大模.
类似于拟谱方法离散最优控制问题,可以把问题

B(1)∼ (4)离散为一个非线性规划问题,即如下形式
的离散问题BM (δ):

min JM (xM ,uM ) =

E(xM (tM1
0 ),xM (tMK

MK
)) +

K∑
k=1

tk − tk−1

2
×

Mk∑
n=0

F (xM (tMk
n ),uM (tMk

n ))ωMk
n . (5)

s.t. ∥f(xM (tMk
n ),uM (tMk

n ))− ẋM (tMk
n )∥∞ ⩽ δ,

n = 1, 2, · · · ,Mk − 1, k = 1, 2, · · · ,K; (6)

∥f(xM (tk−1),u
M (tk−1))− ẋM (t+k−1)∥∞ ⩽ δ,

k = 1, 2, · · · ,K; (7)

∥f(xM (tk),u
M (tk))− ẋM (t−k )∥∞ ⩽ δ;

k = 1, 2, · · · ,K; (8)

∥e(xM (tM1
0 ),xM (tMK

MK
))∥∞ ⩽ δ; (9)

h(xM (tMk
n ),uM (tMk

n )) ⩽ δ · 1h;

n = 0, 1, · · · ,Mk, k = 1, 2, · · · ,K. (10)

其中

xM (t) = (xM
1 (t), · · · , xM

Mx
(t))T;

uM (t) = (uM
1 (t), · · · , uM

Mu
(t))T;

xM
i (t) ∈ V K

M , i = 1, 2, · · · ,Mx;

uM
j (t) ∈ V K

M , j = 1, 2, · · · ,Mu.

ẋM (t−k )和 ẋM (t+k−1)为相应导函数的左右极限, 1h

= (1, · · · , 1)T ∈RMh , δ > 0是为使离散问题BM (δ)

具有可行性而加入的参数,文献 [17]的定理 5.3.1有
该参数表达式. {ωMk

0 , · · · , ωMk

Mk
}是 Clenshaw-Curtis

求积公式[20-21]积分权,用于在 Īk = [tk−1, tk]积分.
因为弱间断问题要求 ẋ在 Ī连续,由空间V K

M的

定义知,xM在各个内分点 {t1, · · · , tK−1}上导数可
能不存在,所以问题BM (δ)中用式 (7)和 (8)对xM在

内分点上的左右导数进行了约束.

2 理论结果

离散问题BM (δ)的可行性参见文献 [17]的定理
5.3.1及其证明,收敛性参见本文定理1或文献 [17]的
定理5.4.1及其证明.下文的假设1是文献 [17]的假设
5.4.1,离散问题BM (δ)的收敛性需要该假设,它与假
设2和定理2构成本文算法的理论基础.
为了论述方便,引入一些记号. C[a, b]表示 [a, b]

上连续函数构成的空间,对于 ∀f(t) ∈ C[a, b],令
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∥f(t)∥∞ = max
a⩽t⩽b

|f(t)|,N表示自然数集.

假设1 对于∀j ∈ N ,存在向量Mj = (M1,j ,

· · · ,MK,j)满足Mk,j ∈ N和 lim
j→∞

Mk,j = +∞, k =

1, 2, · · · ,K,且Mj 的每个元素都足够大;问题序列
{BMj (δ)}∞j=1有最优解序列{(xMj (t),uMj (t))}∞j=1,
而且 {(xMj (a), ẋMj (t), uMj (t))}∞j=1 以 (x∞

0 , q(t),

u∞(t))为一致收敛的极限,其中q(t)和u∞(t)都属于

C[a, b].
定理 1 如果假设 1成立,则u∞(t)和x∞(t) =w t

a
q(τ)dτ + x∞

0 是问题B的最优解.
文献[17]的定理5.4.1已证明本文定理1.
对于问题B约束条件 (4)的向量函数 h(x(t),

u(t)),令hi(x(t),u(t))表示其第 i个分量, i = 1, 2,

· · · ,Mh,又令h∞
i (t) = hi(x

∞(t),u∞(t)),不难看出
h∞
i (t) ∈ C[a, b];对于离散问题BM (δ), 令hM

i (t) =

hi(x
M (t),uM (t)).
假设2 在问题B的{h∞

1 (t), · · · , h∞
Mh

(t)}中,至
少存在一个h∞

i (t)和相应的两个集合Si
0和Si

1满足

h∞
i (t)

< ci, t ∈ Si
0;

= ci, t ∈ Si
1;

Si
0

∪
Si
1 = [a, b], Si

0

∩
Si
1 = ∅, Si

0 ̸= ∅, Si
1 ̸= ∅.

其中ci为已知常数, i ∈ {1, 2, · · · ,Mh}.
假设2的用处在于,根据最优解情况下约束条件

(4)是否触碰约束界限,时间区间 [a, b]被分为两类子

区间Si
0和Si

1.这两类子区间的交界点很可能是弱间
断点,本文的算法正是要捕捉这类弱间断点.
定理2 在假设1和假设2成立的情况下,设 t∞i

为一个常数,如果数列{cj,i}∞j=1和{tj,i}∞j=1满足

tj,i ∈ [a, b], ∀j ∈ N, (11)

t∞i = lim
j→∞

tj,i, (12)

cj,i = h
Mj

i (tj,i), ∀j ∈ N, (13)

ci = lim
j→∞

cj,i, (14)

|cj,i − ci| > ∥hMj

i (t)− h∞
i (t)∥∞, ∀j ∈ N, (15)

则有t∞i ∈ Si
0

∩
Si
1,其中Si

0为Si
0的闭包.

证明 先用反证法证明

tj,i /∈ Si
1, ∀j ∈ N. (16)

假设∃j ∈ N使得tj,i ∈ Si
1,则由假设2可知

h∞
i (tj,i) = ci, (17)

于是,由式(17)、(13)和(11)知

|cj,i − ci| = |hMj

i (tj,i)− h∞
i (tj,i)| ⩽

∥hMj

i (t)− h∞
i (t)∥∞,

这与式(15)矛盾,所以得证(16).
由式(11)、(16)和假设2可知

tj,i ∈ Si
0, ∀j ∈ N, (18)

由式(12)和(18)知

t∞i ∈ Si
0. (19)

注意到假设 1中已经假设 {uMj (t)}∞j=1在 [a, b]

一致收敛于u∞(t).由定理 1不难看出 {xMj (t)}∞j=1

也一致收敛于x∞(t),因为1.1节已经像文献[19]那样
假设问题B最优解唯一且h(x(t),u(t))关于变元x

和u连续可微,所以易证序列{hMj

i (t)}∞j=1在 [a, b]上

一致收敛于假设2中的h∞
i (t) ∈ C[a, b].

由式(12)∼ (14)和上述一致收敛的结论可知

ci = lim
j→∞

cj,i = lim
j→∞

h
Mj

i (tj,i) = h∞
i (t∞i ). (20)

由式(11)和(12)知

t∞i ∈ [a, b], (21)

再由式(20)、(21)和假设2知

t∞i ∈ Si
1, (22)

进而,由式(19)、(22)、假设2知t∞i ∈ Si
0

∩
Si
1. 2

3 误差指示量和算法

注意到解的一些弱间断点可能是由问题B的约

束条件 (4)造成的,弱间断点很可能出现在式 (4)中某
个分量h∞

i (t) < 0和h∞
i (t) = 0这两个区域的交界

点上.定理 2表明,可以通过数列 {cj,i}∞j=1来找到数

列{tj,i}∞j=1,随着数列{tj,i}∞j=1收敛到两个区域的交

界点 t∞i ,离散问题BM (δ)的一些网格点可以被设置

在弱间断点 t∞i 或在该点附近,这有利于提高数值解
精度.
定义1 当L、K ∈ N且K ⩾ L ⩾ 2时,对于网格

a = t0 < t1 < · · · < tK = b和a = t′0 < t′1 < · · · <
t′L = b,令ηi = min{|t′i − t1|, · · · , |t′i − tK−1|}, i =

1, 2, · · · , L − 1,称EI= max{η1, · · · , ηL−1}为误差指
示量.
考虑柯西收敛原理,后边算法1的Step 5用误差

指示量EI(j +1)度量两套网格点彼此的某种距离,观
察该距离可以间接判断网格点是否收敛到弱间断点.
由于很难从定理2的条件 (13)解出tj,i的值,后边

算法1的Step 4用满足

0 < h
Mj

i (t)− cj,i < θ(0− cj,i) (23)

的配置点 (CGL点)来近似 tj,i,由此得到新的网格点,
这会赋予算法1网格自适应加密的能力.
算法1的Step 4用h

Mj

i (t) > cj,i判断网格类型,
把网格分为接近和远离约束上限0这两类.由假设2
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知,定理2找到的弱间断点很可能是不同类型相邻网
格的公共点,所以同类型相邻网格被合并,这赋予算
法1网格自适应稀疏的能力.
除了上述内容外,定理2的其余部分也各有用处,

其中式 (11)、(12)和 (14)的用处比较直观,已在算法
1中直接或间接体现.需要特别说明的是式 (15),因
为需要精确的最优解u∞(t)和x∞(t)才能得到 s(15)
中的h∞

i ,所以算法1没有直接涉及 (15).但是,由于定
理2的假设1已经确保了收敛性 (见定理1),这使得式
(15)的右端满足 lim

j→+∞
∥hMj

i − h∞
i ∥∞ = 0,虽然无法

在算法1中验证,但(15)却是有可能成立的.
算法1
Step 1:选定Nmin、δ、θ和Tol.设置 j = 1,K =

1,Mj = Nmin.求解问题BMj (δ)得到数值解和目标

值J(j).记h
Mj

i (t)在各配置点 (CGL点)上最大最小
值的平均值为cj,i, i = 1, 2, · · · ,Mh.

Step 2:储存问题BMj (δ)的网格点{t0, · · · , tK}.
Step 3:设置cj,i = 0.5cj,i, i = 1, 2, · · · ,Mh.
Step 4:对于 i = 1, 2, · · · ,Mh,适当增加CGL点,

找出满足式 (23)的CGL点为新增网格点.用原数值
解在每个网格内Nmin + 1个CGL点的值,得到加密
后的参考解.
对于 i = 1, 2, · · · ,Mh,用参考解形成 h

Mj

i (t),
各网格内Nmin + 1个CGL点中,按照是否过半满足
h
Mj

i (t) > cj,i分为两类.设置EI(j + 1) = +∞.如
果每对相邻网格都存在i ∈ {1, 2, · · · ,Mh}使之异类,
则转Step 6.

Step 5:相邻的几个网格对于∀i ∈ {1, 2, · · · ,Mh}
如果都同类,则合并为一个.如果合并后只剩一个网
格,则取消Step 5已做的工作并转Step 6.利用参考解
在每个网格内Nmin+1个CGL点的值,得到稀疏后的
参考解.如果Step 2只有一个网格,则转Step 6.
根据定义 1,用当前网格和Step 2的网格计算误

差指示量EI(j + 1).如果EI(j + 1) = 0,则取消Step 4
和Step 5已做的工作,转Step 3.

Step 6:设置 j = j + 1,以参考解为初始猜测,每
个网格内用2Nmin +1个CGL点形成新问题BMj (δ),
解得数值解和目标值J(j).如果EI(j) ⩾ Tol,则转
Step 2;否则,刚才得到的即为最终数值解,程序停止.

4 数值算例

本节使用算法1求解两个弱间断最优控制问题,
以验证所提出的算法的精度和效率.所有问题都在
Matlab6.5环境下编程,并在同一台PC机上计算.为
了对比,对常用的Chebyshev拟谱方法离散产生的问

题即K = 1时的问题BM (δ)进行计算,文献 [16-17]
提供了处理弱间断最优控制问题的自适应拟谱方法

Matlab程序,该程序的试算结果也用于对比优劣.所
有离散问题都用SNOPT[22]求解,为了加快计算速度,
所有计算都采用文献[19]中提及的快速变换.
例1 考虑一个有解析解的最优控制问题[23]

min J =
w 2

0
(u2(t) + 3u(t)− 2x(t))dt;

s.t. ẋ(t) = x(t) + u(t), x(0) = 5, 0 ⩽ u(t) ⩽ 2.

由文献[23]知,弱间断点是t = 2− ln 4.5和t =

2− ln 2.5,最优目标值为

J∗ =

59 + 14 ln 2− (81/2) ln 3 + (25/4) ln 5− 14e2 ≈

− 69.177 535 595 535 176.

为了利用算法1计算例1,设置参数Nmin = 16,
δ = 0, θ = 0.25和Tol = 0.007.图1和图2给出了表1
中j = 3和j = 7两行数据对应的u(t)数值解,两幅图
都是3个网格,都用“◦”、“+”和“◦”分别画出3个
网格各自的CGL点.对比图1和图2的记号“+”可以
看出网格变化.由图2知,自适应算法1最终把不同子
区间的交界点(网格点)设置在两个弱间断点附近.
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图 1 表1中j = 3时对应的u(t)数值解
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图 2 表1中j = 7时对应的u(t)数值解

表1列出了算法1历次解离散问题BMj (δ)的情

况,表中相关数据按照误差指示量EI(j)从小到大排
列.可以看出,随着误差指示量EI(j)减小,数值解的
目标值相对误差显示出减小的趋势.表2列出了常用
的Chebyshev拟谱方法在一个网格时的数值解.
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表 1 算法1解例1的结果

BMj (δ) 目标值相对误差
|J∗ − J(j)|

|J∗|
时间/s 误差指示量EI(j)

j = 7 1.974 2 × 10−10 15.0 6.835 5×10−3

j = 6 2.000 3 × 10−9 13.5 1.142 0×10−2

j = 5 7.133 4 × 10−9 11.8 2.068 4×10−2

j = 3 3.648 9 × 10−8 8.4 3.992 8×10−2

j = 4 1.597 0 × 10−9 10.0 4.844 4×10−2

j = 1 4.214 5 × 10−4 0.4 无定义

j = 2 3.253 7 × 10−8 6.1 +∞

表 2 Chebyshev拟谱方法解例1的结果

CGL点数(M + 1) 目标值相对误差
|J∗ − JM |

|J∗|
时间/s

9 4.214 5 × 10−4 0.20
17 5.539 7 × 10−6 0.30
33 5.111 8 × 10−7 0.69
65 4.239 4 × 10−7 3.69
129 3.868 8 × 10−9 19.59
257 2.578 8 × 10−10 49.16

表3给出了3种方法求解的结果.由表3可知,本
文算法1在时间和精度上都明显优于另外两种方法,
其中文献 [17]方法的计算时间是由秦廷华[16-17]提供

的Matlab程序试算得出.

表 3 3种方法解例1的结果

数据来源 目标值相对误差
|J∗ − JM |

|J∗|
时间/s

表1(本文算法1) 1.974 2 × 10−10 15
表2(Chebyshev拟谱法) 2.578 8 × 10−10 49. 16
文献 [17]的表5.6.6 2.981 0 × 10−8 —
文献 [17]提供程序算出 2.981 0 × 10−8 120

例2 考虑一个航天器最优控制问题[16-17]

min J =
1

2

w 100

0
(u2

1(t) + u2
2(t) + u2

3(t))dt;

s.t.
ω̇1(t) = (−(I3 − I2)ω2(t)ω3(t) + u1(t))/I1,

ω̇2(t) = (−(I1 − I3)ω1(t)ω3(t) + u2(t))/I2,

ω̇3(t) = (−(I2 − I1)ω1(t)ω2(t) + u3(t))/I3,

ω1(t)− (5× 10−6t2 − 5× 10−4t+ 0.016) ⩽ 0,

[ω1(0), ω2(0), ω3(0)] = [0.01, 0.005, 0.001] rad/s,
ω1(100) = ω2(100) = ω3(100) = 0 rad/s.

其中: [I1, I2, I3] = [86.24, 85.07, 113.59] kg·m2;ω1,
ω2, ω3是状态函数;u1,u2,u3是控制函数.
为了利用算法1计算例2,设置参数Nmin = 4, δ

= 0, θ = 0.25和Tol = 0.35.图 3和图 4给出了表
4中 j = 4和 j = 8两行数据对应的数值解,两幅图
都是 3个网格,其中第 2个网格都用“+”标出CGL
点.对比图3和图4的记号“+”可以看出网格的变化
情况.从图4不难看出,自适应算法1最终的确把不同
子区间的交界点 (网格点)设置在可能存在弱间断点

的t = 40附近.
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图 3 表4中j = 4时对应的数值解
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图 4 表4中j = 8时对应的数值解

表 4 算法1解例2的结果

BMj (δ) 数值解目标值J(j) 时间/s 误差指示量EI(j)

j = 8 0.005 308 466 873 730 63.9 1.026 7
j = 7 0.005 308 574 816 844 55.8 2.460 1
j = 6 0.005 307 858 856 258 48.7 3.182 6
j = 5 0.005 305 782 732 905 42.3 4.117 1
j = 4 0.005 304 818 116 767 32.3 5.326 0
j = 3 0.005 308 178 375 449 23.1 6.890 0
j = 1 0.005 029 698 365 104 1.1 无定义

j = 2 0.005 313 026 357 211 13.2 +∞

表 5 Chebyshev拟谱方法解例2的结果

CGL点数(M + 1) 数值解目标值JM 时间/s

5 0.005 029 698 365 1 1.04
9 0.005 162 044 306 0 1.89
17 0.005 306 751 784 0 3.56
33 0.005 307 893 020 6 10.25
65 0.005 308 533 834 0 35.73
129 0.005 308 453 141 4 141.80

表 6 3种方法解例2的结果

数据来源 CGL点数 目标值 时间/s

表4(本文算法1) 25 0.00 530 847 63.9
表5(Chebyshev拟谱法) 129 0.005 308 45 141.80
文献 [17]的表5.6.15 86 0.005 308 44 —
文献 [17]提供程序算出 86 0.005 308 43 243.59

表4是算法1历次解离散问题BMj (δ)的情况,其
中数据按误差指示量EI(j)从小到大排列.表5是常
用的Chebyshev拟谱方法在一个网格时的数值解.由
于无解析解,只能对比目标值.由表6可知,在目标值
大致相同的情况下,本文算法 1用的计算时间明显
少于另外两种方法,其中文献 [17]方法的计算时间
(243.59 s)是由秦廷华等[16-17]提供的Matlab程序试算
得出.需要注意的是,表6最后两行目标值存在细微
差异,这是由于作者使用的电脑不同造成的.
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5 结 论

针对拟谱方法对弱间断解收敛速度慢这一问题,
本文提出了捕捉最优控制问题一类弱间断点的方法,
证明了该方法在一些假设条件下能找出以弱间断点

为极限的点序列.本文的自适应拟谱方法据此可以
调整网格和配置点.数值实验表明,在计算时间和解
的精度这两方面,本文的自适应拟谱方法明显优于常
用的Chebyshev拟谱方法和文献 [16-17]的自适应算
法.
尽管本文方法是基于Chebyshev拟谱方法设计

的,但是用本文理论成果也可为其他常用方法 (例如
Legendre拟谱方法和Gauss拟谱方法)设计相应的自
适应算法,从而提高其解弱间断问题的效率和精度.
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