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语言迭代算子及其在多准则中的应用
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(辽宁工程技术大学公共管理与法学院，辽宁阜新 123000)

摘 要: 针对语言集结算子不能反映变量集结的离散程度问题,提出语言均值迭代算子.首先,通过定义证明该
算子具有单调性、有界性和幂等性;然后,发现均值迭代算子在锚定集上的取值为一随机变量,在锚定集上能够测
量算子集结的离散程度和集中程度;最后,在多准则的实际应用中,给出由均值迭代算子构造的应用公式和操作步
骤. 通过实例分析,说明了以往语言集结算子的局限性以及所提出算子的有效性.
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Mean iterative operator for linguistic and application during multi criteria
determination
YUE Li-zhu†, LI Liang-qiong

(School of Public Administration and Law，Liaoning Technical University，Fuxin 123000，China)

Abstract: For the problem that the lingnistic aggregation operater can’t reflect degree of dispersion about variable, the
linguistic mean iterative operator is presonted. Firstly, it is proven that the operator is monotonic, bounded, idempotent
by definition. Then, it is discovered that the value of mean iterative operator on the set of thd anchor is random. It can be
measured that the degree of central tendency and dispersion of index polymerization on the set of the anchor. Ffinally, in
the practical application of the multi criteria determination, the application formula and the operation steps are given by
using the mean iteration operator. The limitations of the previous language aggregation operators and the effectiveness of
the proposed operators are illustrated by an example.
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0 ᕅ 言

自美国学者Yager[1]提出了有序加权平均算子

(OWA)以来,集结算子已经成为多准则决策领域的重
要研究对象.随着研究的深入,人们发现应用语言算
子能够更好地处理情境复杂、非结构化问题,能兼顾
专业人士与非专业人士的背景,更易于决策者与参与
者之间互动.因此,语言算子研究迅速发展,并得到了
广泛应用[2-3].
至今,学者们提出了很多语言集结算子, Xu等[4]

将这些集结算子划分为 5类: 1)基于线性序的语言
值聚合算子,例如语言加权均值算子[3]; 2)基于扩展
原理的语言值聚合算子,例如语言值加权OWA算
子[5]; 3)基于二元语言表示模型的语言值聚合算子,
例如二元语言OWA算子[6]; 4)直接处理语言值的语
言值聚合算子,例如直觉不确定语言的 Choque加

权算术平均算子 (IULCWA)和直觉不确定语言的
Choquet加权几何平均算子 (IULCGM)[7]、诱导的不

确定的语言值OWA算子[8]; 5)基于符号的语言值聚
合算子[9].以上5类算子从不同角度揭示语言集结的
特征,并从各自视角给出了集结方法.
从研究的进程上看,围绕各类经典算子,广义语

言算子被相继提出. Yager[10]推广了OWA算子,提出
了广义有序加权算子 (GOWA),在此基础上, Merigó
等[11]给出了语言广义有序加权算子 (LGOWA).徐泽
水[12]在诱导有序加权算子 (IOWA)的基础上,提出
了广义诱导语言有序加权 (GILOWA)算子; Li等[13]

运用二元语言模型,提出了二元语义诱导广义有序
加权平均距离 (2LIGOWAD)算子.在广义混合平均
(GHA)算子的基础上, Merigó等[14]又提出了模糊广

义混合平均 (FGHA)算子.与此相关, Liu[15]应用直
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接模糊集提出了直觉语言混合加权广义相关集结

(ILGDHWA)算子.沿袭经典幂 (PA)算子, Zhou等[16]

界定了广义幂 (GPA)算子的概念,进一步提出了语言
广义幂平均 (LGPA)算子.各类广义语言算子的出现,
标志着对经典算子的语言拓展趋于成熟.
现有的语言集结算子,测量语言变量的集中趋

势,但在实际决策中,经常需要变量集结的离散程度
信息.首先,缺少离散信息会导致判断错误.例如,我
国空气质量指标由6类污染物指标构成,且各类污染
物对应同一语言标度,假设A城市所有指标取值为
“良”, B城市有一个指标取值为“重度污染”,当平
均水平相同时,两个城市空气对人体的影响一样么？
显然B城市的对人体的危害大于A城市 (各类污染
物对人体的危害是不能相互补偿的).其次,集结的离
散指标能够提供独特的决策信息.例如,语言变量表
示专家评价水平,离散程度越大,表示专家分歧程度
越高;语言变量表示获利水平,离散程度越大,越表明
存在着较大的获利不确定性.鉴于离散信息的重要
作用, Gagolewski[17]研究了经典算子集结的离散程

度.因为该文针对的是连续型变量,语言变量属于序
数型,所以不能将其直接移植到语言集结算子之中.
因此,本文围绕语言变量的序数运算特征构造集结算
子,研究测量离散趋势的方法.

1 语言均值迭代算子

1.1 语言标度及其运算法则

目前,应用最为广泛的语言标度如下 [12]：

S = {sα|α = 0, 1, · · · , k},

其中sα表示语言术语.特别地, s0和sk分别表示评估

标度中语言术语的下限和上限,且满足下列条件:
1)若α > β,则sα > sβ;
2)存在负算子neg(sα) = sβ ,使得α+ β = k.
为了避免决策信息的丢失,需在原语言评估标度

S的基础上定义一个拓展标度

S = {sα|α ∈ [0, q]},

其中q ⩾ k是一个充分大的正数.若sα ∈ S,则称sα

为本原术语;否则,称 sα为拓展术语或虚拟术语
[12].

对上述语言标度有如下运算法则:
定义1 [15] 设sα, sβ ∈ S,则:
1) sα ⊕ sβ = sβ ⊕ sα = sα+β;
2)λsα = sλα.

1.2 语言均值迭代算子定义

Tao等[18]认为,定义1给出的语言标度运算存在
运算结果与逻辑解释不符、加法运算不封闭两个

缺陷.语言标度属于序数型数据,不符合加减运算规
则.语言变量虽不能加减,但可以计算两个语言变量
的中间状态.例如, s1 =差, s2 =中, s3 =良, s1和s3

相加无意义,但可以记二者的中间状态为s2.为此,构
造如下集结算子:
定义2 设I : S

m → S,若

I(a1, · · · , ai) = I(I(a1, · · · , ai−1), ai), (1)

其中I(a1, a2) = (a1 ⊕ a2)/2, i = 3, 4, · · · ,m.则称I

为均值迭代算子.
值得注意,式 (1)是从向量左侧开始计算的.例

如,给定语言向量 (s3, s1, s2, s3),首先计算最左侧两
个指标的均值 I(s3, s1) = (s3 ⊕ s1)/2 = s2,之后
计算 I(s3, s1, s2) = I(I(s3, s1), s2) = I(s2, s2) =

s2,直至得到 I(s3, s1, s2, s3) = I(I(s3, s1, s2), s3) =

I(s2, s3) = s2.5.
定理1 设 (sa1

, sa2
, · · · , sam

) ∈ S
m,则迭代均

值算子I(sa1
, sa2

, · · · , sam
) = sθ,其中

θ =
1

2m−1
[(a1 + a2) + 2a3 + · · ·+ 2m−2am]. (2)

证明 对于 {s1, s2, · · · , sm},元素 si与其下标 i

之间存在严格单调关系,语言变量的运算等价变量
下标的运算,即令 f(a1, a2, · · · , am) = f(f(a1, a2,

· · · , am−1), am),且f(a1, a2) = (a1 + a2)/2,只需证
明f(a1, a2, · · · , am) = θ.
由f(f(a1, · · · , am−1), am) = (f(a1, · · · , am−1)+

am)/2,整理得

2f(a1, a2, · · · , ak) = f(a1, a2, · · · , ak−1) + ak. (3)

将式(3)两端乘以不同的常数,分别得

2 · 2k−2f(a1, a2, · · · , ak) =

2k−2f(a1, a2, · · · , ak−1) + 2k−2ak, k = 2, 3, · · · ,m.

将如上m − 1个展开式左右两端相加,可消去
f(a1, a2, · · · , ak−1), k = 2, 3, · · · ,m − 1,于是整理得
到2m−1f(a1, a2, · · · , am) = a1 + a2 + 2a3 + · · · +
2m−2am.证f(a1, a2, · · · , am) = θ,即式(2)成立. 2
1.3 语言均值迭代算子性质

定义3 [17] 令L = [a, b],A : Lm → L是一个集结

函数,若满足:对于每个变量是单调增的,即对x, x
′ ∈

Lm,若x ⪯ x
′
(∀i, xi ⩽ x

′

i),则有A(x) ⩽ A(x
′
),且边

界条件满足: inf
x∈Lm

A(x) = infL, sup
x∈Lm

A(x) = supL.

定理2 设A = (sa1
, · · · , sam

), B = (sb1 , · · · ,
sbm) ∈ S

m,均值迭代算子I(·)有如下性质:
1)幂等性.若各分类相同,即(sa, · · · , sa) ∈ S

m,
则I(sa, · · · , sa) = sa.

2)单调性.若A ⩽ B,则 I(sa1
, sa1

, · · · , sam
) ⩽
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I(sb1 , sb2 , · · · , sbm).
3)有界性. min{sa1

, sa2
, · · · , sam

}⩽I(sa1
, sa2

, · · · ,
sam

) ⩽ max{sa1
, sa2

, · · · , sam
}.

证明 不失一般性,设S = [l, u].当ai = x, i =

1, 2, · · · ,m时,由定理1可知, θ =
1

2m−1
(x+ x+2x+

· · ·+ 2m−2x) = x,幂等性成立.若A ⩽ B,则由定理1
可知

I(sb1 , sb2 , · · · , sbm)− I(sa1
, sa2

, · · · , sam
) = sα.

其中

α =
1

2m−1
(∆1 +∆2) + 2∆3 + · · ·+ 2m−2∆m,

∆i = bi − ai, i = 1, 2, · · · ,m.

因为对任意∆i = bi − ai ⩾ 0,有α ⩾ 0,故
单调性成立.由A ∈ S

m
可知, (sl, sl, · · · , sl) ⩽ A ⩽

(su, su, · · · , su);由单调性可知, I(sl, sl, · · · , sl) ⩽
I(A) ⩽ I(su, su, · · · , su);由幂等性可知, I(sl, sl, · · · ,
sl) = sl, I(su, su, · · · , su) = su,故有界性成立. 2

由定理2不难验证,均值迭代算子 I满足定义3,
即为一集结函数.

2 语言变量集结离散程度测量

2.1 锚定集

不难验证,均值迭代算子不满足交换性,即不同
的位置交换,可能会出现不同的结果.
由数集 {1, 2, · · · ,m}共得到m!个全排列,将每

个排列表示为一个m维向量,总共可以得到m!个向

量,其全体记为 τ = {τ1, τ2, · · · , τm!},其中 τi表示由

排列生成的一个m维向量.称 τ 为锚定集,τi为锚定
向量.

2.2 集结的均值与标准差

设A = (sa1
, sa2

, · · · , sam
),映射φ : A → {1, 2,

· · · ,m},若x, y ∈ A,x ⪯ y,有φ(x) ⩽ φ(y) ,则称φ是

保序映射.若φ为保序的双射,且φ(x) ⩽ φ(y) ⇒ x ⪯
y,则称φ为同构映射[19].
例如,设A = (s3, s1, s2, s5), τi = (4, 2, 1, 3) ∈ τ,

φ为同构映射,则φ−1
A (τi) = (φ−1

A (4), φ−1
A (2), φ−1

A (1),

φ−1
A (3)) = (s5, s2, s1, s3).
定理3 设A = (sa1

, sa2
, · · · , sam

) ∈ S
m, τ为锚

定集,φ为A的同构函数,则有

1

m!

m!∑
i=1

I(φ−1
A (τi)) = s(a1+a2+···+am)/m. (4)

证明 对于任意 τi = (τi1, τi2, · · · , τim), τj =

(τj1, τi2, · · · , τjm) ∈ τ ,由定理1可知

I(φ−1
A (τi)) + I(φ−1

A (τj)) =

1

2m−1
[(φ−1

A (τi1) + φ−1
A (τj1) + φ−1

A (τi2)+

φ−1
A (τj2)) + 2(φ−1

A (τi3) + φ−1
A (τj3)) + · · ·+

2m−2(φ−1
A (τim) + φ−1

A (τjm))].

进一步,可得
m!∑
t=1

I(φ−1
A (τt)) =

1

2m−1

[( m!∑
t=1

φ−1
A (τt1) +

m!∑
i=1

φ−1
A (τt2)

)
+

2
m!∑
t=1

φ−1
A (τt3) + · · ·+ 2m−2

m!∑
t=1

φ−1
A (τtm)

]
.

由锚定集概念可知,共有m!个锚定向量.由于
任意分量被“分配”到每个位置的概率是等同的,即
1/m,集合中每个元素在任意位置上出现的总次数为
m!× 1/m = (m− 1)!,故

m!∑
t=1

φ−1
A (τtk) =

(m− 1)!sa1+a2+···+sm = m!s(a1+a2+···+sm)/m,

k = 1, 2, · · · ,m.

进一步整理,有
m!∑
t=1

IMO(φ−1
A (τt)) =

m!s(a1+a2+···+sm)/m

2m−1
(1 + 1 + 2 + 22 + · · ·+ 2m−2) =

m!s(a1+a2+···+sm)/m.

上式两端同除以m�,得式(4). 2
由定理3可知,均值迭代算子在锚定集上的概率

分布的均值等于语言标度的算术平均值.在锚定集
上可构造均值迭代算子的标准差σ(A)来测量算子集

结的离散程度.其中

σ(A) =

√√√√ 1

m!

m!∑
i=1

[
IMO(φ−1

A (τi))− s(a1+···+am)/m

]2
.

(5)

3 语言均值迭代算子的决策应用

标准差σ(A)为决策提供了有用信息,但随之而
来,通过聚集指标和离散指标 (例如标准差)无法对方
案进行排序便成为应用中的一个困扰.比如A方案
的均值优于B方案、标准差劣于B方案,二者如何进
行比较?因此,在锚定集基础上设计方案的比较方法.

3.1 比较公式与矩阵

称 sig(x)为示性函数,即 sig:R → {0, 0.5, 1},且
满足
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sig(x) =


0, x < 0;

0.5, x = 0;

1, x > 0.

定义4 设A = {sa1
, sa2

, · · · , sam
},B = {sb1 ,

sb2 , · · · , sbm} ∈ S
m, τ为锚定集,若

P (A ⩾ B) =
1

m!

m!∑
i=1

sig[I(φ−1
A (τi))− I(φ−1

B (τi))],

(6)

则称P (A ⩾ B)(简记PAB)为A优于B的优势度.
易知0 ⩽ PAB ⩽ 1,若PAB = 0.5,则称A与B是

无差异的;若PAB = 1,则表明A完全优于B,数值越
大表明A优于B的程度越高.
对于 n个决策方案,根据式 (8)得到比较矩阵

P = (Pij)n×n,不难验证P为一模糊关系矩阵,可以
采用文献[20]给出的比较公式,即

P (xi) =
1

n− 1

n∑
j=1,j ̸=i

P (xi ⩾ xj). (7)

在此基础上,构造细化比较方法,即令

Pλ(xi) =
1

n− 1

n∑
j=1,j ̸=i

Pλ(xi ⩾ xj), (8)

其中

P λ
ij =

1, Pij ⩾ λ;

0, Pij < λ.

3.2 操作步骤

Step 1: 语言变量的等权化处理.将初始语言变
量乘以相应权重,得到新的等权的语言变量A.

Step 2:计算语言向量A在锚定集上的取值.利用
式 (4)得到集结均值,应用式 (5)得到集结标准差 (标
准差要结合情境特征进行解读).

Step 3:根据式(6)得到比较矩阵P = (Pij)n×n.
Step 4:对不同优势度水平,即λ ∈ [0.5, 1]取不同

值时,应用式(8)计算各方案的优势总值.

4 实例应用

实例来源于文献 [18].现今,对葡萄酒的评价,由
于尚不存在具体的理化标准进行评估,更多的还是依
赖于专业品酒师的主观评价.针对葡萄酒的评价,著
名的葡萄酒作家兼评论家罗伯特帕克 (Robert Parker)
给出了评价葡萄酒的 4类指标:颜色与外观 (C&A)、
气味与芳香 (A&B)、味道与回味 (F&F)以及综合质
量水平 (OQL), 4个指标的权重信息为w = (0.1, 0.3,

0.4, 0.2).
设专业品酒师依据下列语言术语集进行评价:S

= {s1 =不可接受的, s2 =低于平均水平的, s3 =低

于平均水平的, s4 =中等的, s5 =高于平均水平的, s6
=高品质的, s7 =顶级水平的}.现有编号为A1 ∼ A5

的5种品牌的葡萄酒,表1给出了专业品酒师的评价
结果.

表 1 原始数据

编号 C＆A A＆B F＆F OQL

A1 s5.2 s3.3 s2.1 s5.8

A2 s2.4 s4.8 s3.3 s5.1

A3 s5.9 s2.1 s5.2 s3.3

A4 s5.1 s5.7 s6.8 s2.4

A5 s3.7 s1.4 s4.5 s4.9

Step 1:获取指标等化指标.由表1和权重向量,即
sbij = ωj ⊗ saij

,得到各方案对应的语言向量分别为

A1 = (s0.52, s0.99, s0.82, s1.16),

A2 = (s0.24, s1.44, s1.32, s1.02),

A3 = (s0.59, s0.63, s2.08, s0.66),

A4 = (s0.51, s1.71, s2.72, s0.48),

A5 = (s0.37, s0.42, s1.68, s0.98).

Step 2:利用式 (4)和 (5)得到方案A1 ∼ A5的值

对 (均值,标准差)依次分别为 (0.876,0.089)、 (0.996,
0.163)、(0.991,0.227)、(1.329,0.336)和 (0.874,0.196). 5
个方案中A4平均水平和标准差明显高于其他4个方
案,均值最大,说明A4各评价要素整体水平最优,标
准差最大,说明该产品特色突出.方案中A1均值较

小、标准差最小,说明该产品特色不鲜明.
Step 3:由式(6)计算得到比较矩阵

P =



0.500 0.208 0.292 0 0.542

0.792 0.500 0.458 0 0.792

0.708 0.542 0.500 0 0.750

1 1 1 0.500 1

0.458 0.208 0.250 0 0.500


. (9)

Step 4:λ ∈ [0.5, 1]取不同值时,应用式 (8)计算各
方案的优势总值,得到图1.
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图 1 不同阈值下的方案取值

从图1可以观察到,方案A4最好,明显优于其他
方案.整体上看,A1与A5水平较为接近,A2与A3水
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平较为接近.当λ ∈ (0.5, 0.542)时,有A4 ≻ A3 ≻ A2

≻ A1 ≻ A5,这与Wan[21]结果是一致的,当λ ∈ [0.542,

1]时,有A4 ≻ A2 ≻ A3 ≻ A1 ≻ A5,与文献 [18]结果
一致.
那么,文献 [18]和文献 [21]哪个结果更好？实际

上两者都不够好,虽然体现为精确排序,但排序的稳
定性较差.随着排序优势度的增加,方案间排序随机
性在下降.随着排序把握程度的增加,最终发现A4优

于其他方案,剩余4个方案最终归为一个等价类.

5 结 论

迭代均值算子是在语言均值基础上设计的,能够
计算语言变量的聚合函数.在锚定集基础上,应用迭
代均值算子计算出每个置换后向量的迭代均值,得到
该向量均值变量的概率分布,根据该分布可以计算集
结函数变量的期望和变异程度.本文提出的语言向
量比较方法是一种能对非等距语言数据进行运算的

方法,语言向量的比较是通过两个分布的对应关系,
得到了二者的优劣关系和优劣的程度.但本文的方
法存在着不足,即随着准则数量的增加,技术锚定集
会变得困难,因此下一步将研究相应的简化性质和算
法.
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