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一种基于众信度函数的相关证据合成方法
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摘 要: 实际应用中, Dempster规则要求的证据独立性可能难以满足.在相关源证据已知的假设条件下,基于证据
的众信度函数,提出一种相关证据合成方法. 该方法无需辨识独立证据的过程,可直接得到解析的合成结果,并且
对相关源证据的形式没有要求.最后通过算例验证了所提出方法的有效性.
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Combination of non-distinct bodies of evidence based on commonality
function
KE Xiao-lu†, MA Li-yao, WANG Jing-jing, WANG Yong

(Department of Automation，University of Science and Technology of China，Hefei 230027，China)

Abstract: The distinctness assumption of the Dempster’s rule of combination is often not fulfilled in practice. A
combination rule for non-distinct bodies of the evidence is proposed, by using the commonality function under the
assumption that the dependent source is available. The identification of distinct bodies of the evidence is not necessary in
the proposed approach, and an analytic combination result is generated without additional assumption that the dependent
source is non-dogmatic. A numerical example is provided to illustrate the effectiveness of the proposed combination rule.
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实际应用中,从各个信息源获取的知识和信息通
常具有一定程度的不确定性,主要表现为知识和信息
的随机性、模糊性、不完备性等.不确定性作为信息
的一个基本特征,对其进行合理地表示和推理一直是
一个重要的研究方向.目前,常用的不确定性表示和
推理方法有主观贝叶斯法、模糊逻辑推理、粗糙集理

论和证据理论等,这些方法都有各自的特点.其中,证
据理论是对概率论的一种推广,能够区分“不知道”
与“等可能性”,并且不必指定精确难以获取的概率
分布,已成为一种重要的信息融合方法,在多个领域
得到广泛应用[1-3].
证据理论中通过Dempster规则合成证据,实现

证据推理过程.然而,该规则要求证据满足独立性,如
果强行忽略独立性要求,则可能出现不合理结果[4].
为解决相关证据的合成问题,目前主要有两类方
法: 1)从证据合成规则入手,如Denoux[5]、Cattaneo[6]、

Destercke等[7]分别提出了不同的合成规则; 2)从修改
证据源入手,先从相关证据中辨识出独立证据,再使
用Dempster规则合成.孙怀江等[8]基于梯度下降法

辨识独立证据,并证明虽然独立证据的解可能并不唯
一,但不会对最终合成结果造成影响.然而该方法计
算复杂且只能获取独立证据的近似解,故王明文等[9]

提出一种线性方程组求解方法,可以获得独立证据的
精确解,但是在某些情况下方程组可能无解.张震龙
等[10]针对贝叶斯信任函数 (只含单元素焦元)提出方
程组求解方法,保证方程组有解.以上方法都是先辨
识独立证据,而肖文等[11]借鉴Smets[12]在TBM中提
出的方法,提出DS证据理论框架下直接从相关证据
的Dempster合成结果中剔除相关证据的方法,然而
该方法只适用于相关源证据为非武断 (m(Θ) > 0)的
情况.
本文继续第2类方法的研究,假设相关源证据已

知.在肖文等人方法的基础上,提出一种相关证据合
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成方法,可直接通过众信度函数获取精确解,且不要
求相关源证据为非武断的.

1 理论基础

证据理论是一种常用的不确定性推理方法,由
Dempster[13]最先提出,经 Shafer[14]发展形成比较完

善的理论体系.

1.1 证据理论基础

证据理论中,命题以集合的形式表示.设Θ为一

有限集合,集合中的元素两两互斥,则称集合Θ为一

个识别框架.若函数m : 2Θ → [0, 1]满足下列条件:
m(∅) = 0,

m(A) ⩾ 0, ∀A ⊆ Θ,∑
A⊆Θ

m(A) = 1,

(1)

则称m为一个基本置信分配 (BBA),或mass函数.如
果m(A) > 0,则称A为一个焦元,所有焦元的并集称
为该基本置信分配的核;如果m(Θ) > 0,则称其是非
武断的,反之,则称其为武断的.一个BBA函数还可
以等价地通过以下函数进行表示:

Bel(A) =
∑

B⊆Θ,B⊆A

m(B), (2)

Pl(A) =
∑

B⊆Θ,B∩A̸=∅

m(B), (3)

Q(A) =
∑

B⊆Θ,B⊇A

m(B). (4)

设m1,m2是同一识别框架Θ上的两个BBA函
数.若它们由独立证据源生成,则可以使用Dempster
组合规则进行合成,且合成结果仍是Θ上的一个

BBA函数,即

m(A) = m1 ⊕m2(A) =
0, A = ∅;∑
B∩C=A

m1(B)m2(C)

1−K
, A ̸= ∅.

(5)

其中K =
∑

B∩C=∅

m1(B)m2(C)为冲突系数,反映了

两条证据之间的冲突程度.
利用众信度函数,可将Dempster规则转化为以

下的乘积形式:

Q(A) = KQ1(A)Q2(A), A ⊆ Θ, (6)

其中K =
( ∑

B⊆Θ,B ̸=∅

(−1)|B|+1Q1(B)Q2(B)
)−1

,与

式(5)中的K相等.

1.2 相关研究

文献 [11]假设证据E1和E2是两个不相关的证

据,Eh1和Eh2分别由同一源证据Eh更新得到,因而
E1与E2相关,如图1所示.如果直接合成E1和E2,则
Eh被重复计算.此时,合理的合成结果应为

m = mh1 ⊕mh ⊕mh2. (7)

E
h1

E
h2E

h

E
1

E
2

图 1 相关证据形成示意图

若已知m1和相关源证据mh,则可直接利用式
(6)辨识出独立证据mh1,即

Qh1(A) = K−1Q1(A)

Qh(A)
, A ⊆ Θ. (8)

显然,作为分母要求 ∀A ⊆ Θ,有Qh(A) > 0,即
mh(Θ) > 0.故文献 [11]中的方法要求mh为非武断

信任函数.

2 相关证据的合成

若mh(Θ) = 0,则式 (8)会出现0/0的情况,部分
子集的众信度值不能唯一确定,因此辨识结果不唯
一,而是存在一个集合

H1 = {Qh1| Q1(A) = K1Qh1(A)Qh(A), A ⊆ Θ}.
(9)

其中归一化因子

K1 =
( ∑

B⊆Θ,B ̸=∅

(−1)|B|+1Qh1(B)Qh(B)
)−1

=

( ∑
∅̸=B⊆Θ,Qh(B)>0

(−1)|B|+1Qh1(B)Qh(B)
)−1

.

又∀B ∈ {A| Qh(A) > 0},Qh1(B)由Q1(B)和

Qh(B)通过式 (8)唯一确定,所以∀Qh1 ∈ H1,K1是

相同的.同样地,Qh2也不能唯一确定,存在一个集合
H2 = {Qh2| Q2(A) = K2Qh2(A)Qh(A), A ⊆ Θ}.
定理1 假设m1,m2是识别框架Θ上两条相关

证据的BBA函数,mh是相关源证据的BBA函数,它
们的众信度函数分别为Q1, Q2和Qh,H1和H2定义

同上.则对于∀Qi1
h1, Q

i2
h1 ∈ H1和∀Qj1

h2, Q
j2
h2 ∈ H2,有

K ′Qi1
h1(A)Qh(A)Q

j1
h2(A) =

K ′′Qi2
h1(A)Qh(A)Q

j2
h2(A).

其中

K ′ =
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B⊆Θ,B ̸=∅

(−1)|B|+1Qi1
h1(B)Qh(B)Qj1

h2(B)
)−1

,

K ′′ =( ∑
B⊆Θ,B ̸=∅

(−1)|B|+1Qi2
h1(B)Qh(B)Qj2

h2(B)
)−1

.

证明 由式(7)可知

m(A) = m1(A)⊕mh2(A) = mh1(A)⊕m2(A),

对于∀Qi1
h1,Qi2

h1 ∈ H1和Qj1
h2,Q

j2
h2 ∈ H2,有

Q(A) = K12Q1(A)Q
j1
h2(A) =

K12

(
K1Q

i1
h1(A)Qh(A)

)
Qj1

h2(A) =

K12

(
K1Q

i2
h1(A)Qh(A)

)
Qj1

h2(A) =

K12K1Q
i2
h1(A)

(
Qh(A)Q

j2
h2(A)

)
,

因此

Qi1
h1(A)Qh(A)Q

j1
h2(A) = Qi2

h1(A)Qh(A)Q
j2
h2(A),

且

K ′ = K ′′ = K12K1 =

K1

( ∑
B⊆Θ,B ̸=∅

(−1)|B|+1Q1(B)Qj1
h2(B)

)−1

=

K1

( ∑
B⊆Θ,B ̸=∅

(−1)|B|+1K1Q
i1
h1(B)Qh(B)Qj1

h2(B)
)−1

=

( ∑
B⊆Θ,B ̸=∅

(−1)|B|+1Qi1
h1(B)Qh(B)Qj1

h2(B)
)−1

.

定理得证. 2
由定理1可知, 当mh(Θ) = 0时,虽然辨识出的

独立证据Qh1, Qh2不唯一,但是这并不影响最终合成
结果的唯一性.因此,若定义

Q∗
hi(A) =


K−1 Qi(A)

Qh(A)
, Qh(A) > 0, i = 1, 2;

0, Qh(A) = 0.

(10)

显然Q∗
hi ∈ Hi,因此可通过下式计算相关证据的合

成结果:

Q(A) = KQ∗
h1(A)Qh(A)Q

∗
h2(A), (11)

其中

K =
( ∑

B⊆Θ,B ̸=∅

(−1)|B|+1Q∗
h1(B)Qh(B)Q∗

h2(B)
)−1

.

(12)
以上是先辨识出独立证据再进行证据合成,进一

步则可以省略辨识独立证据的过程,直接利用众信度
函数计算合成结果.

定理2 假设m1,m2是识别框架Θ上两条相关

证据的BBA函数,mh是相关源证据的BBA函数,它

们的众信度函数分别为Q1,Q2和Qh,则相关BBA函
数m1,m2的合成结果可表示如下:

Q∗(A) = K∗Q1(A)Q2(A)

Qh(A)
, ∅ ̸= A ⊆ Θ. (13)

其中

K∗ =
( ∑

B⊆Θ,B ̸=∅

(−1)|B|+1Q1(B)Q2(B)

Qh(B)

)−1

, (14)

0/0 = 0. (15)

证明 由m(A) = mh1(A) ⊕ mh(A) ⊕ mh2(A)

可知

Q∗(A) = KQh1(A)Qh(A)Qh2(A) =

KQ∗
h1(A)Qh(A)Q

∗
h2(A) =

KK−1
1

Q1(A)

Qh(A)
Qh(A)K

−1
2

Q2(A)

Qh(A)
=

K∗Q1(A)Q2(A)

Qh(A)
.

其中

K∗ = KK−1
1 K−1

2

K−1
1 K−1

2

( ∑
B⊆Θ,B ̸=∅

(−1)|B|+1Q∗
h1(B)·

Qh(B)Q∗
h2(B)

)−1

=( ∑
B⊆Θ,B ̸=∅

(−1)|B|+1K1Q
∗
h1(B)·

Qh(B)K2Q
∗
h2(B)

)−1

=( ∑
B⊆Θ,B ̸=∅

(−1)|B|+1Q1(B)Q2(B)/Qh(B)
)−1

.

定理得证. 2
显然,式 (13)与 (11)的合成结果一致.通过定义

0/0 = 0,即使mh(Θ) = 0,也能通过众信度函数对
相关证据进行合成.

3 算例分析

下面通过一个数值算例对本文所提出的合成方

法进行验证.
例1 设识别框架为Θ = {θ1, θ2, θ3},假设Eh1、

Eh2、Eh是3个独立证据源,而E1,E2分别是由Eh1,
Eh2与Eh合成得到的.若 3个独立证据源对应的
BBA函数为

mh1({θ1}) = 0.5, mh1(Θ) = 0.5,

mh2({θ2}) = 0.8, mh2(Θ) = 0.2,

mh({θ1}) = 0.4, mh({θ2}) = 0.6,

则相关证据E1,E2对应的BBA函数为

m1({θ1}) =
4

7
, m1({θ2}) =

3

7
,
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m2({θ1}) =
2

17
, m2({θ2}) =

15

17
.

由式 (10)可辨识出独立证据Q∗
h1和Q∗

h2,结果如
表 1所示.从表 1中可以看到,辨识结果与实际值并
不相等,因为无法从0/0中恢复原有信息,尽管Q∗

h1和

Q∗
h2并不是标准的众信度函数,但这并不影响最终的
合成结果.记m = mh1 ⊕ mh ⊕ mh2,即正确合成结
果如表1倒数第2列所示.从表1中还可以看出,它与
Q∗

h1和Q∗
h2的合成结果m∗完全一致.

表 1 相关证据的辨识与合成

A Qh1 Q∗
h1 Qh2 Q∗

h2 m m∗

∅ 1 1 1 1 0 0
{θ1} 1 1 1/5 1/5 4/19 4/19
{θ2} 1/2 1/2 1 1 15/19 15/19
{θ3} 1/2 0 1/5 0 0 0
{θ1, θ2} 1/2 0 1/5 0 0 0
{θ1, θ3} 1/2 0 1/5 0 0 0
{θ2, θ3} 1/2 0 1/5 0 0 0
Θ 1/2 0 1/5 0 0 0

本例中mh(Θ) = 0,故文献 [11]方法不能进行合
成;文献 [8]方法能够进行合成,但是需通过梯度法求
解,且获得的只是近似解;文献 [9]方法可以合成,但
是需要求解方程组,计算过程复杂.本文所提出方法,
无论是先辨识再合成,还是直接合成,都可以通过众
信度函数的基本运算得到解析解.

4 结 论

在相关源证据已知的假设条件下,基于Dempster
规则的众信度函数表达形式,提出一种相关证据的先
辨识独立证据再合成方法.该方法可获取精确合成
结果,计算简单,易于实现.在相关源证据为非武断的
情况下,该方法退化为肖文等人的方法.在实际问题
中,如何获取相关源证据有待进一步研究.
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