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基于线性分配和Choquet积分的多值区间中智多属性决策方法
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摘 要: 提出一种新的多值区间中智多属性决策方法.首先利用多值区间中智集描述不确定信息,定义多值区间
中智值之间的余弦值和欧氏距离;然后采用Choquet积分描述属性之间的相关性,采用线性分配方法对方案进行
排序,给出具体的方案排序方法;最后通过基于风险的地铁项目建设方案选择表明所提出方法的可行性和有效性.
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New multi-valued interval neutrosophic multiple attribute decision-
making method based on linear assignment and Choquet integral
YANG Wei1,2†, WANG Cheng-jun2, LIU Yong1

(School of Science，Xi’an University of Architecture and Technology，Xi’an 710055，China；2. School of Management，
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Abstract: A new multi-valued interval neutrosophic multiple attribute decision making method is developed. Firstly,
multi-valued interval neutrosophic numbers are used to model uncertain information, the cossine value and Euclidean
distance for multi-valued interval neutrosophic numbers are defined. Then the Choquet integral is used to model correlation
of information, and the linear assignment method is used to rank alternatives based on signed distances. The selection
of subway construction alternatives based on risk evaluation illustrate the feasibility and effectiveness of the proposed
method.
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随着社会、经济的发展,人们面临的决策问题
越来越复杂,所需要的专业知识也越来越多,对于大
型复杂决策问题需要来自不同领域的决策者共同参

与决策.由于决策者知识结构和专业领域的限制,决
策者不可能掌握决策过程中所需要的全部信息.为
了保证决策结果的科学性和合理性,对于决策者熟
悉的属性,决策者可以给出适当的评价值,对于决策
者不熟悉的属性,决策者可以拒绝给出评价值.由于
人类思维的模糊性,决策者在评价方案时,很难采用
精确值进行评价,更愿意采用区间值.此外,决策者
在评价时会表现出犹豫性和不确定性,采用隶属度、
犹豫度和非隶属度可以更加准确地描述决策过程中

的模糊性、犹豫性和不确定性.对于熟悉的属性,决
策者给出合理的评价值,对于不熟悉的属性,决策者

可以拒绝评价,因此所获得的决策信息可以采用多
值区间中智集表示.例如,在评价某汽车的安全性能
时,一位决策者给出的满意度为 [0.4,0.5],不满意度为
[0.3,0.4],不确定度为 [0.2,0.3],另一位决策者给出的
满意度为 [0.5,0.6],不满意度为 [0.3,0.5],不确定度为
[0.2,0.3].所获得的决策信息为多值区间中智值

a = ⟨{[0.4, 0.5], [0.5, 0.6]}, {[0.2, 0.3]},

{[0.3, 0.4], [0.3, 0.5]}⟩.

中智集由Smarandache[1]首次提出,是对模糊集、直觉
模糊集等集合的推广,采用隶属度、犹豫度和非隶属
度 3个元素描述不确定信息.目前中智集已经获得
了广泛的研究和应用[2-8].文献 [2]给出了单值中智
集.文献 [3]给出了区间值中智集.文献 [4]给出了单
值中智环境下的相关系数度量.文献 [5]给出了基于
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多值中智集的TODIM方法.文献 [6]将TOPSIS方法
推广到区间值中智环境.文献 [7]给出了区间中智犹
豫模糊集,并给出广义混合平均算子.文献 [8]给出了
基于广义加权平均算子的区间值中智集结算子.虽
然研究者给出了多种基于中智值的多属性决策方法,
但是目前对于多值区间中智集的研究较少.相对于
已有的建模不确定信息的工具,多值区间中智集更加
准确、灵活,本文采用多值区间中智集评价方案.线
性分配法为文献 [9]提出的决策方法.该方法针对每
个属性对方案排序,建立方案排序的频数矩阵,利用
频数矩阵建立线性规划模型,从而获得方案的整体排
序.线性分配法已被推广到模糊环境[10]、区间值直觉

模糊环境[11]、二型模糊环境[12],但是多值区间中智模
糊环境下的线性分配法的研究较少见到,有必要对其
进行相关探讨.
本文采用多值区间中智集建模决策过程中存在

的模糊性、犹豫性和不确定信息.首先定义多值区间
中智数之间的余弦值,给出基于余弦值的比较方法,
并给出多值区间中智数之间的欧氏距离;然后给出
基于Choquet积分和多值区间中智值的线性分配方
法;最后将所提出的方法应用到地铁项目风险评价
上,并将其与基于TOPSIS的方法相比较以表明算法
的合理性.

1 基⹰知识

定义1 [1] 设X为对象集,x为对象集X中的一

个元素,X的一个多值中智集A可以表示为

A = {⟨x, TA(x), IA(x), FA(x)⟩ | x ∈ X},

其中TA(x)、IA(x)、FA(x)是属于区间 [0, 1]的有限离

散值的集合,分别表示隶属度、犹豫度、非隶属度,且
满足

0 ⩽ γ, η, ξ ⩽ 1, γ ∈ TA(x), η ∈ IA(x), ξ ∈ FA(x),

0 ⩽ supTA(x) + sup IA(x) + supFA(x) ⩽ 3.

定义2 [3] 设X为对象集,x为对象集X中的一

个元素,X的一个多值区间中智集Ã可以表示为

Ã = {⟨x, T̃Ã(x), ĨÃ(x), F̃Ã(x)⟩ | x ∈ X},

其中 T̃Ã(x)、̃IÃ(x)、̃FÃ(x)是由属于区间 [0, 1]的子集

构成的集合,分别表示隶属度、犹豫度、非隶属度,且
满足

[γL, γU ]∈ T̃Ã(x), [η
L, ηU ]∈ ĨÃ(x), [ξ

L, ξU ]∈ F̃Ã(x),

0 ⩽ sup(T̃Ã(x)) + sup(ĨÃ(x)) + sup(F̃Ã(x)) ⩽ 3.

采用a = ⟨T̃Ã, ĨÃ, F̃Ã⟩表示多值区间中智集合中
的元素,称为多值区间中智数.如果 T̃Ã、ĨÃ、F̃Ã每个

集合中只有一个值,则多值区间中智数成为单值区间

中智数.如果 ĨÃ = ∅, F̃Ã = ∅,则多值区间中智数成
为区间犹豫模糊数.如果 ĨÃ = ∅,则多值区间中智数
成为广义区间犹豫直觉模糊数.
定义3 [3] 设a和b分别为多值区间中智数, a =

(T̃Ã, ĨÃ, F̃Ã), b = (T̃B̃, ĨB̃, F̃B̃), [γL
a , γ

U
a ] ∈ T̃Ã, [ηLa ,

ηUa ] ∈ ĨÃ, [ξLa , ξUa ] ∈ F̃Ã, [γL
b , γ

U
b ] ∈ T̃B̃ , [ηLb , ηUb ] ∈

ĨB̃ , [ξLb , ξUb ] ∈ F̃B̃ , λ > 0.基于区间值直觉模糊集和
犹豫模糊集的运算律,定义如下运算律:

1) a ⊕ b = ⟨
∪
{[γL

a + γL
b − γL

a γ
L
b , γ

U
a + γU

b −
γU
a γ

U
b ]},

∪
{[ηLa ηLb , ηUa ηUb ]},

∪
{[ξLa ξLb , ξUa ξUb ]}⟩;

2) a ⊗ b = ⟨
∪
{[γL

a γ
L
b , γ

U
a γ

U
b ]},

∪
{[ηLa + ηLb −

ηLa η
L
b , η

U
a + ηUb − ηUa η

U
b ]},

∪
{[ξLa + ξLb − ξLa ξ

L
b , ξ

U
a +

ξUb − ξUa ξ
U
b ]}⟩;

3)λa = ⟨
∪
{[1 − (1 − γL

a )
λ, 1 − (1 − γU

a )
λ]},∪

{[(ηLa )λ, (ηUa )λ]},
∪
{[(ξLa )λ, (ξUa )λ]}⟩;

4) aλ = ⟨
∪
{[(TL

a )λ, (TU
a )λ]},

∪
{[1 − (1 − ILa )

λ,

1− (1− IUa )λ]},
∪
{[1− (1−FL

a )λ, 1− (1−FU
a )λ]}⟩.

定义4 [13] 设m = [mL,mU ]和n = [nL, nU ]为

区间数, lm = mU −mL, ln = nU −nL,则m > n的可

能度定义为

p(a > b) = max
{
1− max

{nU −mL

lm + ln
, 0
}
, 0
}
. (1)

根据区间数的可能度比较两个区间数的大小.
由于不同的多值区间中智数可能含有不同数目

的隶属度、犹豫度和非隶属度,为了更加准确地计算
两个多值区间中智数a、b的余弦值cos(a, b)和距离
d(a, b),根据决策者的风险态度将多值区间中智数进
行拓展,使每个多值区间中智数拥有相同数目的隶属
度、犹豫度和非隶属度.如果决策者是风险偏好的,
则增加最大的隶属度、最小的犹豫度和非隶属度;如
果决策者是风险厌恶的,则增加最小的隶属度、最大
的犹豫度和非隶属度;如果决策者是风险中性的,则
增加隶属度、犹豫度和非隶属度的平均值.
定义5 设a和 b分别为多值区间中智数, a与 b

之间的余弦值cos(a, b)定义为

cos(a, b) = γ + η + ξ

∥ a ∥ · ∥ b ∥
. (2)

其中

γ =
1

lk

lk∑
t=1

(γL
aσ(t)γ

L
bσ(t) + γU

aσ(t)γ
U
bσ(t)),

η =
1

li

li∑
t=1

(ηLaσ(t)η
L
bσ(t) + ηUaσ(t)η

U
bσ(t)),

ξ =
1

lj

lj∑
t=1

(ξLaσ(t)ξ
L
bσ(t) + ξUaσ(t)ξ

U
bσ(t)),
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∥ a ∥=( 1

lk

lk∑
t=1

(
(γL

aσ(t))
2 + (γU

aσ(t))
2) +

1

li

li∑
t=1

((ηLaσ(t))
2+

(ηUaσ(t))
2) +

1

lj

lj∑
t=1

((ξLaσ(t))
2 + (ξUaσ(t))

2)
)1/2

,

∥b∥ =
( 1

lk

lk∑
t=1

(
(γL

bσ(t))
2 + (γU

bσ(t))
2)+

1

li

li∑
t=1

((ηLbσ(t))
2 + (ηUbσ(t))

2)+

1

lj

lj∑
t=1

((ξLbσ(t))
2 + (ξUbσ(t))

2)
)1/2

.

当b为理想解S = ⟨{[1, 1], · · · , [1, 1]}, {[0, 0], · · · , [0,
0]}, {[0, 0], · · · , [0, 0]}⟩时, a与 S之间的 cos(a, S)的
值越大, a与S的方向越一致,有

cos(a, S) =

1

lk

lk∑
t=1

(γL
aσ(t) + γU

aσ(t))

√
2 ∥ a ∥

. (3)

定义6 设a和b为多值区间中智数,如果cos(a,
I) ⩽ cos(b, I),则a ⩽ b.
定义7 设a和 b为多值区间中智数, a与 b之间

的欧氏距离定义为

d(a, b) =(1
3

( 1

2lk

lk∑
t=1

((γL
aσ(t) − γL

bσ(t))
2 + (γU

aσ(t)−

γU
bσ(t))

2) +
1

2li

li∑
t=1

((ηLaσ(t) − ηLbσ(t))
2+

(ηUaσ(t) − ηUbσ(t))
2) +

1

2lj

lj∑
t=1

((ξLaσ(t)−

ξLbσ(t))
2 + (ξUaσ(t) − ξUbσ(t))

2)
))1/2

. (4)

定理1 设a和b为多值区间中智数,则由定义7
定义的距离满足如下性质:

1) d(a, b) = 0当且仅当a = b;
2) d(a, b) = d(b, a);
3) d(a, b) ⩽ d(a, c) + d(c, b).
定义8 [14] 设P (X)为集合X的幂集,即X的所

有子集构成的集合,集合X上的测度µ是一个集值函

数 µ : P (X) → [0, 1],满足如下公理:
1)µ(ϕ) = 0, µ(X) = 1;

2)对于任意的 B,C ⊆ X ,B ⊆ C,有 µ(B) ⩽
µ(C);

3)对于所有的 B,C ⊆ X和B
∩
C = ∅,µ(B

∪
C) = µ(B)+µ(C)+ρµ(B)µ(C),其中ρ ∈ (−1,+∞).
设X = {x1, x2, · · · , xn}为一个有限集.给出如

下等式确定集合X上的模糊测度以避免复杂的计

算[15]:

µ(X) =


1

ρ

( n∏
i=1

(1 + ρµ(xi))− 1
)
, ρ ̸= 0;

n∑
i=1

µ(xi), ρ = 0.

(5)

ρ可以利用µ(X) = 1和下式确定:

ρ =

n∏
i=1

(1 + ρµ(xi))− 1. (6)

2 基于Choquet积分的多值区间中智线性
分配法

随着社会经济的发展,决策问题变得越来越复
杂,需要来自不同专业的多位决策者参与决策.设有
一多属性决策问题,A = {A1, A2, · · · , Am}为方案
集,C = {C1, C2, · · · , Cn}为属性集.多位决策者根
据自己的知识和经验给出方案相对于属性的区间型

隶属度、犹豫度和非隶属度构成多值区间中智评价

值,所得决策矩阵为D = (aij)m×n.
Step 1:决策者给出方案关于属性的区间型评价

值构成多值区间中智决策矩阵D = (aij)m×n,其中
aij = ⟨T̃aij

, Ĩaij
, F̃aij

⟩, T̃aij
、Ĩaij

、F̃aij
分别为决策者

给出的方案Ai满足属性Cj的区间型隶属度、犹豫度

和非隶属度.根据决策者的风险态度拓展决策矩阵,
使得每个多值区间中智数都含有相同数目的隶属度、

犹豫度和非隶属度.拓展矩阵记为D′ = (a′ij)m×n.

Step 2:利用ρ =

n∏
i=1

(1 + ρµ(xi)) − 1计算ρ值,并

根据式(5)计算属性集上的模糊测度.
Step 3:计算多值区间中智加权决策矩阵D′′ =

(a′′ij)m×n.其中: a′′iσ(j)=(µ(Aσ(j))−µ(Aσ(j−1)))a
′
iσ(j),

Aσ(j) = {Cσ(1), Cσ(2), · · · , Cσ(j)},Cσ(k)为评价值a′i1,

a′i2, · · · , a′in中第k大的评价值对应的属性.
Step 4:确定多值区间中智正理想解为

H+ = {a+1 , a+2 , · · · , a+n } =

{max
i

a′′i1,max
i

a′′i2, · · · ,max
i

a′′in}, (7)

多值区间中智负理想解为

H− = {a−1 , a−2 , · · · , a−n } =

{min
i

a′′i1,min
i

a′′i2, · · · ,min
i

a′′in}. (8)

Step 5:计算符号测度Sij ,有

Sij =
d(a′′ij , a

−
j )

d(a′′ij , a
−
j ) + d(a′′ij , a

+
j )

,

i = 1, 2, · · · , m, j = 1, 2, · · · , n. (9)

Step 6:针对每个属性Cj ,将Sij (i = 1, 2, · · · ,m,
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j = 1, 2, · · · , n)排序,并根据排序结果给出相应的方
案排序.

Step 7:确定排序频数矩阵Π = (Πij)m×m,有

Π =


Π11 Π12 · · · Π1m

Π21 Π22 · · · Π2m

...
...

. . .
...

Πm1 Πm2 · · · Πmm

 ,

其中Πij表示方案Ai排在第j位的次数.
Step 8:定义排列矩阵Pm×m,并建立如下线性分

配模型:

(M-1) max
m∑
i=1

m∑
j=1

ΠijPij .

s.t.
m∑
j=1

Pij = 1, i = 1, 2, · · · ,m;

m∑
i=1

Pij = 1, j = 1, 2, · · · ,m;

Pij = 0或者 1, i, j = 1, 2, · · · ,m.

Step 9:利用单纯形法求解线性规划模型 (M-1)
获得最优矩阵P ,并利用排列矩阵计算出方案的最优
排序.

3 实例分᷀

随着社会经济和城市化进程的发展,城市的规模
越来越大.人们生活水平提高,私家车的拥有量越来
越大,随之而来的交通拥堵现象越来越严重.地铁有
着准时、快捷、舒适、占地小等特点,已经成为缓解拥
堵的有效方法,但是地铁的建设过程中存在着各种风
险.西安地处黄土高原,并且地下有着丰富的历史遗
迹,因此在地铁的建设中存在着与其他地区不同的
风险.设有一条地铁项目需要建设,决策者在5种建
设方案Ai(i = 1, 2, · · · , 5)中选取一种方案,主要考

虑如下风险因素:C1技术风险,C2环境风险,C3公众

干预风险,C4监管风险.采用所提出的方法对方案排
序.

Step 1:决策者给出方案关于属性的多值区间中
智评价值构成决策矩阵D如表1所示.假设决策者是
风险厌恶的,对每个多值区间中智数增加最小的隶
属度、最大的犹豫度和最大的非隶属度,拓展矩阵
D′ = (a′ij)5×4如表2所示.

Step 2:假设µ(C1) = 0.25, µ(C2) = 0.3, µ(C3) =

0.35, µ(C4) = 0.2.利用式 (6)计算ρ = −0.228 6,再利
用式(5)计算属性集的测度,有

µ(C1) = 0.25, µ(C2) = 0.3, µ(C3) = 0.35,

µ(C4) = 0.2, µ({C1, C2}) = 0.532 9,

µ({C1, C3}) = 0.580 0, µ({C1, C4}) = 0.438 6,

µ({C2, C3}) = 0.626 0, µ({C2, C4}) = 0.626 0,

µ({C3, C4}) = 0.534 0, µ({C1, C2, C3}) = 0.840 2,

µ({C1, C2, C4}) = 0.708 5,

µ({C1, C3, C4}) = 0.753 5,

µ({C2, C3, C4}) = 0.797 4,

µ({C1, C2, C3, C4}) = 1.0.

Step 3:计算多值区间中智加权决策矩阵D′′ =

(a′′)5×4如表3所示,其中

a′′iσ(j) = (µ(Aσ(j))− µ(Aσ(j−1)))a
′
iσ(j).

为了计算a′′11,需要对a′11、a
′
12、a

′
13、a

′
14排序.由于

cos(a′11, S) = 0.652 3, cos(a′12, S) = 0.418 0,

cos(a′13, S) = 0.627 5, cos(a′14, S) = 0.779 8,

其中

S = ⟨{[1, 1], [1, 1]}, {[0, 0], [0, 0]}, {[0, 0], [0, 0]}⟩,

表 1 决策矩阵D

C1 C2

A1 ⟨{[0.5, 0.6], [0.4, 0.5]}, {[0.2, 0.3]}, {[0.3, 0.5], [0.3, 0.4]}⟩ ⟨{[0.3, 0.4], [0.2, 0.3]}, {[0.1, 0.2]}, {[0.5, 0.6], [0.4, 0.5]}⟩

A2 ⟨{[0.6, 0.7]}, {[0.1, 0.2]}, {[0.2, 0.3]}⟩ ⟨{[0.6, 0.7]}, {[0.1, 0.2]}, {[0.1, 0.2]}⟩

A3 ⟨{[0.5, 0.6]}, {[0.2, 0.3]}, {[0.3, 0.4]}⟩ ⟨{[0.5, 0.6]}, {[0.2, 0.4]}, {[0.2, 0.3]}⟩

A4 ⟨{[0.7, 0.8], [0.6, 0.7]}, {[0.0, 0.1]}, {[0.2, 0.4]}⟩ ⟨{[0.3, 0.5]}, {[0.3, 0.4]}, {[0.3, 0.4], [0.1, 0.2]}⟩

A5 ⟨{[0.7, 0.8]}, {[0.3, 0.4]}, {[0.1, 0.2]}⟩ ⟨{[0.4, 0.5]}, {[0.4, 0.5]}, {[0.5, 0.6]}⟩

C3 C4

A1 ⟨{[0.5, 0.6], [0.4, 0.5]}, {[0.1, 0.2]}, {[0.3, 0.4]}⟩ ⟨{[0.8, 0.9], [0.6, 0.7]}, {[0.1, 0.2]}, {[0.2, 0.3]}⟩

A2 ⟨{[0.3, 0.4]}, {[0.1, 0.2]}, {[0.2, 0.3], [0.1, 0.2]}⟩ ⟨{[0.3, 0.4]}, {[0.4, 0.5], [0.3, 0.4]}, {[0.5, 0.6], [0.4, 0.5]}⟩

A3 ⟨{[0.5, 0.6], [0.3, 0.4]}, {[0.2, 0.4]}, {[0.2, 0.3]}⟩ ⟨{[0.6, 0.8]}, {[0.5, 0.6]}, {[0.3, 0.4]}⟩

A4 ⟨{[0.7, 0.8]}, {[0.0, 0.1]}, {[0.1, 0.2]}⟩ ⟨{[0.3, 0.4], [0.2, 0.3]}, {[0.2, 0.3]}, {[0.5, 0.6]}⟩

A5 ⟨{[0.2, 0.3]}, {[0.4, 0.5]}, {[0.3, 0.5]}⟩ ⟨{[0.4, 0.5]}, {[0.2, 0.3], [0.1, 0.3]}, {[0.2, 0.3]}⟩
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表 2 决策矩阵D′

C1

A1 ⟨{[0.5, 0.6], [0.4, 0.5]}, {[0.2, 0.3], [0.5, 0.6]}, {[0.3, 0.5], [0.3, 0.4]}⟩
A2 ⟨{[0.6, 0.7], [0.2, 0.3]}, {[0.1, 0.2], [0.5, 0.6]}, {[0.2, 0.3], [0.5, 0.6]}⟩
A3 ⟨{[0.5, 0.6], [0.2, 0.3]}, {[0.2, 0.3], [0.5, 0.6]}, {[0.3, 0.4], [0.5, 0.6]}⟩
A4 ⟨{[0.7, 0.8], [0.6, 0.7]}, {[0.0, 0.1], [0.5, 0.6]}, {[0.2, 0.4], [0.5, 0.6]}⟩
A5 ⟨{[0.7, 0.8], [0.2, 0.3]}, {[0.3, 0.4], [0.5, 0.6]}, {[0.1, 0.2], [0.5, 0.6]}⟩

C2

A1 ⟨{[0.3, 0.4], [0.2, 0.3]}, {[0.1, 0.2], [0.5, 0.6]}, {[0.5, 0.6], [0.4, 0.5]}⟩
A2 ⟨{[0.6, 0.7], [0.2, 0.3]}, {[0.1, 0.2], [0.5, 0.6]}, {[0.1, 0.2], [0.5, 0.6]}⟩
A3 ⟨{[0.5, 0.6], [0.2, 0.3]}, {[0.2, 0.4], [0.5, 0.6]}, {[0.2, 0.3], [0.5, 0.6]}⟩
A4 ⟨{[0.3, 0.5], [0.2, 0.3]}, {[0.3, 0.4], [0.5, 0.6]}, {[0.3, 0.4], [0.1, 0.2]}⟩
A5 ⟨{[0.4, 0.5], [0.2, 0.3]}, {[0.4, 0.5], [0.5, 0.6]}, {[0.5, 0.6], [0.5, 0.6]}⟩

C3

A1 ⟨{[0.5, 0.6], [0.4, 0.5]}, {[0.1, 0.2], [0.5, 0.6]}, {[0.3, 0.4], [0.5, 0.6]}⟩
A2 ⟨{[0.3, 0.4], [0.2, 0.3]}, {[0.1, 0.2], [0.5, 0.6]}, {[0.2, 0.3], [0.1, 0.2]}⟩
A3 ⟨{[0.5, 0.6], [0.3, 0.4]}, {[0.2, 0.4], [0.5, 0.6]}, {[0.2, 0.3], [0.5, 0.6]}⟩
A4 ⟨{[0.7, 0.8], [0.2, 0.3]}, {[0.0, 0.1], [0.5, 0.6]}, {[0.1, 0.2], [0.5, 0.6]}⟩
A5 ⟨{[0.2, 0.3], [0.2, 0.3]}, {[0.4, 0.5], [0.5, 0.6]}, {[0.3, 0.5], [0.5, 0.6]}⟩

C4

A1 ⟨{[0.8, 0.9], [0.6, 0.7]}, {[0.1, 0.2], [0.5, 0.6]}, {[0.2, 0.3], [0.5, 0.6]}⟩
A2 ⟨{[0.3, 0.4], [0.2, 0.3]}, {[0.4, 0.5], [0.3, 0.4]}, {[0.5, 0.6], [0.4, 0.5]}⟩
A3 ⟨{[0.6, 0.8], [0.2, 0.3]}, {[0.5, 0.6], [0.5, 0.6]}, {[0.3, 0.4], [0.5, 0.6]}⟩
A4 ⟨{[0.3, 0.4], [0.2, 0.3]}, {[0.2, 0.3], [0.5, 0.6]}, {[0.5, 0.6], [0.5, 0.6]}⟩
A5 ⟨{[0.4, 0.5], [0.2, 0.3]}, {[0.2, 0.3], [0.1, 0.3]}, {[0.2, 0.3], [0.5, 0.6]}⟩

表 3 决策矩阵D′′

C1

A1 ⟨{[0.152 4, 0.196 4], [0.114 7, 0.152 4]}, {[0.0518, 0.081 6], [0.152 4, 0.196 4]}, {[0.081 6, 0.152 4], [0.081 6, 0.114 7]}⟩
A2 ⟨{[0.192 2, 0.244 5], [0.050 6, 0.079 7]}, {[0.0242, 0.050 6], [0.149 1, 0.192 2]}, {[0.050 6, 0.079 7], [0.149 1, 0.192 2]}⟩
A3 ⟨{[0.131 0, 0.169 4], [0.044 2, 0.069 7]}, {[0.0442, 0.069 7], [0.131 0, 0.169 4]}, {[0.069 7, 0.098 3], [0.131 0, 0.169 4]}⟩
A4 ⟨{[0.259 9, 0.331 3], [0.204 7, 0.259 9]}, {[0.0000, 0.026 0], [0.159 1, 0.204 7]}, {[0.054 3, 0.119 9], [0.159 1, 0.204 7]}⟩
A5 ⟨{[0.259 9, 0.331 3], [0.054 3, 0.085 3]}, {[0.0853, 0.119 9], [0.159 1, 0.204 7]}, {[0.026 0, 0.054 3], [0.159 1, 0.204 7]}⟩

C2

A1 ⟨{[0.084 2, 0.118 3], [0.053 5, 0.084 2]}, {[0.0256, 0.053 5], [0.025 6, 0.053 5]}, {[0.157 1, 0.202 2], [0.118 3, 0.157 1]}⟩
A2 ⟨{[0.240 3, 0.303 2], [0.064 8, 0.101 5]}, {[0.0311, 0.064 8], [0.187 7, 0.240 3]}, {[0.031 1, 0.064 8], [0.187 7, 0.240 3]}⟩
A3 ⟨{[0.157 7, 0.240 3], [0.064 8, 0.101 5]}, {[0.0648, 0.142 1], [0.064 8, 0.101 5]}, {[0.064 8, 0.101 5], [0.187 7, 0.240 3]}⟩
A4 ⟨{[0.088 6, 0.165 0], [0.056 4, 0.088 6]}, {[0.0886, 0.124 5], [0.165 0, 0.212 1]}, {[0.088 6, 0.124 5], [0.027 0, 0.056 4]}⟩
A5 ⟨{[0.128 8, 0.170 6], [0.058 4, 0.091 8]}, {[0.0586, 0.128 8], [0.170 6, 0.219 1]}, {[0.170 6, 0.219 1], [0.170 6, 0.219 1]}⟩

C3

A1 ⟨{[0.196 1, 0.250 6], [0.148 6, 0.196 1]}, {[0.0326, 0.067 9], [0.196 1, 0.250 6]}, {[0.106 2, 0.148 6], [0.196 1, 0.250 6]}⟩
A2 ⟨{[0.103 8, 0.145 3], [0.066 3, 0.103 8]}, {[0.0319, 0.066 3], [0.191 8, 0.245 4]}, {[0.066 3, 0.103 8], [0.031 9, 0.031 9]}⟩
A3 ⟨{[0.202 3, 0.258 2], [0.109 8, 0.153 4]}, {[0.0702, 0.153 4], [0.202 3, 0.258 2]}, {[0.070 2, 0.109 8], [0.202 3, 0.258 2]}⟩
A4 ⟨{[0.327 9, 0.412 1], [0.071 0, 0.111 0]}, {[0.0000, 0.034 2], [0.204 5, 0.260 9]}, {[0.034 2, 0.071 0], [0.204 5, 0.260 9]}⟩
A5 ⟨{[0.063 0, 0.098 7], [0.063 0, 0.098 7]}, {[0.1383, 0.182 9], [0.182 9, 0.234 4]}, {[0.098 7, 0.182 9], [0.182 9, 0.234 4]}⟩

C4

A1 ⟨{[0.275 2, 0.369 0], [0.167 4, 0.214 0]}, {[0.0209, 0.043 6], [0.129 4, 0.167 4]}, {[0.043 6, 0.068 9], [0.129 4, 0.167 4]}⟩
A2 ⟨{[0.055 4, 0.078 4], [0.035 0, 0.055 4]}, {[0.0784, 0.104 9], [0.055 4, 0.078 4]}, {[0.104 9, 0.136 2], [0.078 4, 0.104 9]}⟩
A3 ⟨{[0.145 3, 0.241 1], [0.037 5, 0.059 3]}, {[0.1120, 0.145 3], [0.112 0, 0.145 3]}, {[0.059 3, 0.083 8], [0.112 0, 0.145 3]}⟩
A4 ⟨{[0.055 4, 0.078 4], [0.035 0, 0.055 4]}, {[0.0350, 0.055 4], [0.104 9, 0.136 2]}, {[0.104 9, 0.136 2], [0.104 9, 0.136 2]}⟩
A5 ⟨{[0.091 8, 0.122 5], [0.041 2, 0.065 1]}, {[0.0412, 0.065 1], [0.019 7, 0.065 1]}, {[0.041 2, 0.065 1], [0.122 5, 0.158 7]}⟩

有

a′14 > a′11 > a′13 > a′12,

w11 = (m({C1, C4})−m({C4})) =

0.438 6− 0.200 0 = 0.238 6,

a′′11 = w11a
′
11 =

⟨{[0.152 4, 0.196 4], [0.114 7, 0.152 4]},

{[0.051 8, 0.081 6], [0.152 4, 0.196 4]},

{[0.081 6, 0.152 4], [0.081 6, 0.114 7]}⟩,
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其他值可以类似计算.
Step 4:确定多值区间中智正理想解H+和多值

区间中智负理想解H−分别为

H+ = {⟨{[0.259 9, 0.331 3], [0.204 7, 0.259 9]},

{[0.000 0, 0.026 0], [0.159 1, 0.204 7]},

{[0.054 3, 0.119 9], [0.159 1, 0.204 7]}⟩,

⟨{[0.240 3, 0.303 2], [0.064 8, 0.101 5]},

{[0.031 1, 0.064 8], [0.187 7, 0.240 3]},

{[0.031 1, 0.064 8], [0.187 7, 0.240 3]}⟩,

⟨{[0.327 9, 0.412 1], [0.071 0, 0.111 0]},

{[0.000 0, 0.034 2], [0.204 5, 0.260 9]},

{[0.034 2, 0.071 0], [0.204 5, 0.260 9]}⟩,

⟨{[0.275 2, 0.369 0], [0.167 4, 0.214 0]},

{[0.020 9, 0.043 6], [0.129 4, 0.167 4]},

{[0.043 6, 0.068 9], [0.129 4, 0.167 4]}⟩},

H− = {⟨{[0.131 0, 0.169 4], [0.044 2, 0.069 7]},

{[0.044 2, 0.069 7], [0.131 0, 0.169 4]},

{[0.069 7, 0.098 3], [0.131 0, 0.169 4]}⟩,

⟨{[0.084 2, 0.118 3], [0.053 5, 0.084 2]},

{[0.025 6, 0.053 5], [0.025 6, 0.053 5]},

{[0.157 1, 0.202 2], [0.118 3, 0.157 1]}⟩,

⟨{[0.063 0, 0.098 7], [0.063 0, 0.098 7]},

{[0.138 3, 0.182 9], [0.182 9, 0.234 4]},

{[0.098 7, 0.18 29], [0.182 9, 0.234 4]}⟩,

⟨{[0.055 4, 0.078 4], [0.035 0, 0.055 4]},

{[0.078 4, 0.104 9], [0.055 4, 0.078 4]},

{[0.104 9, 0.136 2], [0.078 4, 0.104 9]}⟩}.

Step 5:计算每个加权属性值与正负理想解的距
离,并利用式 (9)计算符号测度Sij(i = 1, 2, · · · , 5, j

= 1, 2, · · · , 4)为

S =



0.361 8 0.000 0 0.522 2 1.000 0

0.296 1 1.000 0 0.409 5 0.191 3

0.000 0 0.563 5 0.497 8 0.429 4

1.000 0 0.370 6 1.000 0 0.000 0

0.463 1 0.248 4 0.000 0 0.289 0


.

Step 6:对于每个属性Cj(j = 1, 2, · · · , 4),根据
Sij值对方案排序,得

(针对C1) A4 > A5 > A1 > A2 > A3,
(针对C2) A2 > A3 > A4 > A5 > A1,
(针对C3) A4 > A1 > A3 > A2 > A5,

(针对C4) A1 > A3 > A5 > A2 > A4.
Step 7:确定排序频数矩阵Π = (Πij)5×5如下:

Π =



1 1 1 0 1

1 0 0 3 0

0 2 1 0 1

2 0 1 0 1

0 1 1 1 1


.

Step 8:求解0-1排列矩阵P = (pij)5×5如下:

(M-2) max p11 + p12 + p13 + p15 + p21 + 3p24+

2p32 + p33 + p35 + 2p41 + p43 + p45+

p52 + p53 + p54 + p55;

s.t. p11 + p12 + p13 + p14 + p15 = 1,

p21 + p22 + p23 + p24 + p25 = 1,

p31 + p32 + p33 + p34 + p35 = 1,

p41 + p42 + p43 + p44 + p45 = 1,

p51 + p52 + p53 + p54 + p55 = 1,

p11 + p21 + p31 + p41 + p51 = 1,

p12 + p22 + p32 + p42 + p52 = 1,

p13 + p23 + p33 + p43 + p53 = 1,

p14 + p24 + p34 + p44 + p54 = 1,

p15 + p25 + p35 + p45 + p55 = 1,

pij = 0或者 1, i, j = 1, 2, · · · , 5.

Step 9:求解规划模型得到矩阵P = (pij)5×5为

P =



0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 1 0 0 0

1 0 0 0 0

0 0 0 0 1


.

令A = [A1, A2, A3, A4, A5],由AP = [A4, A3, A1, A2,

A5]得到方案的排序为A4 > A3 > A1 > A2 > A5,最
优方案为A4.
为了表明算法的有效性和合理性, 将基于

Choquet积分的 TOPSIS方法[16]推广到多值区间中

智环境下,采用基于Choquet积分的TOPSIS方法对
方案排序.算法前 4步相同, Step 5利用等式 d+i =

d+i1 + d+i2 + d+i3 + d+i4和d−i = d−i1 + d−i2 + d−i3 + d−i4

(i = 1, 2, · · · , 5)计算每个方案与正负理想解的距离,
得到d+1 = 0.248 5, d+2 = 0.341 6, d+3 = 0.324 5, d+4 =

0.223 7, d+5 = 0.412 4, d−1 = 0.252 3, d−2 = 0.250 1, d−3

= 0.223 6, d−4 = 0.293 5, d−5 = 0.151 4. Step 6利用等
式Ci = d−i /(d

−
i + d+i )计算每个方案的相对贴近度,
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得到C1 = 0.503 8, C2 = 0.422 7, C3 = 0.407 9, C4 =

0.567 5, C5 = 0.272 0. Step 7根据相对贴近度对方案
进行排序,可得A4 > A1 > A2 > A3 > A5,最优方案
为A4.两种方法得到的最优方案都是A4.从决策矩
阵可以看出,方案A4在属性C1和属性C3都有该属

性上最大的评价值,而C2上的评价值排在中间位

置,总体上A4的评价值较高,因此其成为最优方案
合理.虽然两种方法中的最优方案一致,但是排序结
果并不完全相同.从频数矩阵可以看出,A3排在A2

的次数较多,因此在整体排序中A3排在A2之前更

加合理.但是在基于TOPSIS的方法中,A3排在A2之

后.不同的排序结果是由于两种方法基于不同的排
序思想, TOPSIS方法中最优方案靠近正理想解同时
远离负理想解,对评价值相对敏感.线性分配方法基
于频数矩阵,这样可以减少主观因素的影响.因此本
文所提出的基于线性分配的方法的结果更加合理,更
加鲁棒.

4 结 䇪

本文定义了多值区间中智集上的余弦值和欧氏

距离,给出了多值区间中智数的比较方法,并给出了
基于Choquet积分和线性分配方法的多值区间中智
多属性决策方法.多值区间中智集能够更加灵活地
描述不确定信息,决策者可以根据自己的情况决定给
出或者拒绝给出评价值,这样可以避免由于不熟悉属
性而给出过高或者过低的评价值.采用Choquet积分
能够描述属性之间的相关性,采用线性分配法对方案
排序可以避免决策者的主观性对于决策结果的影响,
得到更加合理的决策结果.最后通过实例表明了算
法的可行性和有效性,与其他方法的比较结果说明了
所提出方法的合理性.
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