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维度概率摘要模型及其层次聚类算法
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摘 要: 提出一种维度概率摘要模型,将聚类产生的簇摘要信息采用各维度的概率分布来表示;定义点簇相似度、
簇簇相似度等相似性度量方法;提出一种基于维度概率摘要模型的凝聚层次聚类算法.实验分析发现,所提模型
和算法能够产生高质量的聚类,能够避免噪声点的影响并发现离群点,能够自动发现聚类,算法稳定可靠且对高维
数据集聚类效果很好.
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Hierarchical clustering algorithm with dimensions probability summary
model
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Abstract: A dimensions probability summary model is proposed, which uses dimensions probability distributions to
represent the cluster summary. Similarities from point to cluster and from cluster to cluster are defined as the similarity
measurement. A hierarchical clustering algorithm based on the dimensions probability summary model is proposed.
Experimental analysis shows that, the model and algorithm can produce high quality of the clustering, avoid the noise
and find the outliers, and automatically determine the cluster number. The proposed algorithm is stable and reliable, and
is suitable for high dimensional data clustering.
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聚类分析一直是数据挖掘和机器学习领域的研

究热点之一,在模式识别、统计学、生物学、市场营销
等各个领域都有广泛的应用[1-3].聚类分析的目标是
发现数据对象集中有某种意义的“自然”分组,即所
谓的“簇”[2-4].聚类研究是研究某种数据分类方法,
使同一簇内数据对象尽量紧凑或相似,而不同簇之间
的对象尽量不同[5].

K-means算法出现的几十年来,聚类分析的各种
算法层出不穷[1-3],包括改进距离度量方式、结合生物
计算或智能算法进行优化等[6-8].但聚类分析研究的
几大主要问题却仍未得到很好地解决,其主要包括:
如何合理计算数据点之间的相异或相似程度,如何消
除噪声或离群点数据的影响,如何聚类高维数据,如

何自动确定数据集包含的簇数目等[3].
以K-means为代表的基于划分的聚类算法以其

简单高效的优势得到了广泛的应用,但其仍存在很多
问题,如:对初始簇中心点的选取敏感,易于陷入局部
最优解;需要事先指定簇数目;对噪声点或离群点敏
感等[3].此外,基于划分的聚类算法基本上都是用一
个或多个中心点 (如K-means中的均值和K-medoids
中的中心代表点)来代表整个簇,这将导致簇中的部
分信息丢失.例如一个分布紧凑的簇和一个相对分
散的簇有可能具有一样的中心代表点,但其簇内的紧
密程度是不一样的.为此,王玲等[6]提出了聚类中心

和聚类半径的概念,罗印升等[7]定义了一个包含簇中

数据点数目、中心点数目和半径的三元组来描述一

个簇,都对簇的表示进行了有效的尝试,不过这些表
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示方式都以欧氏距离为基础.
本文基于文献[9]中的维度距离思想提出一种全

新的维度概率摘要模型,将聚类产生的簇分维度采用
概率分布来表示其摘要信息,并定义一个数据点到簇
的维度概率摘要的点簇相似度以及簇之间的簇簇相

似度作为相似性度量,以此为基础给出一个全新的基
于维度概率摘要模型的层次聚类算法.该模型及其
算法为聚类分析提供了一种全新的视角,采用人工和
真实数据集进行实验分析发现,该算法能够有效地发
现高质量的簇,通过改进层次聚类设置合适的聚类合
并阈值,能够自动确定簇的数目,且能够发现离群点.

1 维度概率摘要模型

1.1 维度距离

维度距离思想认为,在高维情况下,两个对象在
每一维上都接近比在少数维度上接近更有意义[9].因
此,它在每个维度设定一个相似度阈值ε,如果两个数
据点在某个维度上的距离小于该阈值,则认为这两个
点在该维度上相等,两个数据点是否接近则采用相等
维度的数目多少来判断.如图1所示,以二维坐标系
的两个点A(3, 3)和B(4, 0)为例,如果采用欧氏距离
来描述的话,则 |OB| < |OA|,故点B比点A更接近于

原点O.但如果采用面向维度的距离描述的话,设阈
值ε = 3.1,点A在每一维上与点O的差都小于ε,因此
相等维度数为2,而点B在x轴上与点O的距离大于

ε,故相等维度数为1,因此点A比点B更接近于点O.

O(0,0)

B(4,0)

X

A(3,3)
Y

图 1 维度距离与传统欧氏距离比较示例 (ε = 3.1)

上述维度距离只是根据设定的维度阈值 ε来确

定维度相等或不相等 (即只有 {1,0}判断),可将此维
度距离扩展定义一个维度相似度度量,使其值处于
[0,1]区间,这样对每一维度上的数据对象的相似性可
作更细致的度量和区分,具体见下节定义.

1.2 相关定义

设n个数据点构成的d维数据集S的一种聚类

划分C = {C1, C2, · · · , Ck},称Ci(i = 1, 2, · · · , k)
为聚类C上的一个簇, k为聚类C的簇数.维度概率
摘要模型认为,同一簇中数据点同一维度上的数值应
服从一定的概率分布,本文采用最常见的正态分布表
示,因此可定义相关模型和相似性度量.

定义1 簇的维度概率分布.设簇Ci中包含m

个数据点,定义一个正态分布N(µj ,σj)来表示簇中
所有信息点在第j维的数值信息摘要,称为簇的维度
概率分布,记为DNj(µj , σj).其中: j = 1, 2, · · · , d, d
表示数据的维度,µj表示簇Ci中所有数据点在第 j

维上的值的均值,σj表示该簇中所有数据点在第j维

上的标准差.
定义2 簇的维度概率摘要.对于某个簇Ci,定

义DSi = {DN1,DN2, · · · ,DNd}表示该簇的摘要信
息,称为簇Ci的维度概率摘要, DNj为簇Ci在第j维

的维度概率分布.维度概率摘要DSi用于代替传统的

中心点坐标来代表一个簇的信息.其在每一维度都
保留了对应该维的均值和标准差信息,与采用中心点
代表一个簇的方式相比,减少了信息的丢失.
定义3 点簇维度概率相似度.维度概率分布采

用正态分布表示,对于如何判断一个数据点与一个
已有簇在对应维上的相似度,可定义一个取值范围在
[0,1]上的分段函数来表示点簇维度概率相似度,记为
SimPN(PVj ,DNj),简记为SimPN.
根据正态分布的3σ法则,属于某正态分布的数

据点中有99.73%是落在正态分布的均值附近 [µ −
3σ, µ + 3σ]范围以内,因此如果某个数据点超出这个
范围,则认为它不属于该分布,并认为该数据点与该
分布的相似度为0.定义分段函数如图2所示.
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图 2 点簇维度概率相似度分段函数图

具体分段函数定义如下式所示:

SimPN =



1− 0.2× distj
σj

, distj ⩽ σj ;

1.1− 0.3× distj
σj

, σj < distj ⩽ 2σj ;

1.5− 0.5× distj
σj

, 2σj < distj ⩽ 3σj ;

0, distj > 3σj .

(1)

其中: distj = |PVj − µj |表示数据点在第j维上的值

PVj与簇Ci第 j维的维度概率分布均值µj之间的距

离,采用二者差的绝对值表示.如果二者距离相差不
超过该维度概率分布的一倍标准差 (即distj ⩽ σj),
则认为该数据点与该维度概率分布有80%以上的相
似度,且 distj越小,相似度越接近 1.当 distj = 0 (即
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PVj = µj)时, SimPN= 1;当distj = σj时, SimPN=

0.8;当 distj = 2σj时, SimPN= 0.5;当 distj ⩾ 3σj

时, SimPN= 0.
定义 4 点簇相似度.通过计算每一维的点簇

维度概率相似度,可以定义数据点和簇的维度概率
摘要之间的相似度为数据点到簇的所有维度上的

平均点簇维度概率相似度,简称为点簇相似度,记为
SimD(PV,DSi).其中: PV是数据点的原始值, DSi是

簇Ci的维度概率摘要.点簇相似度简记为SimD,计
算公式如下:

SimD =

d∑
j=1

SimPNj

d
. (2)

其中: d为数据点的维度数, SimPNj为第 j维上的

点簇维度概率相似度.显然, SimD的取值范围也是
[0,1].
定义5 簇簇维度概率相似度.设两个簇的概率

摘要模型在某维度上的维度概率分布为DNa(µa, σa)

和DNb(µb, σb),这两个簇的维度概率相似度可定义
为SimNN(DNa,DNb),简记为SimNN,如下式所示:

SimNN =
SimPN(µa,DNb) + SimPN(µb,DNa)

2
.

(3)

两个簇的维度概率相似度可以用簇a的均值到

簇b的点簇维度概率相似度和簇b的均值到簇a的点

簇维度概率相似度的平均值来度量.同样的, SimNN
的取值范围为[0,1].
定义6 簇簇相似度.将两个簇所有维度上的簇

簇维度概率相似度的平均值定义为簇簇相似度,记为
SimN(Ca, Cb),简记为SimN,如下式所示:

SimN =

d∑
i=1

SimNNi

d
. (4)

其中: d为数据点的维度数, SimNNi为两个簇在第 i

维上的簇簇维度概率相似度.显然, SimN的取值范
围也在[0,1]区间.

2 基于维度概率摘要模型的层次聚类

2.1 聚类思路

基于上节维度概率摘要和各相似度的定义,可以
采用Squeezer算法[10]思想定义一个面向维度概率摘

要模型的一趟聚类算法DPC(dimensions probability
modeled clustering).算法首先以第一数据点为基础
构建出第一个簇的维度概率摘要,然后依次输入其余
数据点,根据点簇相似度阈值来确定该数据点是加入
已有簇还是新建一个簇,后续数据点在相似度大于给
定阈值的情况下,以点簇相似度最大的那个簇作为自

己所属簇,当有新的数据点加入簇时,可在一定条件
下更新该簇的维度概率摘要信息.如此对数据集S进
行一趟扫描,即可将所有数据点划分到其所属簇中,
此过程称为DPC聚类.在DPC聚类结果的基础上,基
于簇簇相似性度量,定义一个簇簇合并阈值 t,采用层
次凝聚算法将相似度大于 t的簇进行合并.最终,若
某簇中数据点数量较少,则可根据应用需要认定其为
离群点.

2.2 DPC算法流程

DPC算法的输入为数据集对象X和点簇相似度

聚类阈值ε,输出为簇编号和各簇的维度概率摘要模
型.
算法的具体流程如下.
Step 1:选取第一个点x1,并构建第一个簇的维度

概率摘要DS1.
Step 2:从数据集中读取下一个数据点 x,采用

式 (2)计算该点到各簇的点簇相似度 SimDi,如果
SimDi > ε,则表示该点可能属于簇Ci,转入Step 3;否
则,转入Step 4.

Step 3:在所有符合条件的簇 SimDi(i = 1, 2,

· · · , k)中,取相似度最大的一个簇Cj作为该点所属

簇,这里j = argmax(SimDi).将该点加入簇Cj中,同
时根据指定条件更新Cj的簇维度摘要DSj .如果数
据集中还有数据,则转入Step 2;否则,输出聚类结果,
算法结束.

Step 4:以当前数据点x为中心构建一个新的簇

的维度概率摘要DSk+1,并生成一个新的簇Ck+1,将
其加入到聚类划分C中.

Step 5:重复Step 2 ∼ Step 4,直至所有数据点都被
处理,输出聚类结果.
点簇相似度阈值ε代表了DPC算法聚类后的聚

簇内聚度. ε越大,生成的初始聚簇数越多.当ε = 1

时,相当于将每个点都作为一个新簇,后期层次聚类
等同于传统层次聚类算法;当ε = 0时,算法会将所
有点归为一类.有研究人员发现,一个有n个数据点

的数据集的聚簇数最大不超过
√
n个,又有人提出聚

簇数取
√

n/2左右为宜.从实验中可以得知,当 ε取

0.5 ∼ 0.6时, DPC算法的初次聚类聚簇数在
√
n左右,

最小不小于
√
n/2,为简单起见,本文取ε = 0.5.

2.3 DPC算法关键问题
2.3.1 单数据点簇的维度概率摘要

DPC算法需要解决的一个问题是新建一个簇时
维度概率摘要的构建,当簇中只有一个数据点时, 按
常规来说每个维度的概率分布中的标准差为σ = 0,
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这将导致点簇维度概率相似度无法计算.
DPC算法基于以下假设:当一个数据集中的 n

个数据点被分为 k个簇时,聚类后的数据集在某一
维度上的取值也被分为k个服从某种正态分布的子

集{(µ1, σ1), (µ2, σ2), · · · , (µk, σk)},子集的标准差值
σi(i = 1, · · · , k)应该小于或等于所有数据点在该维
度上的标准差σ,即σi < σ.因此,在簇Ci只有一个

数据点时,以该数据点维度的值作为该簇的维度概率
分布的均值µi,以整个数据集在该维的标准差的1/m

作为该簇的维度概率分布的标准差σi = σ/m,其中
m可取值为1到

√
n (

√
n为一个有n个数据点的数据

集有可能含有的最大簇数).
从式 (1)中可知,m取值越大,每个初始簇的 σi

值越小,在距离distj相同的情况下, SimPN就越小,此
时就越容易产生新的簇,即聚类算法所产生的簇越
多.根据实验测试,取m =

√
n/2左右时效果较佳,产

生的紧凑的小簇经过后续的层次聚类进行凝聚后可

达到较好的聚类结果.
2.3.2 簇的维度概率摘要的更新

在上述算法的Step 3中,需要更新簇Cj维度概率

摘要DSj = {DN1,DN2, · · · ,DNd},可以将簇中的所
有数据点按维度计算其均值和标准差作为该簇的维

度概率分布.
摘要更新可以采用即时更新和批量更新两种.

为了优化算法性能,可以采用批量更新的方式,即设
定一个更新触发阈值 σtj (第 j维的更新阈值, j =

1, 2, · · · , d),当一个新的数据点加入时,如果该数据
点与欲加入的簇的维度概率分布均值的距离大于该

阈值 (即distj > σtj),则运行更新;否则,直接将数据
点加入而不更新.该阈值应保证在新增数据点时,所
计算出来的新的维度概率分布的标准差不大于原有

簇的维度概率分布的标准差.根据概率计算的推导,
设某簇的第j维的维度分布为(µj ,σj),该簇中原有M

个数据点,则当新增一个数据点与该簇维度距离满足
以下式所示条件时,可保证新增数据点后形成的新簇
的维度标准差σ不大于原来的维度标准差σj .

distj ⩽
√

M + 1

M
σj . (5)

由此可知,σtj可设置为式 (5)所示条件右侧的值
作为批量更新的触发条件.由于该值与M有关且动

态变化,M最小值取1,此时σtj ⩾ 1.414× σj .为简化
处理,设定该阈值为一个固定值σtj = 1.5× σj .

2.4 DPC的凝聚层次聚类

DPC算法的聚类结果为一些数据点较少的小簇,
且由于m的取值较大将产生比预期多的簇,因此可

以采用AGNES(AGglomerative NESting)凝聚层次聚
类算法[11]思想将DPC算法中产生的簇进行合并,综
合算法称为DPCAH算法.该算法首先采用DPC算法
进行一次聚类,然后使用上述定义的簇簇相似度作为
相似性度量,一步一步地合并相似度较大的簇,直到
达到预期目标.

DPCAH算法的具体流程如下:
Step1 :采用DPC算法对数据集进行初次聚类,生

成第一阶段的候选簇;
Step 2:基于凝聚层次聚类的思想,采用定义6中

定义的簇簇相似度,计算各候选簇的相似度,找出两
个相似度最大且符合合并条件的簇进行合并,并更新
相应维度概率摘要;

Step 3:在合并后的簇集重复Step 2,直至得到符
合需求的结果,如获得预期的簇数或者所有簇的簇簇
相似度均小于簇合并的阈值t.

3 实验分析

为了验证本文方法的有效性,采用2个人工数据
集和UCI的 IRIS数据集进行实验分析.人工数据集
采用来自Alexander Strehl在文献 [12]中用到的8个
维度5个簇的X8d5k和用于高维聚类研究的Dim064
数据集.数据集的基本情况如表1所示.

表 1 实验数据集概况

数据集 维度数 数据点数 簇数目 数据集特征

X8d5k 8 1 000 5 8维度5类高斯分布数据,
每类200个点

IRIS 4 150 3 UCI的真实数据集

Dim064 64 1 024 16 用于高维聚类研究的著
名数据集

实验环境:硬件采用 Intel core i5-5200u型号CPU
和 1.52 G内存;软件为 virtualbox虚拟机和Windows
XP系统,在Matlab 2012a中实现算法并运行比较.

3.1 有效性实验

将K-means和AGNES层次聚类算法与本文所
提出的DPCAH算法进行比较.在上述数据集上分
别运行上述算法进行聚类分析,并分别计算错误
率和 2个常见内部有效性指标Davies-Bouldin(DB)、
Calinski-Harabasz(CH) 以及 4 个外部有效性指标
Adjusted Rand index(AI)、 Rand index(RI)、Mirkin
index(MI)、Hubert index(HI)以验证算法的有效性.由
于K-means算法稳定性不高,采用运行100遍取平均
值的方式计算错误率等指标, DPCAH和AGNES算法
每次结果是确定的,所以只需运行一次. DPCAH的初
始参数为m =

√
n/2,合并阈值 t = 0.三种算法在3

个数据集上的实验结果如表2所示.
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表 2 有效性实验结果

数据集 算法 错误率 / % AI RI MI HI DB CH

X8d5k

DPCAH 1.00 0.985 0.995 2 0.004 8 0.990 5 0.691 4 993.325 6

K-means 12.22 0.802 8 0.928 7 0.071 3 0.857 3 1.020 8 917.691 1

AGNES 19.90 0.781 6 0.919 9 0.080 1 0.839 8 0.610 7 680.962 2

IRIS

DPCAH 12.00 0.706 0.867 9 0.132 1 0.735 8 0.603 7 480.720 1

K-means 17.27 0.669 1 0.847 3 0.152 7 0.694 6 0.613 9 506.164 3

AGNES 32.00 0.563 8 0.776 6 0.223 4 0.553 3 0.430 4 277.492 7

Dim064

DPCAH 0.00 1 1 0 1 0.048 2 544 51

K-means 77.57 0.758 0.963 8 0.036 2 0.927 5 0.751 299.225 3

AGNES 0.00 1 1 0 1 0.049 1 544 51

从表2的结果可以看出:对于所有外部有效性指
标,本文提出的DPCAH算法均优于另外两种比较算
法,聚类结果的错误率远低于其他两种算法;在DB指
标表现上,均优于K-means算法; CH指标在IRIS数据
集上比K-means略差,在2个人工数据集上表现较好,
特别在高维数据集Dim064上表现非常好.由此可以
验证本文算法的有效性.

3.2 自动确定簇数目实验

为了自动确定簇数目 k,在很多传统算法上,经
常使用内部有效性指标 (如DB和CH指标)进行指导.
Squeezer算法可以通过调节相似度参数来自动确定
聚类数目.层次聚类算法中,在簇簇合并时,每次均找
出最相似的两个簇进行合并,但这里的最相似只是相
对而言的,如果通过相似度度量,最相似的两个簇真
实距离也很大,则应考虑停止继续合并簇,此时便可
自动获得簇数目.由于DPCAH算法定义了簇簇相似
度,可以考虑设定一个簇合并的阈值 t,当最相似的两
个簇的距离超过t时,认为其距离太大,不适合合并到
一个簇中,此时可停止继续聚类而直接输出结果.

为了验证 t值对算法聚类结果的影响,采用DB
和CH指标进行指导,在X8d5k数据集上进行实验分
析. t取值从0.6到0,每次递减0.05.阈值 t的取值、相

应的聚簇数k、DB和CH值的相互关系如图3所示.
根据上述实验结果,在层次聚类过程中,如果在

设定簇簇合并阈值 t = 0.4时,采用DPCAH算法进
行聚类,则用户指定的聚类数目在小于等于 6的情
况下,最终聚类结果都会变成 6个簇.此时的DB和
CH指标数都达到最优,但与X8d5k实际含有 5个簇
每个簇 200个数据点的预设不符.进一步分析发现,
采用DPCAH算法聚类的 6个簇所含数据点数分别
为: 198、201、200、201、199、1.也就是说, 6个簇
中有一个簇中只有1个数据点 (第23个数据点),通过
簇簇相似度计算出来其与其他5个类的相似度都小
于0.4,由此可将该数据点当做离群点来处理,这表明
DPCAH算法能够用来进行离群点分析.
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图 3 自动确定簇数目k实验结果

3.3 m值参数调节实验

在DPC算法运行采用单数据点构建新的簇的维
度概率摘要时,m的取值将影响初始簇的个数和最
终的聚类效果,为研究m值对算法的影响,同样采用
DB和CH指标作为指导,在X8d5k数据集上进行实验
分析.为了方便比较效果,簇合并阈值t取0.4.

X8d5k数据集有数据点个数 n = 1000,实验
时,m取值从2到

√
n,每次递增1,结果如图4所示.
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从图4可以看出,两个指标对m值变化的影响有

所不同;从CH指标来看,m在 [12, 23]范围时, CH值
在1 189.35及以上,效果较佳,在m = 12、15、16、17、
21、22时达到最大值1 484.61;从DB指标看,m取12
和大于等于15时, DB值在0.608 2及以下.从以上实
验结果可以看到,针对本数据集,m取值在 [15, 23]区
间中的任何一个值,且采用簇簇合并阈值 t = 0.4时,
其聚类效果都要优于另外两类比较算法.

3.4 算法效率分析

从时间复杂度来看, DPC算法属于一趟聚类算
法,其主要计算量来自于点簇相似度的计算,算法复
杂度介于O(n × d)和O(n × d × k)之间.其中:n
是数据点个数; d是数据维度数; k是一趟聚类的簇
数,它随着循环的进行逐渐增加,其中每趟中还有每
个簇的维度概率摘要更新的计算.在凝聚层次聚类
阶段, DPCAH算法的主要计算量来自于相似度矩阵
的计算,设一阶段基础簇数为 k,则计算 k个簇之间

的相似度需要 2 × k × (k − 1)次运算量,由于k随

着循环逐渐减小,无法准确估计其计算复杂度.为
了进一步精确地比较 DPCAH算法与K-means和
AGNES算法的计算复杂度,将 3种算法在X8d5k数
据集各运行100次统计其运行时间,结果为: DPCAH
运行 31.512 4 s,K-means运行 0.810 6 s, AGNES运行
5.308 4 s.
从运行时间来看, DPCAH算法的时间复杂度偏

高,这是因为算法需要进行按维度的概率信息计算,
同时, Matlab实现的算法也没有进行过优化.总体来
说,其算法时间是传统层次聚类的6倍左右且没有指
数级的复杂度,说明算法还是可行和适用的.

4 结 䇪

本文提出了一种全新的维度概率摘要模型及其

层次聚类算法,对算法的阈值ε、单个数据点新建簇

时的标准差确定参数m和DPCAH算法中的合并阈
值 t等进行了初步的数学分析和实验研究.同时采用
UCI的实际数据集进行聚类实验,验证了所提模型和
算法的有效性,与传统的K-means算法和层次聚类算
法相比,聚类正确率更高,且能够自动确定聚簇数目
和发现离群点.
当然,算法中的参数调优、单数据点构建簇的维

度概率分布的处理方式,以及如何将算法应用于高维
数据聚类及其他数据挖掘的应用场合都有待进一步

的研究探讨.
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