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近似非齐次指数递减序列NGOM(1,1)模型的构建与优化
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摘 要: 针对一类具有近似非齐次指数特征的衰减序列建模预测问题,构建NGOM(1,1)模型,推导出其参数估计
的最小二乘解与时间响应函数的表达式.鉴于背景值和初始条件对于该模型作用的复杂性和噪声扰动的不确定
性,运用方程组的数据融合技术对背景值进行全局性优化,并利用平均相对误差平方和构建期望函数,实现模型优
化目标函数和平均相对误差最小两个准则一致性条件下模型初始条件的最优选择.实例研究表明了所提出模型
在处理衰减非齐次序列时具有较高的精度.
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Modeling and optimizing the grey model NGOM(1,1) for the
approximation non-homogenous decreasing series
DING Song1†, DANG Yao-guo1, XU Ning2, WEI Long1

(College of Economics and Management，Nanjing University of Aeronautics and Astronautics，Nanjing 211106，China；
College of Management Science and Engineering，Nanjing Audit University，Nanjing 211815，China)

Abstract: Aiming at solving the predicting problems for the decreasing non-homogenous series, the grey model
NGOM(1,1) is proposed with the method of accumulated generating operation in opposite-direction. The parameters
and time response function are estimated. For the background value and the initial condition have a great effect on the
simulating and predicting accuracy of the grey model, the background value is optimized by using the equations, and the
initial condition is modified by using the expectation function, which ensures the consistency between the two rules,
namely, the minimum values of optimized objective function and the minimum average relative errors. The results of the
case study show that the NGOM(1,1) model has better simulating accuracy compared to other optimized models, which
demonstrates the effectiveness and practicability of the proposed model dealing with the decreasing non-homogeneous
sequences.
Keywords: accumulated generating operation in opposite-direction；non-homogeneous；initial condition；background
value

0 引 䀰

自邓聚龙教授提出灰色系统理论以来,该理论
经过20多年的发展,其应用价值在众多领域获得了
认可[1-3].灰色预测理论是灰色系统理论的一个重要
组成部分,它通过序列的累加生成,挖掘数据序列中
存在的内在规律,进而构建灰色预测模型,揭示系统
未来的发展趋势. GM(1,1)模型是灰色预测模型中的
基础和核心模型,其对具有灰指数增长规律的数据
拟合与预测具有较好的效果,因此在经济社会领域

中得到了广泛应用.随着GM(1,1)模型的应用范围不
断拓展,该模型的优化与改进引起了许多学者的重
视,主要集中在以下方面: 1)背景值改进. Wang等[4-5]

通过对齐次与非齐次指数函数关系的研究,构建了
GM(1,1)模型符合数理关系的最优背景值;张彬[6]将

背景值和边值进行组合优化,提高了建模精度. 2)灰
导数优化.李玻等[7]利用向前差商和向后差商的加

权平均对GM(1,1)模型的灰导数进行优化. 3)初始条
件优化. Dang等[8]基于最新信息原理以x(1)(n)作为
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初始条件;董奋义等[9]和Wang等[10]基于误差最小原

理对初始条件进行了优化. 4)时间响应式优化.刘斌
等[11]利用最小二乘法构建了GM(1,1)模型时间响应
函数的最优模型. 5)模型特性研究.王正新[12]初步探

索了GM(1,1)模型的稳定性与发展系数间的关系以
及无偏GM(1,1)模型的混沌特性;郑照宁等[13]探索了

GM(1,1)模型的病态性问题. 6)拓展模型研究.谢乃
明等[14]提出了离散GM(1,1)模型,王正新等[15]研究

了GM(1,1)幂模型参数识别过程中可能出现的病态
性问题.在上述研究中,学者从不同角度对原模型进
行了不断地修正,使得原模型能够更好地拟合具有齐
次指数律特性的数据序列,这对完善灰色预测理论体
系,推动灰色系统理论的发展起到了积极的作用.
然而,现实生活中存在大量具有非齐次指数特性

的系统特征数据序列,利用原有模型对这些数据进行
建模时会产生较大的偏差.因此,展开对具有非齐次
指数特征序列的建模研究有着十分重要的意义.谢
乃明等[16]构建了近似非齐次指数序列的离散灰色

模型,并利用演绎推理的方法对该模型的仿射特性
进行了研究;崔杰等[17]研究了非齐次指数序列的建

模问题,构建了NGM(1,1)模型;朱超余等[18]分析了

NDGM模型的参数特性,验证了该模型对非齐次指
数序列的预测具有无偏性;陈芳等[19]构建了近似非

齐次指数序列的GM(1,1)模型,并对其灰导数进行了
优化,证明了此模型具有白指数重合性;战立青等[20]

提出了基于非齐次指数数据的灰色模型,并对其初始
条件进行了优化,获得了良好的模拟预测效果.
与传统的GM(1,1)模型在正向累加生成方法的

基础上建模不同,许多学者对反向累加生成的方法进
行了研究.宋中民等[21]针对递减序列的处理采用了

反向累加,在此基础上建立了GOM(1,1)模型预测衰
减序列的发展趋势;杨知等[22]对GOM(1,1)模型进行
了优化研究,利用指数的积分方法修正了背景值的生
成,推导出新的背景值公式;练郑伟等[23]证明了反向

累减生成序列满足灰色预测模型的建模条件,在分析
反向累加条件下的齐次与非齐次指数关系的基础上,
构建了新GOM(1,1)模型,并优化了其背景值.随着灰
色预测模型应用范围的不断扩展,各种新问题不断涌
现出来,如传统GM(1,1)模型对递减非齐次特征序列
预测效果较差,误差检验准则一致性下参数优化等问
题,这要求对GM(1,1)模型进行一定的改进.
本文在非齐次指数序列和反向累加生成方法的

最新研究基础上,针对一类具有近似非齐次指数特
征的衰减序列建模预测问题,构建基于近似非齐次

指数序列的反向累加生成灰色预测 (NGOM(1,1))模
型),利用最小二乘法和矩阵运算推导出该模型的参
数估计公式,并借助一阶非齐次微分方程的求解公
式,求出新模型的时间响应序列函数.另外,鉴于背景
值和初始条件对于灰色预测模型精度的重要作用,本
文对二者进行组合优化,尝试利用构建方程组思想
优化NGOM(1,1)模型背景值,并实现优化目标函数
和模型误差检验标准相一致条件下的模型初始条件

最优化,进一步提高模型精度和拓展模型的应用范
围.最后,结合实际数据,分别建立传统模型及其改进
模型,并对结果进行比较分析.

1 反向累加生成及NGOM(1,1)模型的建模
原理

定义1 [22] 设非负的原始序列X(0) = (x(0)(1),

x(0)(2), · · · , x(0)(n)),令 x̄(1)(k) =
n∑

i=k

x(0)(i), k =

1, 2, · · · , n,则称X̄(1) = (x̄(1)(1), x̄(1)(2), · · · , x̄(1)(n))

为X(0)的一次反向累加生成序列.
定义 2 设非负的原始序列X(0) = (x(0)(1),

x(0)(2), · · · , x(0)(n)),取

x̄(−1)(k) ={
x(0)(k)− x(0)(k + 1), k = 1, 2, · · · , n− 1;

x(0)(n), k = n.

则称 X̄(−1) = (x̄(−1)(1), x̄(−1)(2), · · · , x̄(−1)(n))为

X(0)的一次反向累减生成序列.
易知,一次反向累加生成与一次反向累减生成

是互逆运算, 并且 x̄(1)(k) − x̄(1)(k + 1) =
n∑

i=k

x(0)(i)−
n∑

i=k+1

x(0)(i) = x(0)(k), k = 1, 2, · · · ,

n − 1.由上述定义可知,反向累加生成是以最新数据
x(0)(n)作为不动点,从最新数据开始向前累加挖掘
系统能量递减的灰色趋势.任意的非负序列经过反
向累加生成后,序列的光滑性会得到提高,具有准指
数规律,满足建立灰色预测模型的初始条件[23].从新
信息优先原理角度看,反向累加生成运算不仅充分挖
掘了原始数据的信息,而且更加充分利用了新信息,
反映了新信息所表征的趋势,提高了灰色建模的功
效.从系统能量的积累与释放角度来分析,累加生成
运算可以看成是系统能量的积累过程,而反向累加生
成运算则是系统能量的释放过程,从这个角度来说,
他们有着本质的区别.对于非负的衰减序列X(0),其
累加生成序列X(1)必是单调递增,模拟值 X̂(1)也是

递增的,用能量积累的系统预测能量释放的过程会产
生不合理的误差[22];而对于反向累加生成序列 X̄(1),
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是单调递减,其模拟序列 ˆ̄X(1)也是递减的,用该能量
系统去预测能量的衰减过程可以避免上述的不合理

误差.根据经典灰色预测模型的建模机理,本文仍然
采用灰色微分方程与白化方程的形式,其中灰色微分
方程用来估计模型的参数,白化方程求解用来进行预
测.根据以上分析,建立新模型定义如下:
定义 3 设X(0)为非负的原始序列,其一次反

向累加生成序列为 X̄(1),建立基于近似非齐次指
数序列的反向累加生成灰色预测模型,简记为
NGOM(1,1)模型:

− x(0)(k − 1) + az(1)(k) =
1

2
(2k − 1)b+ c,

k = 2, 3, · · · , n. (1)

其中: a为发展系数, b为时间项, c为灰作用量; z(1)(k)
为背景值,一般情况下取X̄(1)的紧邻均值生成序列.

该模型的白化方程形式为

dx̄(1)(t)

dt + ax̄(1)(t) = bt+ c. (2)

定理1 设X(0)、X(1)、Z(1)如上述定义,若 â =

[a, b, c]T为参数列,且设

Y =


−x(0)(1)

−x(0)(2)
...

−x(0)(n− 1)

 ,

B =


−z(0)(2) 3/2 1

−z(0)(3) 5/2 1
...

...
...

−z(0)(n) (2n− 1)/2 1

 ,

则NGOM(1,1)模型 (1)的最小二乘参数估计满足 P̂

= (BTB)
−1

BTY .
证明 将数据代入模型(1),得到

−x(0)(1) + az(1)(2) =
3

2
b+ c,

−x(0)(2) + az(1)(3) =
5

2
b+ c,

...

−x(0)(n− 1) + az(1)(n) =
(2n− 1)

2
b+ c.

上述方程组可以写成矩阵形式

Y = BP̂ .

对于 P̂ = [a, b, c]
T
的一组参数估计序列,以

−az(1)(k) +
1

2
(2k − 1)b + c代替−x(0)(k − 1)(k =

2, 3, · · · , n),可以得到误差序列
ε = Y −BP̂ .

设

s = εTε = (Y −BP̂ )
T
(Y −BP̂ ) =

n∑
k=2

(
− x(0)(k − 1) + az(1)(k)− (2k − 1)

2
b− c

)2

,

使s最小的a, b, c应满足

∂s

∂a
= 2

n∑
k=2

(
− x(0)(k − 1) + az(1)(k)−

(2k − 1)

2
b− c

)2

· z(1)(k) = 0,

∂s

∂b
= −(2k − 1)

n∑
k=2

(
− x(0)k − 1)+

az(1)(k)− (2k − 1)

2
b− c

)2

= 0,

∂s

∂c
= −2

n∑
k=2

(
− x(0)(k − 1) + az(1)(k)−

(2k − 1)

2
b− c

)2

· z(1)(k) = 0.

即 

n∑
k=2

(
− x(0(k − 1) + az(1)(k)−

(2k − 1)

2
b− c

)2

· z(1)(k) = 0,

(2k − 1)

n∑
k=2

(
− x(0(k − 1)+

az(1)(k)− (2k − 1)

2
b− c

)2

= 0,
n∑

k=2

(
− x(0(k − 1) + az(1)(k)−

(2k − 1)

2
b− c

)2

· z(1)(k) = 0.

即BTε = 0,于是BT(Y − BP̂ ) = 0或者BTY −
BTBP̂ = 0,即BTY = BTBP̂ ,所以

P̂ = (BTB)
−1

BTY. 2
定理2 设B、Y 如定理1所述, â = [a, b, c]

T
=

(BTB)
−1

BTY ,取边值条件 x̂(1)(n) = x̄(1)(n),则:
1)白化方程式(2)的解(即时间响应函数)为

x̂(1)(t) =
(
x(0)(n)− b

a
n− c

a
+

b

a2

)
e−a(t−n)+

b

a
t+

c

a
− b

a2
.

2) NGOM(1,1)模型的时间响应序列为

x̂(1)(k) =
(
x(0)(n)− b

a
n− c

a
+

b

a2

)
e−a(k−n)+

b

a
k +

c

a
− b

a2
.

3)序列的还原值为

x̂(0)(k) =


x̂(1)(k)− x̂(1)(k + 1), k < n;

x̂(1)(k), k = n;

x̂(1)(k − 1)− x̂(1)(k), k > n.

证明 令 x̄(1) = x,则白化方程为
dx̄(1)(t)

dt + ax̄(1)(t) = bt+ c.
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可以将其看成是一阶非齐次线性微分方程
dx
dt + ax = bt+ c

求解,根据一阶非齐次线性微分方程的通解公式可得

x = Ge−at +
b

a
t+

c

a
− b

a2
. (3)

将 x̂(1)(n) = x̄(1)(n) = x(0)(n)代入式 (3),得到时间
响应函数

x̂(1)(t) =
(
x(0)(n)− b

a
n− c

a
+

b

a2

)
e−a(t−n)+

b

a
t+

c

a
− b

a2
. (4)

再将 x̂(0)(k) = x̂(1)(k) − x̂(1)(k + 1)代入 x̂(1)(k)和

x̂(1)(k + 1)的具体表达式即可. 2
2 基于背景值和初始条件组合优化的

NGOM(1,1)模型构建
2.1 NGOM(1,1)模型的背景值优化分析

由定理 1可知,背景值 z(1)(k)的构造方式直接

影响到 NGOM(1,1)模型的模拟和预测精度,为了
提高对背景值的优化效果,当务之急是先搞清楚
NGOM(1,1)模型的背景值误差来源.对白化方程式
(2)两边在区间 [k − 1, k]上取积分得

−x(0)(k − 1) + a
w k

k−1
x̄(1)(t)dt = 1

2
(2k − 1)b+ c.

(5)

从背景值的几何意义看, z(1)(k) =
w k

k−1
x̄(1)(t)dt才

是背景值的精确计算公式,而传统模型中以梯形公式

z(k) = (x(0)(k) + x(0)(k + 1))/2

代替

z(1)(k) =
w k

k−1
x̄(1)(t)dt,

造成与实际背景值的偏离.故本文拟借助方程组思
想对传统背景值进行优化,以实现背景值的全局性合
理估计,充分利用全局信息,避免局部信息未被利用
的情况发生.设x(0)(k) = CeAk + B为原始序列,其
一次反向累加生成为

x(1)(k) =

n∑
i=k

x(0)(i) =

CeAk(1+eA+· · ·+e(n−k+1)A) + (n− k + 1)B =

CeAk

1− eA − Ce(n+1)A

1− eA + (n− k + 1)B.

背景值化简可得

z(1)(k) =
w k

k−1
x̄(1)(t)dt =

w k

k−1
C
1− e(n−t+2)A

1− eA eAtdt+
w k

k−1
(n− t+ 1)Bdt =

B
[
n+

3

2
− k

]
− CeA(k−1)

A
− Ce(n+1)A

1− eA . (6)

为了求解背景值,只需求出A、B、C,再代入上式
即可.鉴于非齐次递减序列预测模型背景值构建的复
杂性,少有学者对其进行优化求解,本文尝试利用方
程组思想,实现真实背景值参数的求解.为了能够使
得背景值取值覆盖k = 2, 3, · · · , n的取值范围,本文
建立两个方程组,并通过数据融合实现背景值求解统
一.
为了删除现求A、B、C,当k = 2, 3, · · · , n− 1时,

建立如下方程组:
方程组1

x(0)(k − 1) = CeA(k−1) +B, (7)

x(0)(k) = CeA(k) +B, (8)

x(0)(k + 1) = CeA(k+1) +B, (9)

k = 2, 3, · · · , n− 1.

由方程组运算
式(7)−式(8)

式(9)−式(10)
可得

A = ln x(0)(k)− x(0)(k + 1)

x(0)(k − 1)− x(0)(k)
.

由式 (7)和 (8)可消去B,再代入A,即可解得C,
则

C = [
x(0)(k − 1)− x(0)(k)

]2
x(0)(k − 1)− 2x(0)(k) + x(0)(k + 1)

×

[x(0)(k)− x(0)(k + 1)

x(0)(k − 1)− x(0)(k)

]1−k

=

[x(0)(k−1)−x(0)(k)]
k+1× [x(0)(k)−x(0)(k + 1)]

1−k

x(0)(k − 1)− 2x(0)(k) + x(0)(k + 1)
.

代入式(8)得

B =
x(0)(k − 1)× x(0)(k + 1)− [x(0)(k)]

2

x(0)(k − 1)− 2x(0)(k) + x(0)(k + 1)
.

将参数A、B、C代入改进后的背景值公式,可得

z
(1)
1 (k) =(
n+

3

2
− k

)
{x(0)(k − 1)x(0)(k + 1)− [x(0)(k)]

2}
/

[x(0)(k − 1)− 2x(0)(k) + x(0)(k + 1)]−

[x(0)(k − 1)− x(0)(k)]k−n+1×

[x(0)(k)− x(0)(k + 1)]
n+2−k

/

[x(0)(k − 1)−2x(0)(k)+x(0)(k+1)]
2−

[x(0)(k − 1)− x(0)(k)]
2
/{

ln x(0)(k)−x(0)(k+1)

x(0)(k−1)−x(0)(k)
×

[x(0)(k − 1)− 2x(0)(k) + x(0)(k + 1)]
}
. (10)

其中:x(0)(k) ̸= x(0)(k + 1), k = 2, 3, · · · , n − 1.当
x(0)(k) = x(0)(k + 1)时,曲线x(1)(t)与 t轴围成的图
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形退化为一个矩形,此时背景值的大小相当于矩形面
积:

z(1)(k) =
w k

k−1
x(1)(t)dt =

x(1)(k) · [k − (k − 1)] = x(1)(k).

此时,背景值与用紧邻均值表示一致,这也说明了原
始GM(1,1)在对增长平缓序列建模时具有较高精度
的原因.另外,当k = n时,不符合上述方程组求值条
件,因此,为了能够求出背景值z(1)(n),需要寻找其他
路径.
还是借助构建方程组思想,当k = 3, 4, · · · , n时,

建立如下方程组:
方程组2

x(0)(k − 2) = CeA(k−2) +B, (11)

x(0)(k − 1) = CeA(k−1) +B, (12)

x(0)(k) = CeA(k) +B, (13)

k = 3, 4, · · · , n.

由方程组运算
式(11)−式(12)

式(13)−式(14)
可得

A = ln x(0)(k − 1)− x(0)(k)

x(0)(k − 2)− x(0)(k − 1)
.

由式(11)和(12)得

C =

[x(0)(k − 2)− x(0)(k − 1)]
2

x(0)(k − 2)− 2x(0)(k − 1) + x(0)(k)
×

[ x(0)(k − 1)− x(0)(k)

x(0)(k − 2)− x(0)(k − 1)

]2−k

=

[x(0)(k−2)−x(0)(k−1)]
k×[x(0)(k−1)−x(0)(k)]

2−k

x(0)(k − 2)− 2x(0)(k − 1) + x(0)(k)
.

将A、C代入式(12)得

B =
x(0)(k − 2)× x(0)(k)− [x(0)(k-1)]2

x(0)(k − 2)− 2x(0)(k − 1) + x(0)(k)
.

求解参数过程与上面方程组一样,可以求得改进后的
背景值为

z
(1)
2 (k) =(
n+

3

2
− k

)
{x(0)(k − 2)x(0)(k)− [x(0)(k − 1)]

2}
/

[x(0)(k − 2)− 2x(0)(k − 1) + x(0)(k)]−

[x(0)(k − 2)− x(0)(k − 1)]
k−n+1×

[x(0)(k − 1)− x(0)(k)]
n+2−k

/

[x(0)(k − 2)− 2x(0)(k − 1) + x(0)(k)]
2−

[x(0)(k − 2)− x(0)(k − 1)]
2
/

{
ln x(0)(k − 1)− x(0)(k)

x(0)(k − 2)− x(0)(k − 1)
×

[x(0)(k − 2)− 2x(0)(k − 1) + x(0)(k)]
}
. (14)

其中:x(0)(k − 2) ̸= x(0)(k − 1), k = 3, 4, · · · , n.综合
式(10)和(14),得到优化后的背景值为

Z(1)(k) =
z
(1)
1 (k), k = 2;

(z
(1)
1 (k) + z

(1)
2 (k))/2, k = 3, 4 · · · , n− 1;

z
(1)
2 (k), k = n.

(15)

式(15)即为NGOM(1,1)模型背景值的优化公式,其实
现了对近似非齐次递减序列灰色建模的背景值优化

求解.本文通过构建两个方程组对背景值进行求解,
其共同取值部分采用算术平均数进行取值,而对于首
末两点则直接取值.

2.2 NGOM(1,1)模型的初始条件优化

一般情况下,选取实际值x(1)(1)或x(1)(n)作为

灰色模型的初始条件,即模型建立在拟合曲线过点
(1, x(1)(1))或 (n, x(1)(n))的基础之上,从而求出时间
响应函数中的参数G.但从控制模型误差角度来讲,
为了实现整体误差最小,最优的拟合曲线未必一定
经过历史数据中的某一点.关于GM模型初始条件
优化,刘卫峰等[24]和王义闹等[25]分别以残差绝对值

之和最小、累加序列相对误差之和最小为目标,刘斌
等[26]和张辉等[27]分别以累加序列残差平方和最小、

原始序列残差平方和最小为目标,上述学者均给出了
初始条件优化的解析式.由于上述方法优化的目标
函数均为误差平方和最小或相对误差之和最小,与模
型的检验标准平均相对误差最小不一致,两个准则的
不一致性造成了模型优化效果不理想.误差平方和
最小准则侧重于等精度序列,表现出大致相同的绝
对误差;而相对误差平方和最小准则侧重于非等精
度序列,表现为大致相同的相对误差.鉴于模型精度
一般以平均误差作为衡量模型拟合效果的指标,即
原始数据越大,所能接受的拟合绝对误差越大,而平
均相对误差函数不可微,本文以还原序列的相对误差
平方和作为最优目标函数,以期模型的平均相对误差
最小.定理3给出了在原始时间序列模拟值与真实值
之间相对误差平方和最小时,确定模型的最优初始条
件.
定理3 在还原NGOM(1,1)相对误差平方和最

小意义下,模型的最优初始条件是

x̂(0)(n) =
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{
e−an

n−1∑
k=1

e−ak(1− e−a)
[
x(0)(k) +

b

a

]
x(0)(k)2

+

e−2an
[
x(0)(n)− b

a
n− c

a
+

b

a2

]
x(0)(n)2

}/
[ n−1∑
k=1

e−2ak(1− e−a)2

x(0)(k)2
+

e−2an

x(0)(n)2

]
+

b

a
n+

c

a
− b

a2
.

证明 令F (G)为模型的误差平方和,在边值条
件未知时,原始序列的新预测值可以表示为

x̂(0)(k) =
Ge−ak(1− e−a)− b

a
, k = 1, 2, · · · , n− 1;

Ge−an +
b

a
n+

c

a
− b

a2
, k = n.

(16)

初始条件为

x̂(0)(n) = Ge−an +
b

a
n+

c

a
− b

a2
. (17)

其中:G为未知量, a、b、c值同前.则模型的相对误差
平方和F (G)为

F (G) =

n−1∑
k=1

[x(0)(k)−Ge−ak(1− e−a) +
b

a
x(0)(k)

]2
+

[x(0)(n)−Ge−an − b

a
n− c

a
+

b

a2

x(0)(n)

]2
.

显然F (G)为关于未知量G的函数,对F (G)求最小

值可以求得G的最优值,然后代入式 (17)便可求得模
型的最优初始条件.

令
dF
dG = 0,可得唯一驻点.

G =
{ n−1∑

k=1

e−ak(1− e−a)
[
x(0)(k) +

b

a

]
x(0)(k)2

+

e−an
[
x(0)(n)− b

a
n− c

a
+

b

a2

]
x(0)(n)2

}/
[ n−1∑
k=1

e−2ak(1− e−a)2

x(0)(k)2
+

e−2an

x(0)(n)2

]
. (18)

将式 (18)代入 (17),可得边值条件的最优值,即定理得
证. 2
定理3表明, NGOM(1,1)模型的精度与初始条件

的选择有着很大的关系,本文初始条件的优化思路与
传统思路[24-27]有一定的差异,选择原始序列相对误
差平方和作为无约束优化目标函数,能够实现最优目
标函数与误差检验标准原则的统一,可以进一步提高
模型精度.

3 Ṹ例分析

NGOM(1,1)模型的构建是为了能够对于近似非
齐次递减规律的数据建模时避免不合理误差,因此对
具有递减特征的序列建模具有较好的模拟和预测效

果.为了能够充分说明本文组合优化方法的优越性
和适应性,本文拟选择文献 [21]中的实例计算数据,
并与传统GM(1,1)模型、文献 [21]和文献 [22]中的方
法进行对比分析,说明本文模型的优化效果.表1给
出了一种害虫在某农药作用下单位面积内的数量随

时间变化的采样数据[21].

表 1 某农药作用下单位面积内害虫数量变化信息

时间

1 2 3 4 5

数据 8 6.5 5.2 4.5 3.2

利用上述数据信息分别建立传统GM(1,1)模型、
文献 [21]模型、文献 [22]模型和本文模型,时间响应
式分别如下.

GM(1,1)模型:

x̂(1)(k + 1) = −33.407 4e−0.216 7k + 41.407 4;

文献[21]模型:

x̂(1)(k + 1) = 42.836 6e−0.217 2k − 15.436 6;

文献[22]模型:

x̂(1)(k + 1) = 44.419 9e−0.197 7k − 17.019 9;

本文模型:

x̂(1)(k) =

17.733 3e−0.208(k−5) − 0.246 2k − 14.468 3 + 1.834.

表 2 本文模型与GM(1,1)模型、文献 [21]模型、
文献 [22]模型模拟精度比较

模型 原始数据 8 6.5 5.2 4.5 3.2

GM(1,1)
模拟值 8 6.508 6 5.240 4 4.219 4 3.397 3

相对误差/% 0 0.13 0.78 6.24 6.17
平均相对误差/% 2.73

文献 [21]
模拟值 8.020 1 6.518 5 5.298 4.306 2 3.257 2

相对误差/% 0.23 0.28 1.8 4.3 1.78
平均相对误差/% 1.67

文献 [22]
模拟值 7.969 7 6.539 8 5.366 5 4.403 6 3.120 3

相对误差/% 0. 38 0.61 3.20 2.14 2.49
平均相对误差/% 1.76

本文模型

模拟值 7.901 7 6.463 8 5.295 9 4.347 4 3.217 4
相对误差/% 1.23 0.56 1.84 3.39 0.54
平均相对误差/% 1.51

由表2分析可知:通过比较4种模型的模拟效果
可以发现,本文模型的平均相对误差仅为 1.51%,而
其他3种模型的平均误差分别达到2.73%、1.67%和
1.76%.传统GM(1,1)模型的平均误差最大,表明传统
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的正向累加方法对于能量递减序列的预测存在不合

理的系统偏差,未能充分利用系统信息,所以建模误
差较大;文献 [21]中的原始GOM(1,1)模型虽然克服
了能量递增系统预测能量递减系统的固有偏差,对于
低速递减序列具有改善的拟合效果,但是未能解决背
景值对模型精度的影响,因此建模平均误差为1.67%;
文献 [22]的优化模型通过对背景值优化,改善了模型
精度,但是对于本文实例中具有非齐次噪声扰动序列
建模效果相对较差,表明该背景值优化方法对于扩
展递减序列的预测范围存在一定的缺陷;而本文构
建的近似非齐次指数序列的NGOM(1,1)模型通过对
背景值和初始条件的组合优化,进一步提高了建模精
度,使得拟合误差达到最低 1.51%,表明在具有一定
的噪声扰动下,本文模型对于齐次和非齐次序列具有
较好的精度,证明了本文模型的实用性和优越性.另
外,从拟合序列相似程度角度做检验,对比拟合序列
与原始序列的形状相似程度,以此作为可否进行预测
的依据,保证建模得到的拟合序列与原始序列保持趋
势的一致性.采用绝对关联度进行拟合序列和原始
序列形状相似性的判断依据,计算公式如下:

|s0| =
n−1∑
k=2

|x0
0(k)|+

1

2
|x0

0(n)|,

|sj | =
n−1∑
k=2

|x0
j(k)|+

1

2
|x0

j(n)|,

|sj − s0| =
n−1∑
k=2

|x0
j(k)− x0

0(k)|+
1

2
|x0

j(n)− x0
0(n)|,

其中X0
0和X0

j分别为序列X0和Xj的始点零化像,则
关联度计算公式为

γ0j =
1 + |s0|+ |sj |

1 + |s0|+ |sj |+ |sj − s0|
.

计算得到本文模型与原始序列的绝对关联度为

0.986 4,而传统GM(1,1)模型、文献 [21]和文献 [22]模
型得到的拟合序列与原始序列之间的绝对关联度分

别为0.980 4、0.984 4和0.984 1.由此可知,本文模型
相对于其他3种模型对序列特征的描述更为精准,用
于预测的可行性更高.

4 结 论

对于一类具有近似非齐次指数特征的衰减序列,
本文构建了近似非齐次指数序列的NGOM(1,1)模
型,并推导出参数的最小二乘解和时间相应函数表达
式,避免了用能量递增系统去预测能量递减系统所产
生的不合理误差.鉴于背景值和初始条件对于模型
精度有着重要影响,本着充分考虑各个系统序列对背
景值的作用效果,运用方程组思想对背景值进行了优

化处理,实现了背景值参数的优化估计.另外,本文还
改进了以往模型初始条件优化目标函数和模型检验

标准不一致问题,实现了相对误差平方和最小条件下
对模型的初始条件的最优选择.通过背景值和初始
条件的组合优化,模型取得了较好的实例应用效果,
并采用绝对关联度分析得出本文模型对原始序列信

息描述精确,说明了本文模型构建的合理性及有效
性.
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