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不确定广义大系统有限时间鲁棒分散控制

沃松林†, 赵俊杰, 李 博

(江苏理工学院电气信息工程学院，江苏常州 213001)

摘 要: 研究不确定连续广义大系统的有限时间鲁棒分散控制问题,设计系统的有限时间鲁棒分散状态反馈控制
器.首先应用广义Lyapunov函数法,给出不确定广义大系统有限时间鲁棒稳定的充分条件;其次,给出不确定广义
大系统应用分散状态反馈控制器鲁棒镇定的充分条件和有限时间鲁棒分散控制器的设计方法;最后,通过仿真例
子验证所提出方法的有效性.
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Finite-time robust decentralized control for uncertain singular large-scale
systems
WO Song-lin†, ZHAO Jun-jie, LI Bo

(School of Electrical and Information Engineering，Jiangsu University of Technology，Changzhou 213001，China)

Abstract: This paper considers the problem of finite-time robust decentralized control for uncertain continuous-time
singular large-scale systems(UCSLSS). The finite-time robust decentralized state feedback controller is designed. Firstly,
a sufficient condition for finite-time robust stability of UCSLSS is presented via the generalized Lyapunov function
approach. Then, a sufficient condition for finite-time robust decentralized stabilization via state feedback and the design
approach of the finite-time robust decentralized state feedback controller are also presented. Finally, an example is
provided to illustrate the effectiveness of the proposed approach.
Keywords: uncertain singular large-scale systems；finite-time robust stability；decentralized state feedback；finite-time
robust stabilization

0 引 䀰

广义大系统能较好地描述许多复杂系统,如大型
电力系统、化工系统、互联网系统等而备受关注[1],
由于具有维数高、影响因素多和子系统之间信息交

换频繁等原因而一般采用分散控制策略.近年来,广
义大系统分散控制的研究是很多学者研究的热点之

一,在广义大系统的稳定性与分散控制器设计[2-3]、分

散保性能控制器设计[4-5]以及非脆弱分散控制器的

设计[6]等方面取得了一系列有意义的研究成果,这些
成果都是在Lyapunov意义下 (即时间趋于无穷)展开
的,通常情况下渐近稳定能够满足大多数实际工程
的要求.然而在实际工程中,系统本身有时也会存在
Lyapunov渐近稳定性,同时也具有很坏的暂态性能,
甚至对一些系统的暂态性能本身要求较高,例如机
器人操控系统、导弹系统、通信网络系统等系统本

身工作时间有限.因此,在这些工程中人们除了对其
Lyapunov稳定性感兴趣外,更关心系统是否满足一
定的暂态性能要求(即有限时间控制问题).
近年来,随着一些先进控制技术特别是线性矩阵

不等式 (LMI)技术的广泛应用,有限时间控制问题引
起了学者们的广泛关注,正常状态系统的有限时间稳
定、有限时间有界和有限时间控制问题得到了充分

研究,取得了一批好的成果[7-9].最近一些学者也将有
限时间稳定性和控制问题推广到随机系统[10-11]、正

常大系统[12-13]和广义系统[14-18].目前,对广义大系统
的有限时间控制与综合问题才刚刚开始,相关研究成
果报道较少,仍需要引起足够的重视.

本文研究不确定连续广义大系统的有限时间鲁

棒控制问题,系统状态系数矩阵和控制系数矩阵的不
确定性是时不变且模有界的.在应用广义Lyapunov
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函数方法给出不确定广义大系统有限时间鲁棒稳定

条件的基础上,采用分散状态反馈控制策略设计系统
的有限时间鲁棒分散状态反馈控制器,使得闭环广义
大系统正则、脉冲自由且状态有界;同时,给出了分散
控制器的参数化设计方法.作为主要结果的推论,分
别给出了广义大系统有限时间稳定的充分条件和有

限时间分散状态反馈控制器的设计方法.
符号说明:如无特别声明,本文中所有矩阵均为

具有适当维数的实数矩阵;符号I表示适当维数的单

位矩阵;实对称矩阵X和Y ,符号X ⩾ Y (X > Y )

表示矩阵X − Y 为半正定 (正定)矩阵;符号diag(X1,

X2, · · · , XN )表示对角线上是X1, X2, · · · , XN的块

对角矩阵;符号 AT表示矩阵 A的转置矩阵;符号
rankX表示矩阵X的秩;符号 ((M)ij)为 n × n维

分块矩阵 (同文献 [3]);符号

[
X Z

∗ Y

]
表示对称矩阵[

X Z

ZT Y

]
.

1 定义与问题描述

考虑一类由N 个子系统组成的不确定连续广义

大系统
Eiẋi(t) = (Aii +∆Aii)xi(t) + (Bi +∆Bi)ui(t)+

N∑
j=1,j ̸=i

(Aij +∆Aij)xj(t),

xi(0) = xi0, i = 1, 2, · · · , N.

(1)

其中:xi(t) ∈ Rni ,ui(t) ∈ Rmi分别为第 i 个子系统

的状态和控制输入向量,矩阵Ei可能是奇异矩阵且

rankEi = ri ⩽ ni;矩阵Aii,Aij ,Bi均为维数兼容的

常数矩阵;Aij为第j个子系统与第 i个子系统的关联

矩阵;矩阵△Aij和△Bi分别为状态系数矩阵和控制

系数输入矩阵的不确定性,它是时不变的,系统参数
不确定性且有如下的数值界(同文献[3-4]):

|△Aij | ≺ Fij , |△Bi| ≺ Hi, i, j = 1, 2, · · · , N. (2)

令

E = diag(E1, E2, · · · , EN ), A = (Aij),

B = diag(B1, B2, · · · , BN ), △A = (△Aij),

△B = diag(△B1,△B2, · · · ,△BN ),

x(t) = col(x1(t), x2(t), · · · , xN (t)),

u(t) = col(u1(t), u2(t), · · · , uN (t)),

x0 = col(x10, x20, · · · , xN0),

则整个不确定广义大系统(1)可描述为Eẋ(t) = (A+∆A)x(t) + (B +∆B)u(t),

x(0) = x0.
(3)

本文的目的是设计不确定广义大系统(1)的有限
时间鲁棒分散状态反馈控制器

ui(t) = Kix(t), i = 1, 2, · · · , N, (4)

使得系统(1)在分散控制器(4)作用下的闭环系统Eẋ(t) = (AK +△AK)x(t),

x(0) = x0

(5)

是正则、脉冲自由且有限时间鲁棒稳定的.其中AK

= A + BK,△AK = △A + △BK, K = diag(K1,

K2, · · · ,KN ).
为此,首先给出不确定广义大系统 (1) 的有限时

间鲁棒稳定和有限时间鲁棒分散控制器的定义.
定义1 对于给定的正数0 < c1 < c2, 0 < T和

正定矩阵R1, R2, · · · , RN ,如果满足式 (2)的所有不
确定性,不确定广义大系统(1)(Bi+△Bi = 0)是正则

的、脉冲自由且
N∑
i=1

xT
i (0)E

T
i RiEixi(0) < c1 =⇒

N∑
i=1

xT
i (t)E

T
i RiEixi(t) < c2, t ∈ [0, T ], (6)

则不确定广义大系统 (1)(Bi + △Bi = 0)称为关于

(c1, c2, T,R1, R2, · · · , RN )有限时间鲁棒稳定的.
定义2 对于不确定广义大系统 (1),如果存在

分散控制器 (4),使得对满足式 (2)的所有不确定
性,不确定闭环广义大系统 (5)是关于 (c1, c2, T,R1,

R2, · · · , RN )有限时间鲁棒稳定的,则称不确定广义
大系统 (1)是可有限时间鲁棒分散稳定化的,而分散
控制器 (5)称为不确定广义大系统 (1)的一个有限时
间鲁棒分散控制器.

为研究不确定广义大系统的有限时间分散控制

问题,下面先介绍如下假设和准备知识.
假设1 Ei的奇异值分解为

Ei = Ui

[
Σi 0

0 0

]
V T
i . (7)

其中:Σi = diag(σi1, σi2, · · · , σiri), σij > 0, i =

1, 2, · · · , N, j = 1, 2, · · · , ri, Ui = [U1i, U2i], Vi =

[V1i, V2i]为正交矩阵,满足ET
i U2i = 0, V T

2iEi = 0.
引理1 [18] 对于广义系统

Eẋ(t) = Ax(t), x(0) = x0, (8)

如果存在γ ⩾ 0和非奇异矩阵P ,满足

ETP = PTE ⩾ 0, ATP + PTA− γETP < 0, (9)
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则广义系统(8)是正则和脉冲自由的.
引理2 [3] 若n × m阶矩阵△A满足 |△A| ≺ F ,

则Ω(F )⩾(△A)(△A)T, Γ (F )⩾(△A)T(△A).其中

Ω(F ) =

∥FFT∥I, ∥FFT∥I < ndiag(FFT);

ndiag(FFT), else;

Γ (F ) =

∥FTF∥I, ∥FTF∥I < mdiag(FFT);

mdiag(FTF ), else;

∥ · ∥为最大奇异值矩阵范数.

2 主要结果

定理1 对于不确定广义大系统 (1),正数c1, c2,

T和正定矩阵R1, R2, · · · , RN ,如果存在实数ε > 0,

α > 0, λ1 > 0, λ2 > 0, γ ⩾ 0,非奇异矩阵Pi,满足

ET
i Pi = PT

i Ei ⩾ 0, (10)Πi I I

∗ −αI 0

∗ ∗ −F−1
i

 < 0, (11)

λ1E
T
i Pi < ET

i RiEi < λ2E
T
i Pi, (12)

λ2c1e
γT < λ1c2, (13)

则不确定广义大系统 (1)(Bi + △Bi = 0)是关于

(c1, c2, T,R1, R2, · · · , RN )有限时间鲁棒稳定的.其
中

Πi = AT
iiPi + PT

i Aii − γET
i Pi+

Pi

[
ε

N∑
j=1,j ̸=i

(AijA
T
ij +Ω(Fij)) + αΩ(Fii)

]
Pi,

Fi =
2(N − 1)

ε
, i = 1, 2, · · · , N.

证明 记P = diag(P1, P2, · · · , PN ).一方面,P
是非奇异的,且

ETP = PTE ⩾ 0. (14)

由Schur补引理可知:条件(11)等价于

Πi +
1

α
I + Fi < 0. (15)

由引理2和文献[5]的引理2可知

[A+△A]TP + PT[A+△A]− γETP ⩽
N∑
i=1

((AT
iiPi + PT

i Aii − γET
i Pi)ii)+

N∑
i=1

((
εPT

i

[ N∑
j=1,j ̸=i

(AijA
T
ij +△Aij△AT

ij)
]
Pi+

Fi

)
ii

)
+

N∑
i=1

((
αPT

i △Aii△AT
iiPi +

1

α
I
)
ii

)
⩽

N∑
i=1

((
Πi +

1

α
I + Fi

)
ii

)
. (16)

注意到式(15)和(16),条件(11)蕴含有

[A+△A]TP + PT[A+△A]− γETP < 0, (17)

从而由引理1可知:不确定广义大系统 (1)(Bi + △Bi

= 0)是正则、脉冲自由的.
另一方面,条件(12)等价于

1

λ2
ETRE < ETP <

1

λ1
ETRE. (18)

设V (x(t)) = xT(t)ETPx(t) ⩾ 0,则由式(17)有
dV (x(t)

dt

∣∣∣
(1)

=

xT(t)[(A+△A)TP + PT(A+△A)]x(t) <

γV (x(t)). (19)

应用式(19),有

V (x(t) < eγtV (x(0)) <

eγTxT(0)ETPx(0), t ∈ [0, T ]. (20)

由式(18)有

V (x(t)) = xT(t)ETPx(t) >
1

λ2
xT(t)ETREx(t).

(21)

由式(20)和(21)并注意到条件(13),当
N∑
i=1

xT
i (0)E

T
i RiEixi(0) < c1

时,有

xT(t)ETREx(t) < λ2V (x(t) <

λ2e
γTxT(0)ETPx(0) <

λ2

λ1
eγTxT(0)ETREx(0) <

λ2

λ1
eγTc1 < c2. (22)

所以在定理 1条件下,不确定广义大系统 (1)(Bi +

∆Bi = 0)是关于 (c1, c2, T,R1, R2, · · · , RN )有限时

间鲁棒稳定的. 2
注1 定理1虽然给出了不确定广义大系统 (1)

(Bi +△Bi = 0)关于(c1, c2, T,R1, R2, · · · , RN )有限

时间鲁棒稳定的充分条件,但条件 (10)是关于Pi 非

线性的约束,故不便于判定应用.
定理2 对于不确定广义大系统 (1),正数c1, c2,

T 和正定矩阵R1, R2, · · · , RN ,如果存在实数 ε >

0, α > 0, λ1 > 0, λ2 > 0, γ ⩾ 0,正定矩阵Ŵi和矩

阵 Ŝi,满足式(13)和Φi Xi Xi

∗ −αI 0

∗ ∗ −F−1
i

 < 0, (23)

λ1(ΣiU
T
1iRiU1iΣi)

−1 < Ŵi <
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λ2(ΣiU
T
1iRiU1iΣi)

−1, (24)

则不确定广义大系统 (1)(Bi + △Bi = 0)是关于(c1,

c2, T,R1, R2, · · · , RN )有限时间鲁棒稳定的.其中

Φi = XiA
T
ii +AiiX

T
i − γXiE

T
i + αΩ(Fii)+

ε

N∑
j=1,j ̸=i

(AijA
T
ij +Ω(Fij)),

Xi = EiV1iŴiV
T
1i + ŜiV

T
2i ,

Fi =
2(N − 1)

ε
, i = 1, 2, · · · , N. (25)

证明 在定理 2条件下,由式 (23)成立可知Φi

< 0,从而Xi非奇异.由于 Ŵi > 0,由文献 [19]中
引理 1可知:存在正定矩阵Wi > 0和矩阵Si,使得
U1iWiU

T
1iEi + U2iSi是非奇异的,满足

(U1iWiU
T
1iEi + U2iSi)

−1 = EiV1iŴiV
T
1i + ŜiV

T
2i ,

其中Ŵi = Σ−1
i W−1

i Σ−1
i .

令Pi = U1iWiU
T
1iEi + U2iSi,则Pi = X−T

i .
一方面,对式 (23)分别左乘 diag(PT

i , I, I),右乘
diag(Pi, I, I),则式(23)等价于(11).

另一方面,因为

ET
i Pi = PT

i Ei = ET
i U1iWiU

T
1iEi =

ET
i U1iΣ

−1
i Ŵ−1

i Σ−1
i UT

1iEi ⩾ 0, (26)

所以由式(24)和(26)可知
1

λ2
ET

i RiEi < ET
i Pi <

1

λ1
ET

i RiEi. (27)

进一步有式 (12)成立,从而由定理1可知:在定理2条
件下,不确定广义大系统 (1)(Bi + △Bi = 0)是关于

(c1, c2, T,R1, R2, · · · , RN )有限时间鲁棒稳定的. 2
注2 定理2给出了不确定广义大系统 (1)(Bi +

△Bi = 0)是关于 (c1, c2, T,R1, R2, · · · , RN )有限时

间鲁棒稳定的充分条件,对于给定的系数γ,条件是关
于ε, α, λ1, λ2, Ŵi和 Ŝi的LMI条件,因此便于应用.

注意到定理1和定理2的证明,直接可以得到广
义大系统有限时间稳定的条件.
推论1 对于广义大系统

Eiẋi(t) = Aiixi(t) +

N∑
j=1,j ̸=i

Aijxj(t) +Biui(t),

xi(0) = xi0, i = 1, 2, · · · , N,

(28)

正数 c1, c2, T和正定矩阵R1, R2, · · · , RN ,如果存在
实数ε > 0, λ1 > 0, λ2 > 0, γ ⩾ 0,正定矩阵Ŵi和

矩阵 Ŝi满足式(13)、(24)和Φi Xi

∗ − 1

N − 1
I

 < 0, (29)

则广义大系统 (28)(Bi = 0)是关于 (c1, c2, T,R1, R2,

· · · , RN )有限时间稳定的.其中

Φi = XiA
T
ii +AiiX

T
i − γXiE

T
i + ε

N∑
j=1,j ̸=i

AijA
T
ij ,

Xi = EiV1iŴiV
T
1i + ŜiV

T
2i , i = 1, 2, · · · , N.

定理3 对于不确定广义大系统 (1),正数c1, c2,

T 和正定矩阵R1, R2, · · · , RN ,如果存在实数 ε >

0, α > 0, β > 0, λ1 > 0, λ2 > 0, γ ⩾ 0,正定矩阵
Ŵi和矩阵 Ŝi, Zi满足式(13)、(24)和

Ψi Xi Xi ZiΓ
1
2 (Hi)

∗ −F−1
i 0 0

∗ ∗ −αI 0

∗ ∗ ∗ −βI

 < 0, (30)

则不确定广义大系统 (1)关于 (c1, c2, T,R1, R2, · · · ,
RN )有限时间分散稳定化,此时分散控制律可取为

Ki = ZT
i (EiV1iŴiV

T
1i + ŜiV

T
2i )

−T, i = 1, 2, · · · , N.

其中

Ψi = XiA
T
ii +AiiX

T
i + ZiB

T
i +BiZ

T
i − γXiE

T
i +

βI + ε

N∑
j=1,j ̸=i

(AijA
T
ij +Ω(Fij)) + αΩ(Fii),

Xi = EiV1iŴiV
T
1i + ŜiV

T
2i ,

Fi =
2(N − 1)

ϵ
, i = 1, 2, · · · , N.

证明 在定理 3条件下,不失一般性,可以假设
Xi非奇异,否则由于Ŵi > 0,可以取充分小的θ > 0,
使得Xi = EiV1i(Ŵi + θI)V T

1i + ŜiV
T
2i非奇异且满

足式 (24)和 (30).类似于定理2的证明,存在正定矩阵
Wi > 0和矩阵Si,使得Pi = X−T

i = U1iWiU
T
1iEi +

U2iSi.
显然有

ET
i P

i = PT
i Ei ⩾ 0. (31)

由Schur补引理可知:条件(30)等价于

Υi
.
= Ψi +XiFiX

T
i +

1

α
XiX

i
i +

1

β
ZiΓ (Hi)Z

T
i < 0.

(32)

令Zi = XiK
T
i ,类似于式(16)的推导,可以得到

[AK +△AK ]TP + PT[AK +△AK ]− γETP ⩽
N∑
i=1

((PT
i ΥiPi)ii). (33)

注意到式(31)和(33),条件(30)蕴含有

[AK +△AK ]TP + PT[AK +△AK ]− γETP < 0,

(34)

从而由引理 1可知:闭环不确定广义大系统 (6)是正
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则、脉冲自由的.类似于定理 1和定理 2的证明,容
易得到:在定理3条件下,不确定广义大系统 (1)可关
于 (c1, c2, T,R1, R2, · · · , RN )有限时间分散稳定化,
此时分散控制律可以取为Ki = ZT

i (EiV1iŴiV
T
1i +

ŜiV
T
2i )

−T. 2
推论2 对于广义大系统 (28),有正数c1, c2, T和

正定矩阵R1, R2, · · · , RN ,如果存在实数ε > 0, λ1 >

0, λ2 > 0, γ ⩾ 0,正定矩阵Ŵi和矩阵 Ŝi, Zi,满足式
(13)、(24)和 Ψ i Xi

∗ − 1

N − 1
I

 < 0, (35)

则广义大系统 (28)是关于 (c1, c2, T,R1, R2, · · · , RN )

有限时间分散稳定化,此时分散控制律可以取为

Ki = ZT
i (EiV1iŴiV

T
1i + ŜiV

T
2i )

−T, i = 1, 2, · · · , N.

其中

Ψ i = XiA
T
ii +AiiX

T
i + ZiB

T
i +BiZ

T
i −

γXiE
T
i + ε

N∑
j=1,j ̸=i

AijA
T
ij ,

Xi = EiV1iŴiV
T
1i + ŜiV

T
2i , i = 1, 2, · · · , N.

注 3 定理 3和推论 2分别给出了连续不确定
广义大系统和广义大系统有限时间分散镇定的充

分条件.对于给定的c1, c2, T和γ,式 (13)、(24)和 (30)
是关于 ε, α, β, λ1, λ2, Ŵi, Ŝi和Zi的LMIs,可以应用
Matlab软件的LMI工具箱求解.

3 仿真示例

考虑如下系数的不确定广义大系统:

E1 =

[
1 0

0 0

]
, F12 =

[
0.01 0.02 0.01

0.01 0.01 0.01

]
,

A11 =

[
1 −0.5

−1 1

]
, F11 =

[
0.02 0.01

0.01 0.02

]
,

A12 =

[
0.1 −0.2 0.1

−0.2 0.1 −0.1

]
, B1 =

[
1

1

]
,

E2 =


1 1 0

1 −1 1

2 0 1

 , A21 =


0.05 −0.1

0.2 0.1

0.1 −0.1

 ,

A22 =


1.5 0.5 1

−1 0 1

0.5 0.5 1

 , B2 =


1 0

0.5 −0.5

1 1

 ,

FT
21 =

[
0.01 0.02 0.01

0.01 0.01 0.01

]
, H1 =

[
0.01

0.01

]
,

F22 =


0.02 0.01 0.01

0.01 0.02 0.01

0.01 0.01 0.02

 , H2 =


0.01 0

0.01 0.02

0.01 0.01

 ,

可以应用如下算法.
Step 1:通过对给定的Ei矩阵进行奇异值分解,

可以求得对应的Σi, Ui = [U1i, U2i], Vi = [V1i, V2i].
Step 2:对给定的 c1, c2, T ,选定稳定指标 γ,利用

Matlab软件的LMI工具箱求解问题(13)、(24)和(30).
Step 3:如果对选定的γ值,问题无解,则减少γ值;

否则,可以增加γ值,重复Step 2求取问题合适的解.
不失一般性,选择c1 = 1, c2 = 4, T = 10, R1 =

I, R2 = I .首先应用奇异值分解,有

U1 = [U11, U21] =

[
1 0

0 1

]
,

V1 = [V11, V21] =

[
0.707 1 −0.707 1

0.707 1 0.707 1

]
,

[U12, U22] =


−0.285 2 0.765 1 −0.577 4

−0.519 9 −0.629 5 −0.577 4

−0.805 2 0.135 2 0.577 4

 ,

[V12, V22] =


−0.873 6 0.265 0 0.408 2

0.084 9 0.908 9 −0.408 2

−0.479 2 −0.322 0 −0.815 6

 ,

Σ1 = 1.414 2, Σ2 =

[
2.765 1 0

0 1.534 4

]
.

应用定理3,对应的指标γ = 0.1.此时的有限时
间鲁棒分散状态反馈控制器为

u1(t) = [−1.711 7 − 0.914 1]x1(t),

u2(t) =

[
−5.290 2 4.202 0 −7.595 2

8.919 4 −12.120 9 14.522 0

]
x2(t).

4 结 论

本文研究了连续不确定广义大系统的有限时间

控制问题,基于广义Lyapunov函数方法得到了广义
大系统有限时间鲁棒稳定的条件;提出了不确定广
义大系统鲁棒分散状态反馈镇定的条件和分散状态

反馈鲁棒控制器的设计方法;作为推论,给出了广义
大系统有限时间稳定的条件和有限时间分散状态反

馈控制器设计方法.
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