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执行器饱和受限不确定系统的次序优化多步预测控制
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摘 要: 设计一种次序优化机制,提出一类饱和受限不确定系统的次序优化多步预测控制方法.将系统的输入分
解成多个子集合,在各采样周期仅对其中一个集合的输入进行优化,待优化的输入保持上一优化值.针对每个输
入集合,确定闭环系统的不变集条件,将次序优化预测控制器设计问题转化成“最小-最大”优化问题,通过求解一
组线性矩阵不等式问题得到控制器.仿真算例表明,采用次序优化预测控制方法可以减少控制器的设计时间.
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Multi-step predictive control for input-saturated uncertain systems based
on sequential optimization scheme
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Abstract: This paper presents a multi-step predictive control algorithm for input saturated systems by designing a
sequential optimization scheme. The control inputs are divided into several subsets, and only one subset of inputs are
optimized at each time instant. The inputs that are not optimized at the current instant remains the latest optimized one.
For each input set, a set invariance condition is identified, and the multi-step predictive controller design problem is
transformed into a“min-max”optimization problem. The multi-step predictive controller is obtained by solving linear
matrix inequalities(LMIs). The simulation results show that the proposed multi-step predictive control algorithm has the
advantage in reducing the computation time in controller design.
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0 引 言

预测控制由于能够有效处理多变量、约束系统,
已成为工业过程首要考虑的算法.预测控制已经成
功应用于化工过程、电力系统和灌溉系统等领域[1].
在每个采样时刻,传统的预测控制基于预测的状态
和输入优化一个性能指标,求解将来若干步的控制输
入,并将当前时刻的输入施加到系统中.每个时刻,传
统的预测控制同时优化所有的控制输入,而仅将序列
中的第1个控制输入施加到系统,预测控制的滚动优
化是为克服系统运行过程中的突发扰动或模型变化

所带来的影响,每个时刻都需要滚动优化重新计算控

制输入.由于预测控制要求在线计算,在应用于复杂
过程系统时控制器优化时间变得非常关键,可能存在
优化时间大于采样周期的情况,控制器便无法及时计
算系统输入,导致预测控制难以适用[2].
复杂系统环境下,模型不确定与执行器饱和受

限是不可避免的两个突出问题.近年来,对线性参数
变化 (LPV)系统的预测控制策略研究有了很大的进
展[3],由于需要在线求解线性矩阵不等式来得到状态
反馈控制律[4],减少求解LMIs优化问题的优化变量
和不等式个数对降低优化时间具有重要的意义.同
时,实际物理过程中,由于执行器饱和的存在,会导致
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系统的闭环性能变得很差,甚至不稳定.通常采取设
计低增益控制器和估计吸引域两种方法处理饱和受

限问题[5].后者由于保守性低而得到广泛的采用[6].
为了处理计算复杂性问题,学者提出了分散式预

测控制,即不直接考虑子系统之间的耦合关系,对每
个子系统设计鲁棒分散式预测算法[7-8].由于在控制
器设计过程中不需要迭代计算,其计算时间较短.而
对于强耦合系统,由于未充分考虑耦合关系,导致分
散预测并不能获得较好的控制效果[9].分布式预测
控制则考虑了系统的耦合关系[10-11],将集中系统分
解成多个子系统,针对每个子系统独立地设计控制
器,并设计迭代算法使控制器协调一致.而分布式迭
代算法要求每个时刻对控制输入进行一次或多次协

调,随着迭代次数的增加,其计算时间仍然可能会较
长[12].与传统预测控制优化机制一样,分布式预测控
制也在每个时刻对所有的子系统的控制输入进行更

新,使控制器设计的在线计算时间仍然较长[13].
实际应用过程中,控制系统的工况通常不会发生

剧烈的变化.通过更新所有的控制输入去适应突发
工况的变化,控制器的优化时间代价比较大.因此本
文研究一种次序更新分布式模型预测控制算法,即对
部分集合的控制输入进行次序更新设计,仅通过部分
系统输入的实时更新来适应工况变化,从而降低控制
器设计过程中的计算时间,提高预测控制算法在实际
应用中的可行性.本文针对执行器饱和受限不确定
系统,提出了次序优化更新机制,研究了基于次序优
化的预测控制器设计方法.

1 问题描述

考虑如下执行器饱和受限不确定系统:

x(k + 1) =A(λ)x(k) +B(λ)σ(u(k)),

[A(λ), B(λ)] ∈ Ω. (1)

其中:系统矩阵A(λ), B(λ)依赖于参数λ的变化;x ∈
Rn表示系统状态;u ∈ Rm 表示系统的输入: Ω ∈
Co{[A(1), B(1)], [A(2), B(2)], · · · , [A(L), B(L)]}表示一
个凸包集合,存在λ1, λ2, · · · , λL满足

[A(λ), B(λ)] =

L∑
l=1

λl[A
(l), B(l)],

L∑
l=1

λl = 1. (2)

系统的执行器受到饱和限制,σ(·) : Rm → Rm

表示标准的饱和函数. σ(·)有如下定义:

σ(u(k)) =

[σ(u1(k)), σ(u2(k)), · · · , σ(um(k))]T, (3)

其中σ(ui(k)) = sign(ui(k))min{1, |ui(k)|}.

给出如下两个引理,可将执行器饱和受限问题转
换成凸包来表示.
引理 1 [3] 对于给定的状态反馈控制律F ,令

φ(F ) = {x ∈ Rn : |fT
i x| ⩽ 1, i = 1, 2, · · · ,m},其

中fT
i 是矩阵F的第 i行.对于P ∈ Rn×n,P > 0和

γ > 0,椭圆集Ω(P, γ) = {x ∈ Rn : xTPx ⩽ γ}包含
在集合φ(F )中,当且仅当条件fT

i (P/γ)−1fi ⩽ 1(i =

1, 2, · · · ,m)是满足的.
给定Ξ是一组m×m的对角矩阵集合,其中对角

线上的元素非0即1,则Ξ中有2m个元素. Ξ中的各
元素表示为Ej , j ∈ 1, 2, · · · , 2m.令E−

j = I − Ej ,
如果Ej ∈ Ξ ,则E−

j 也是Ej中的元素.
引理 2 [5] 给定任意矩阵F,H ∈ Rm×n.假

设对于 i = 1, 2, · · · ,m,有hT
i ⩽ 1,则有σ(Fx) ∈

Co{EjFx + E−
j Hx : j = 1, 2, · · · , 2m},其中hT

i 是

矩阵H的第 i行.由此,执行器饱和约束条件σ(Fx)

可表述为σ(Fx) =
2m∑
j=1

ηj(EjFx+ E−
j Hx).

在传统的预测控制中,通常设计反馈控制律Fk,
求解如下“最小-最大”优化问题:

min
Fk

max
[A(λ),B(λ)]∈Ω

Jk;

s.t.式(1) ∼ (3). (4)

其中: Jk =

∞∑
l=0

(∥xk+l|k∥2Q+∥uk+l|k∥2R);Q > 0,R > 0

分别为状态和输入的权重矩阵.
问题(4)通常被转化成如下LMIs优化问题[6]:

min
γk,Wk>0,Yk,Zk

γk.

s.t.

−1 ∗

xk|k −Wk

 ⩽ 0;

−1 ∗

zk,v −Wk

 ⩽ 0, v = 1, 2, · · · ,m;


Wk ∗ ∗ ∗

A(l) +B(l)(EjYk + E−
j Zk) Wk ∗ ∗

Q1/2Wk 0 γkI ∗

R1/2(EjYk + E−
j Zk) 0 0 γkI

 ⩾ 0,

l = 1, 2, · · · , L, j = 1, 2, · · · , 2m. (5)

在传统的预测控制算法中,由于每个采样时刻都
要优化式 (5)得到所有输入Fk = YkW

−1
k ,当应用于

较快采样周期的复杂系统时,控制器设计时间会变得
很长.事实上,系统运行环境发生剧烈变化的情况较
少,并不需要每个采样周期都优化所有的输入.
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2 主要结果

针对上述问题,本文提出次序优化多步预测控
制算法.将系统的输入 u(k)分成M 个输入子集合

{u1,k, u2,k, · · · , um,k},每个采样周期仅对其中一个
输入子集ui,k ∈ Rmi(i = 1, 2, · · · ,M)进行优化更

新.非当前优化的输入保持上一优化值.因此,每个
输入子集合在M = m/mi个采样周期内仅优化更新

一次.
综上,系统的输入可重新表示为u(k) = [uT

1 (k),

uT
2 (k), · · · , uT

M (k)]T,其中ui(k)=[uT
(i−1)mi+1(k), · · · ,

uT
imi

(k)]T.在各采样周期,只有ui,k被优化, i通过下
式决定:

i = (k mod M) + 1. (6)

为采用次序优化策略,对模型(1)进行改写,得到

xk+1 =

A(λ)xk +Bi(λ)σ(ui,k) +

M∑
j=1,j ̸=i

Bj(λ)σ(uj,k). (7)

根据凸包的性质,对于式(7)有

[A(λ), Bi(λ), Bj(k)] =
L∑

l=1

λl[A
(l), B

(l)
i , B

(l)
j ]. (8)

为设计次序优化多步预测控制算法,需要设计如
下状态反馈控制律:

ui,k+l|k = Fi,kxk+l|k, i = 1, 2, · · · ,M, (9)

保证式 (7)的闭环系统是鲁棒稳定的.考虑多胞不确
定性,每个系统输入集合对应的反馈控制律Fi,k可通

过求解如下“最小-最大”优化问题:

min
Fi,k

max
[A(λ),Bi(λ),Bj(k)]∈Ω

Ji,k. (10)

其中: Ji,k =
∞∑
l=0

(∥xi,k+l|k∥2Q + ∥ui,k+l|k∥2Ri
+

∥uj,k+l|tj∥2Rj
);Q > 0,Ri > 0,Rj > 0为对称权重

矩阵. tj表示上一优化时刻,可通过下式得到:

tj =

 k + j − i, i > j;

k + j −M − i, j < i.
(11)

将控制律(9)代入模型(7),得到

xk+l+1 =A(λ)xk+l|k +Bi(λ)σ(Fi,kxk+l|k)+

M∑
j=1,j ̸=i

Bj(λ)σ(Fj,tjxk+l|k), (12)

其中
M∑

j=1,j ̸=i

Bj(λ)σ(Fj,tjxk+l|k)为不在当前时刻优

化输入对系统的影响.令F i,tjxk+l|k =σ(Fi,tjxk+l|k),

得到系统的闭环描述

xk+l+1|k = [A(λ) +Bi(λ)(Ei,jFi,k + E−
i,j)]xk+l|k,

(13)

其中A(λ) = A(λ) +

M∑
j=1,j ̸=i

Bj(λ)Fj,tj .

为给出闭环系统的稳定性条件,选择二次函数
Vi,k+l|k = xT

k+l|kPi,kxk+l|k,Pi,k > 0,同时有

∆Vi,k+l|k = Vi,k+l+1|k − Vi,k+l|k. (14)

下面给出闭环系统(13)的不变集条件.
引理 3 假设给定状态反馈控制律Fi,k(xk =

xk|k)表示子系统在 k时刻的测量状态,则椭圆集
Ω(Pi,k, Υi,k)是闭环系统 (13)的不变集,如果存在矩
阵Hi,k ∈ Rmi×n满足如下条件:

[Ãi,l,k +B
(l)
i Υi,k]

TPi,k[Ãi,l,k +B
(l)
i Υi,k]− Pi,k+

Q+
M∑

j=1,j ̸=i

F
T
j,tj

RjFj,tj + ΥT
i,kRiΥi,k ⩽ 0, (15)

和Ω(Pi,k, γi,k) ⊂ φ(Hi,k).其中 i = 1, 2, · · · , L, j =

1, 2, · · · , 2mi , Ãi,l,k = A(l) +

M∑
j=1,j ̸=i

B
(l)
j F i,k,Υi,k =

Ei,jFi,k + E−
i,jHi,k.

证明 将闭环系统(13)代入(14),得到

∆Vi,k+l|k = xT
k+l|k(Ψ

T
i,kPi,kΨi,k − Pi,k)xk+l|k, (16)

其中Ψi,k = A(λ) +

M∑
j=1,j ̸=i

Bj(λ)F i,k +Bi(λ)Υi,k.

引入如下鲁棒稳定性条件:

∆Vi,k+l|k ⩽

− xT
k+l|kQxk+l|k − uT

i,k+l|kRiui,k+l|k−
M∑

j=1,j ̸=i

uT
j,tj

Rjuj,tj . (17)

式 (17)从 l = 0到 l = ∞累加,得到 Ji,k ⩽
Vi,k.定义二次函数的上界Vi,k ⩽ γi,k,因此有Ji,k ⩽
γi,k.如果式 (17)成立,则不变集Ω(Pi,k, γi,k)成为闭

环系统(13)的不变集.同时,式(17)可写成

∆Vi,k+l|k ⩽ −xT
k+l|k(Q+ ΥT

i,kRiΥi,k)xk+l|k, (18)

其中Q = Q+
M∑

j=1,j ̸=i

F
T
j,tj

RjF j,tj .

将式(16)代入(18)可得

xT
k+l|k

{
ΨT
i,kPi,kΨi,k − Pi,k + ΥT

i,kRiΥi,k+

Q+
M∑

j=1,j ̸=i

F
T
j,tj

RjF j,tj

}
xk+l|k ⩽ 0. (19)

如果条件 (15)满足,鲁棒稳定性条件 (19)成立,
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则Ω(Pi,k, γi,k)是系统(13)的不变集. 2
基于引理3,可以得到如下次序优化多步预测控

制求解问题:

min
γi,k,Pi,k>0,Fi,k,Hi,k

γi,k.

s.t. xT
k|kPi,kxk|k ⩽ γi,k;

|hT
i,k,vxx|k| ⩽ 1, v = 1, 2, · · · ,mi;

式(15), j = 1, 2, · · · , 2mi . (20)

由于问题 (20)是无穷时域优化问题,并不能直接
进行求解,下面将该问题转换成LMIs问题求解.令
Wi,k = γi,kP

−1
i,k ,Yi,k = Fi,kWi,k,Zi,k = Hi,kWi,k,

采用Schur补引理,xT
k|kPi,kxk|k ⩽ γi,k可改写为[

γi,k ∗
xk|k P−1

i,k

]
⩾ 0 (21)

成立,如果满足条件[
1 ∗

xk|k Wi,k

]
⩾ 0, (22)

则条件(21)成立.对于条件 |hT
i,k,vxx|k| ⩽ 1,有

hT
k,v

(Pi,k

γi,k

)−1

hk,v ⩽ 1, v = 1, 2, · · · ,mi. (23)

利用Schur补引理,可将条件(23)转换成[
1 ∗

zi,k,v Wi,k

]
⩾ 0, v = 1, 2, · · · ,mi, (24)

其中zi,k,v = Wi,khi,k,v.对条件 (15)分别左乘和右乘
P−1
i,k 得到

P−1
i,k Φ

T
i,kPi,kΦi,kP

−1
i,k + P−1

i,k QP−1
i,k −

P−1
i,k + P−1

i,k Υ
T
i,kRiΥi,kP

−1
i,k ⩽ 0, (25)

其中Φi,k = Ãi,l,k +B
(l)
i Υi,k.将式(25)乘以γi,k,有

Wi,kΦ
T
i,kW

−1
i,k Φi,kWi,k +Wi,kQWi,k−

Wi,k + γ−1
i,kWi,kΥ

T
i,kRiΥi,kWi,k ⩽ 0. (26)

条件(26)可通过Schur补引理写成LMIs形式为
Wi,k ∗ ∗ ∗

(Ãi,k +B
(l)
i Υi,k)Wi,k Wi,k ∗ ∗

Q
1/2

i,k Wi,k 0 γi,kI ∗
R

1/2
i Υi,kWi,k 0 0 γi,kI

 ⩾ 0,

l = 1, 2, · · · , L, j = 1, 2, · · · , 2mi . (27)

考虑到Yi,k = Fi,kWi,k,Zi,k = Hi,kWi,k,条件 (27)是
满足的,如果如下条件成立:

Wi,k ∗ ∗ ∗
Ãi,kWi,k +B

(l)
i Υ i,k Wi,k ∗ ∗

Q
1/2

i,k Wi,k 0 γi,kI ∗
R

1/2
i Υ i,k 0 0 γi,kI

 ⩾ 0,

l = 1, 2, · · · , L, j = 1, 2, · · · , 2mi , (28)

则次序优化多步预测控制设计中,状态反馈Fi,k可

通过Fi,k = Yi,kW
−1
i,k 得到,其中Υ i,k = Ei,jYi,k +

E−
i,jZi,k. Yi,k和Wi,k是如下LMIs优化问题的解:

min
γi,k,Wi,k>0,Yi,k,Zi,k

γi,k;

s.t.式(22), (24), (28). (29)

基于优化问题 (29),可以给出如下次序优化多步
预测控制器的求解过程.
算法1 在各采样周期,给定系统权重矩阵Q >

0,R1 > 0, · · · , RM > 0,通过如下步骤求解控制器.
Step 1:在初始时刻k,通过求解传统的预测控制

得到所有的反馈控制律Fξ,k, ξ = 1, 2, · · · ,M ,并将第
1个输入uξ,k|k = Fξ,kxk|k施加到对象中.

Step 2:令k = k + 1,计算式 (6)决定第 i个待优

化集合;计算式 (11)得到 tj ,以确定其他输入应保持
的值.

Step 3:求解优化问题 (29),得到状态反馈控制律
Fi,k.

Step 4:将系统输入ui,k(ui,k=Fi,kxk),uj,k(uj,k =

Fj,tjxk), j = 1, 2, · · · ,M, j ̸= i,施加到系统.
Step 5:在下一个采样周期,回到Step 2.
注1 在算法1中,每个采样周期只需要优化求

解部分集合的系统输入,也就是说在优化问题 (29)
中,无论是待优化变量的维数还是LMIs条件的个数
都得到减少,相应地降低了控制器求解的复杂性.
关于闭环系统的稳定性,给出如下定理.
定理1 考虑系统的饱和受限和模型不确定性,

通过算法1求得的状态反馈控制律Fi,k = Yi,kW
−1
i,k

能够鲁棒稳定不确定系统(1).
证明 对于饱和受限不确定系统 (1),假设在初

始时刻存在可行解,Pi,k和 Pi+1,k+1分别是优化问

题 (29)在 k和 k + 1时刻的最优解.对于 k + 1时

刻,Pi+1,k+1是最优的,而Pi,k只是一个可行解,有

xT
k+1|k+1Pi+1,k+1xk+1|k+1 ⩽

xT
k+1|k+1Pi,kxk+1|k+1. (30)

同时,对于 [A(λ), Bi(λ), Bj(λ)] ∈ Ω,总有

xT
k+1|kPi,kxk+1|k − xT

k|kPi,kxk|k < 0, xk|k ̸= 0.

(31)

由于测量状态xk+l是系统状态方程 (7)对应于
模型不确定 [A(λ), Bi(λ), Bj(λ)] ∈ Ω的其中一个解,
有

xT
k+1Pi,kxk+1 − xT

kPi,kxk < 0. (32)
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因此,Vk是一个严格递减的二次函数,也就是说,当
k → ∞时,有xk → 0.由此证明了闭环系统的鲁棒
稳定性. 2
3 仿真算例与实例

本节给出两个例子来说明本文方法的有效性.
首先,给出一个二阶系统分析不变集估计;然后,通过
一个实例分析,说明所提出方法的动态效果.

3.1 仿真算例

考虑二阶蒸馏过程[14],该系统模型为

A(1) = A(2) =

[
0.984 1 0

0 0.984 1

]
,

B(1) =

[
0.045 6 0.044 9

0.056 2 0.056 9

]
,

B(2) =

[
0.054 7 0.053 9

0.067 4 0.068 3

]
.

该系统包含两个输入,仅对其中一个输入进行
优化.系统饱和受限可描述为−1 ⩽ u1(k), u2(k) ⩽
1.分别采用传统预测控制与次序优化预测控制方
法对该系统的吸引域进行估计.考虑仿真条件x0 =

[−1 1]T,Q = I2,R1 = R2 = 10.
图1给出了系统的不变集估计,结果表明所提出

的次序优化预测控制策略可以获得与传统集中控制

基本一致范围的不变集估计,验证了本文方法在稳定
不变集估计上的有效性.
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图 1 不变集估计 (实线为文献 [6]方法,虚线为本文方法)

3.2 仿真实例

本节通过一个实例仿真,分析本文方法的动态
性能.考虑如图2所示的CSTR过程系统[15-16],C1, C2

分别表示一级和二级反应器内反应物的浓度;T1, T2

分别表示一级和二级反应器内反应物的温度;FR表

示反应物循环流速,Ps表示蒸汽压力.选择系统状态
x = [C1 C2 T1]

T,系统输入u = [FR Ps]
T,系统输出

y = [C2 T1].选取离散化周期Ts = 1 s对系统进行离
散化,得到

A(1) =


0.383 2 0.153 2 0

0.229 8 0.370 6 0

7.288 0 1.304 0 0.948 8

 ,

B(1) =


−0.017 0 0

0.028 0 0

−0.127 5 −0.002 6

 ,

A(2) =


0.347 8 0.193 0 0

0.250 6 0.336 0 0

7.534 0 1.919 0 0.972 4

 ,

B(2) =


−0.025 0 0

0.042 0 0

−0.220 35 −0.000 4

 .

CSTR1 CSTR2

F
2

C
2

T
2

F
1

C
1 T

1
F

R

P
S

图 2 CSTR过程系统示意图

控制目标是通过设计控制量FR, Ps使C2, T2达

到设定值.考虑跟踪目标C2 = 1, T2 = 0;选择权重
函数Q = 50I3,R1 = R2 = 1.
图 3给出了系统输出C2和T1的动态跟踪性能,

结果表明次序优化多步预测控制可以取得与传统预

测控制基本一致的控制效果.图4给出了优化更新的
系统输入FR和Ps.就系统的优化时间而言,图5给出
了两种算法的优化时间比较,次序优化更新预测控制
较大地减小了控制律优化时间.实例分析结果表明,
本文提出的次序优化多步预测控制方法可以有效减

少控制律优化的时间,同时保证系统的控制性能.
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图 3 系统输出
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图 4 系统输入
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图 5 单步优化时间

4 结 论

本文针对执行器饱和受限不确定系统,提出了次
序优化策略,将系统的输入分成若干个集合,每个采
样周期仅优化其中一个集合的系统输入.给出了闭
环系统的不变集估计,提出了基于次序优化多步预测
控制器设计方法,从而确保闭环系统的稳定性和跟
踪性能,为一般执行器饱和受限不确定系统的控制提
供了新的思路,并有效拓宽了预测控制的应用范围.
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