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全状态约束的时滞系统神经网络输出反馈控制
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摘 要: 针对一类严格反馈形式的单输入单输出时滞系统,研究在全状态约束下的输出反馈控制.首先,设计状
态观测器估计不可测量的状态;其次,利用RBF神经网络逼近未知的非线性函数,利用障碍Lyapunov函数确保全
状态约束及Lyapunov-Krasovskii方法消除时滞对系统的影响;最后,设计输出反馈控制器,并且有更少的更新参数
减少了计算负荷.所设计的控制器可以保证闭环系统中所有信号半全局一致最终有界,信号误差收敛到小的领域
内.仿真例子进一步验证了所提出方法的有效性.
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Neural output-feedback control for time-delay systems with full-state
constraints
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Abstract: This paper deals with the problem concerned with tracking control for a class of single input and single
output(SISO) strict-feedback nonlinear time-delay systems with full-state constraints. Firstly, the state observer is
designed for estimating the unmeasured states. Then, by employing the Radial basis function neural networks(RBF NNs),
the unknown functions are approximated. Meanwhile, a barrier Lyapunov function is utilized to ensure that the output
parameters are restricted and the effects of unknown time-delays are eliminated by choosing appropriate Lyapunov–
Krasovskii functions in the design procedure. Finally, an output feedback control scheme is constructed and less learning
parameters are used in barrier Lyapunov function backstepping design, and thus reduce the computational burden. It is
shown that the designed controller can ensure that all the signals in the closed-loop system are semi-globally uniformly
ultimately bounded(SGUUB) and the tracking error converges to a small neighborhood of the origin. An example is
presented to illustrate the effectiveness of the proposed method.
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0 引 䀰

时滞会对系统建模、分析以及控制增加难度,使
控制系统性能下降,甚至导致系统不稳定,因此对时
滞系统的研究变得重要而有意义[1-3].本文针对具有
全状态约束的时滞系统研究自适应神经网络输出反

馈控制.
自适应控制是一个有效的处理不确定系统的工

具,但是线性参数化形式的系统对工业控制过于苛
刻,其中神经网络和模糊逻辑可以逼近未知非线性
系统,因此针对不同系统涌现出了许多具有逼近能力

的自适应backstepping设计方法[4-11].文献 [4]基于动
态面控制技术,提出了自适应神经网络控制;文献 [5]
针对具有非仿射项的非线性系统设计了模糊逻辑的

跟踪控制;文献 [6]利用模糊逻辑的逼近能力提出了
多输入多输出 (MIMO)系统的预设性能控制,该系统
具有未知的控制方向和未知的死区输入.系统的约
束限制在实际系统中不可避免,约束的作用可以避
免系统控制进一步恶化,输入约束是指饱和特性.文
献[7]对一类具有非对称饱和特性的非线性系统设计
了自适应控制器;文献 [8]开展了多输入多输出非线
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性系统在输入约束下的自适应跟踪控制;文献 [9]给
出了水面舰艇在输入约束下的神经网络控制.当状
态不可测量时,文献 [10]提出了模糊逻辑的输出反馈
控制,且被控系统受到饱和输入和未知控制方法的影
响;文献 [11]开展了输入受限的大系统分散自适应神
经网络控制研究.但是,以上这些研究方法都无法解
决状态约束的控制问题.
最近,障碍Lyapunov函数 (BLF)的应用解决了非

线性系统在输出和状态约束下的控制问题.基于
BLF的backstepping设计方法保证了闭环系统的稳定
性和约束条件的满足.文献 [12]给出了输出约束下
的自适应控制器设计,文献 [13]设计了具有部分状态
受限的控制器,文献 [14]研究了一类纯反馈系统在全
状态约束下的神经网络控制,文献 [15]研究的是一类
非严格反馈形式下的全状态约束神经网络控制,文献
[16]解决了具有全状态约束的直流电机控制问题,文
献 [17]给出了具有全状态约束下的机器人神经网络
控制,文献 [18]开展了水面舰艇具有全状态约束的神
经网络跟踪控制.这些工作都是在全状态可知的情
况下设计的全状态反馈控制,因此无法满足系统状态
无法直接测量情况下的控制系统.文献 [17-19]在利
用BLF backstepping设计方法时涉及到神经网络权
值向量的更新,随着神经元的增加会导致计算负荷增
大.本文在设计控制器时避免了过多调节参数的计
算,最终减小了运算负担.
本文针对非线性时滞系统,研究输出反馈控制

问题,该系统包含未测量的系统状态,受到全状态
约束和状态时滞项的影响.利用RBF神经网络逼近
未知的非线性系统函数,通过障碍Lyapunov函数确
保全状态约束和设计合适的Lyapunov-Krasovskii函
数消除时滞的影响.基于自适应 backstepping技术
和输出反馈控制的方法,提出本文的自适应控制策
略. Lyapunov稳定性理论证明整个闭环系统的所有
信号都是有界的.
综上所述,本文研究贡献如下: 1)本文研究神经

网络自适应输出反馈稳定性问题.通过设计状态
估计器来解决无法测量状态的问题.在之前的研究
中[14-15],神经网络的输入都是需要全状态可知或者
是可测量的. 2)本文只包含了单一的自适应更新率,
减少了运算负荷.在本文考虑的系统中包含完全未
知的系统动态、未知状态延迟项和全状态约束.

1 问题᧿述及预༷知䇶

1.1 问题描述

考虑如下的一类严格反馈时滞系统:

ẋi(t) = xi+1(t) + f(x̄i(t)) + hi(x̄i(t− τi)),

ẋn(t) = u(t) + fn(x̄n(t)) + hn(x̄n(t− τn)),

y = x1(t), 1 ⩽ i ⩽ n− 1. (1)

其中: x̄i = [x1, x2, · · · , xi]
T ∈ Ri是状态向量;u ∈ R

是控制器输入; y ∈ R是系统的输出,这里仅有输出
y = x1是可测量的; x̄i(t − τi) = [x1(t − τ1), x2(t −
τ2), · · · , xi(t− τi)]

T ∈ Ri是时滞状态向量; fi(·)是未
知的平滑函数; hi(·)是未知的时滞函数,满足fi(0) =

0, hi(0) = 0.
对于参考轨迹yd,有如下的假设条件:
假设1 参考轨迹yd及其一阶导数是连续且有

界的.存在正的常数∆,使得 |yd| ⩽ ∆, |ẏd| ⩽ ∆.
假设2 [20] 对于1 ⩽ i ⩽ n,函数fi(·)和hi(·)是

未知的,但是存在正的常数pi和ϑi使得|fi(x)− fi(x̂)| ⩽ pi∥x− x̂∥,

|hi(x)− hi(x̂)| ⩽ ϑi∥x− x̂∥.
(2)

注1 在假设2中,选择 x̂ = 0,即可得到 |fi(x)|
⩽ pi∥x∥.这意味着存在单调增长的函数ρi = pis

是 fi(x)的有界函数,其中 s ∈ R.同样的Hi =

ϑis是 hi(x)的有界函数.这种变换将用于下面的
backstepping设计.

1.2 观测器设计

设计如下的观测器:
˙̂xi(t) = x̂i+1(t)− li(x1(t)− x̂1(t)),

i = 1, 2, · · · , n− 1;

˙̂xn(t) = u(t)− ln(x1(t)− x̂1(t)).

(3)

其中: x̂i(t)(i = 1, 2, · · · , n)是状态xi(t)的估计; li是
第i个观测器增益,并保证Al = A− LC是Hurwitz矩
阵.

A =

[
0 In−1

0 0

]
. (4)

这里C = [1, 0, · · · , 0],L = [l1, l2, · · · , ln]T.有Al是

Hurwitz矩阵,对于任意矩阵Q > 0,存在一个矩阵
P > 0满足AT

l P + PAl = −Q.
定义估计误差为ei = xi − x̂i, i = 1, 2, · · · , n.观

测器误差动态可以表达为

ė(t) = Ale(t) + F (x(t)) +H(x(t− τ)). (5)

其中: e(t) = [e1(t), e2(t), · · · , en(t)]T, ej(t) = xj(t)

− x̂j(t)是第j个状态估计误差;F (x(t)) = [f1(x(t)),

f2(x(t)), · · · , fn(x(t))]T,H(x(t − τ)) = [h1(x(t −
τ1)), h2(x(t− τ2)), · · · , hn(x(t− τn))]

T.
定义1 [21] 在区域D内有系统 ẋ = f(x),定义一

个标量V (x)是正定且连续可微的,随着x逼近D的
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边界,V (x) → ∞.即系统 ẋ = f(x),x(0) = D,满足
沿着任何系统轨迹,其状态都是有常值的界,那么称
V (x)是该系统的障碍Lyapunov函数,在系统设计中
用到如下对称的障碍Lyapunov函数:

Vi =
1

2
log

( k2
bi

k2
bi − z2i

)
. (6)

其中: zi = xi −αi−1, i = 1, 2, · · · , n,α0 = yd.通过Vi

的选择会有 |zi| < kbi,意味着zi的界限是kbi.
引理1 [22] 对于任意的正常数kbi ∈ R,对于 zi

∈ R,在区间 |zi| < |kbi|存在如下的不等式:

log k2
bi

k2
bi − z2i

⩽ z2i
k2
bi − z2i

. (7)

证明 对于不等式的右边,有

z2i
k2
bi − z2i

= log(e
z2i

k2
bi

−z2
i ) = log

( ∞∑
n=0

( z2i
k2
bi − z2i

)n

n!

)
.

(8)

基于上面不等式,注意到
z2i

k2
bi − z2i

⩾ 0,有

z2i
k2
bi − z2i

⩾ log
(
1 +

z2i
k2
bi − z2i

)
= log k2

bi

k2
bi − z2i

. (9)

引理1得证. 2
引理2 (Young不等式[23]) 对于∀(x, y) ∈ R2,有

如下不等式成立:

xy ⩽ εp

p
|x|p + 1

qεq
|y|q. (10)

其中: ε > 0, p > 1, q > 1, (p− 1)(q − 1) = 1.

1.3 RBF神经网络

RBF神经网络[24]具有局部逼近能力,在未知非
线性系统控制器设计中是一个有用的工具.对于连
续函数f(x) : Rm → R,在紧集ΩZ ⊂ Rm内,存在
任意值ϵ > 0,有神经网络WTS(Z)使得

sup |f(Z)−WTS(Z)| ⩽ ϵ.

其中:W ∈ Rl是神经网络权值, l > 1是神经网络

个数,Z ∈ Rm是神经网络输入,S(Z) = [s1(Z),

s2(Z), · · · , sl(Z)]是径向基函数,高斯函数形式如下:

si(z) = exp
(−(z − µi)

T(z − µi)

η2i

)
, i = 1, 2, · · · , l,

(11)

µi和ηi分别代表神经元中心和高斯函数的宽度.利
用神经网络逼近连续的函数f(Z),有

f(Z) = W ∗TS(Z) + ϵ(Z). (12)

其中:W ∗是理想的神经网络权值向量, ϵ(Z)是逼近

误差.
对于理想的权重可以表达为

W ∗ := arg min
Ŵ∈Rl

{ sup
Z∈ΩZ

|f(Z)− ŴTS(Z)|}, (13)

这里Ŵ是W ∗的估计值.
事实上,自适应神经网络控制中需要用 l维的估

计值向量Ŵ ∈ Rl去更新理想的未知常值向量W ∗ ∈
Rl.本文是估计W ∗的范数. ∥W ∗∥2是一个未知的常
值,有未知的常值θ∗,满足∥W ∗∥2 = bθ∗,其中 b是相

关的正常数. θ̂作为θ∗的估计值,估计误差 θ̃可以表达

为 θ̃ = θ̂ − θ∗.
注2 理想的权值W ∗ ∈ Rl包含了 l个未知的常

数,导致设计的控制器有过多的调节参数.而在本文
只需要估计一个参数θ∗.文献 [14-15]同样利用了这
种方式.
引理3 [25] 考虑高斯RBF神经网络(12),定义ϱ :=

1

2
min
i ̸=j

∥ξi− ξj∥, q是神经网络输入Z的维数, η是高斯

函数(如式(11))的宽度,可以得出∥S(Z)∥的上界

∥S(Z)∥ ⩽
∞∑
k=0

3q(k + 2)q−1e−2ϱ2k2/η2

:= s∗, (14)

其中s∗是与神经网络输入Z和权值W维数 l无关的

值.

2 自适应神经网络控制

在这部分利用 backstepping技术设计一个自适
应神经网络控制器.这里的递推过程需要n步,用到
如下的坐标变换:

zi = x̂i − αi−1, i = 1, 2, · · · , n,

其中α0 = yd.为了使符号简洁,在设计过程中省略时
间变量t.
虚拟控制函数设计如下:

αi =(k2
bi − z2i )

(
− θ̂ibi

2a2i
ST
i (Zi)Si(Zi)zi

)
− kizi,

i = 1, 2, · · · , n− 1, (15)

其中kbi、bi, ki和ai是正的设计参数.
考虑zi = x̂i − αi−1,有如下的不等式成立:

∥x̂∥ ⩽
n∑

i=1

|x̂i| =
n∑

i=1

|zi + αi−1| ⩽

n∑
i=1

(|zi|+ |αi−1|) ⩽

n∑
i=1

|zi|+ |yd|+
n−1∑
i=1

(
(k2

bi−

z2i )
( θ̂ibi
2a2i

ST
i (Zi)Si(Zi)

)
+ ki

)
|zi| ⩽

n∑
i=1

Ξi(θ̂i)|zi|+∆. (16)
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其中

Ξi(θ̂i) = (k2
bi − z2i )

( θ̂ibi
2a2i

ST
i (Zi)Si(Zi)

)
+ 1 + ki,

i = 1, 2, · · · , n− 1, Ξn(θ̂n) = 1.

选择Lyapunov函数

V = Vp + Vzn, (17)

其中:Vzn在后文给出,Vp选择为

Vp = eTPe+ Vϑ. (18)

给出Vϑ为

Vϑ =

n∑
i=1

exp(−(t− τi))
w t

t−τi
exp(s)∥P∥ϑ2

i e
2
i (s)ds. (19)

对其求导可得

V̇ϑ =

n∑
i=1

exp(τi)∥P∥ϑ2
i e

2
i (t)−

n∑
i=1

∥P∥ϑ2
i e

2
i (t− τi)− Vϑ. (20)

有

V̇p =

eT(PAl +AT
l P )e+

2eTP (F (x)− F (x̂)) + 2eTPF (x̂)+

2eTP (H(xτ )−H(x̂τ )) + 2eTPH(x̂τ ). (21)

这里为了简化表达,简写xτ = x(t−τ), x̂τ = x̂(t−τ).

2eTP (F (x)− F (x̂)) + 2eTPF (x̂) ⩽

2∥e∥∥P∥∥F (x)− F (x̂)∥+ 2∥e∥∥P∥∥F (x̂)∥ ⩽

2p0∥e∥2∥P∥+ 2p0∥e∥∥P∥∥x̂∥ ⩽

3p0∥e∥2∥P∥+ p0∥P∥∥x̂∥2, (22)

其中p0 =

√
n∑

i=1

p2i .又由式(16)可得

p0∥P∥∥x̂∥2 ⩽

p0∥P∥
( n∑

i=1

Ξi(θ̂i)|zi|+∆
)2

⩽

2p0∥P∥
( n∑

i=1

Ξi(θ̂i)|zi|
)2

+ 2p0∥P∥∆2 ⩽

2np0∥P∥
n∑

i=1

Ξ2
i (θ̂i)|z2i |+ 2p0∥P∥∆2. (23)

将上式代入式(22),可得

2eTP (F (x)− F (x̂)) + 2eTPF (x̂) ⩽

3p0∥e∥2∥P∥+ ν0

n∑
i=1

Ξ2
i (θ̂i)z

2
i + 2p0∥P∥∆2, (24)

其中ν0 = 2np0∥P∥.
类似前面的推导过程,有

2eTP (H(xτ )−H(x̂τ )) ⩽

eTPe+ ∥P∥
n∑

i=1

ϑ2
i e

2
i (τi), (25)

2eTPH(x̂τ ) ⩽

c0e
Te+

1

c0
∥P∥2∥H(x̂τ )∥2 ⩽

c0e
Te+

1

c0
∥P∥2∥ϑ0∥2∥x̂τ∥2 ⩽

c0e
Te+

∥P∥2∥ϑ0∥2

c0

( n∑
i=1

Hi(θ̂i(τi))|zi(τi)|+∆
)2

⩽

c0e
Te+

2

c0
∥P∥2∥ϑ0∥2

( n∑
i=1

Hi(θ̂i(τi))zi(τi)

)2

+

2

c0
∥P∥2∥ϑ0∥2∆2 ⩽

c0e
Te+ ϑ

n∑
i=1

H2
i (θ̂i(τi))z

2
i (τi) +

2

c0
∥P∥2∥ϑi∥2∆2.

(26)

其中

ϑ0 =

√√√√ n∑
i=1

ϑi,

ϑ =
2n

c0
∥P∥2∥ϑ0∥2,

Hi(θ̂i(τi)) =

(k2
bi − z2i )

( θ̂ibi
2a2i

ST
i (Zi)Si(Zi)

)
+ 1 + ki,

i = 1, 2, · · · , n− 1, Hn(θ̂n) = 1.

整合式(25)和(26),可得

2eTP (H(xτ )−H(x̂τ )) + 2eTPH(x̂τ ) ⩽

eTPe+ ∥P∥
n∑

i=1

ϑ2
i e

2
i (τi) + c0e

Te+

ϑ

n∑
i=1

H2
i (θ̂i(τi))z

2
i (τi) +

2

c0
∥P∥2∥ϑi∥2∆2. (27)

整合式(24)和(27),可得

V̇p ⩽

−
(
λmin(Q)− 3p0∥P∥ − ∥P∥

n∑
i=1

exp(τi)ϑ2
i−

∥P∥ − c0

)
∥e∥2 + ϑ

n∑
i=1

H2
i (θ̂i(τi))z

2
i (τi)+

N0 + ν0

n∑
i=1

Ξ2
i (θ̂i)z

2
i − Vϑ. (28)



第9期 司文杰等: 全状态约束的时滞系统神经网络输出反馈控制 1541

其中

N0 = 2p0∥P∥∆2 +
2

c0
∥P∥2∥ϑi∥2∆2.

下面基于 backstepping技术和自适应控制方法
设计输出反馈控制器.设计过程包括n步,在第 i(i =

1, 2, · · · , n−1)步,设计虚拟控制αi;第n步,构造控制
器u.在本部分的最后以定理的形式给出本文的主要
工作.
第1步 定义跟踪误差z1 = x̂1 − yd,可得

ż1 = ˙̂x1 − ẏd = x̂2 − l1e1 − ẏd. (29)

选择Lyapunov函数

Vz1 =
1

2
log k2

b1

k2
b1 − z21

+
1

2r1
θ̃21 + VQ1. (30)

其中

VQ1 =

ϑ exp(−(t− τ1))
w t

t−τ1
exp(s)z21(s)H2

1(θ̂1(s))ds.

(31)

可得

V̇Q1 =

ϑ exp(τ1)z21H2
1(θ̂1(t))−

ϑz21(t− τ1)H2
1(θ̂1(t− τ1))− VQ1. (32)

对式(30)求导,并考虑z2 = x̂2 − α1,得

V̇z1 =

z1ż1
k2
b1 − z21

+
1

r1
θ̃1

˙̂
θ1 + V̇Q1 =

z1
k2
b1 − z21

(z2 + α1 − l1e1 − ẏd) +
1

r1
θ̃1

˙̂
θ1 + V̇Q1.

(33)

对于交叉项− z1
k2
b1 − z21

l1e1,满足如下的不等式:

− z1
k2
b1 − z21

l1e1 ⩽ ζ1
2
e21 +

1

2ζ1

( z1
k2
b1 − z21

l1

)2

. (34)

定义未知非线性函数为

F1(Z1) =

1

k2
b1 − z21

(−ẏd) +
z1
2ζ1

( 1

k2
b1 − z21

l1

)2

+

ν0Ξ
2
1 (θ̂1)z1 + ϑ exp(τ1)z1H2

1(θ̂1(t)). (35)

利用RBF神经网络去逼近未知的函数

F1 = W ∗T
1 S1(Z1) + ϵ1(Z1), |ϵ1(Z1)| ⩽ ϵ∗1. (36)

其中:Z1 = [x1, θ̂1, ẏd]
T, ϵ1(Z1)是逼近误差.有如下

不等式成立:

z1F1 =

z1(W
∗T
1 S1(Z1) + ϵ1(Z1)) ⩽

b1
2a21

z21θ
∗
1S

T
1 S1 +

1

2
a21 +

1

2
z21 +

1

2
ϵ∗21 , (37)

其中∥W ∗
1 ∥2 = b1θ

∗
1 .

定义虚拟控制

α1 =

(k2
b1 − z21)

(
− θ̂1b1

2a21
ST
1 (Z1)S1(Z1)z1

)
− k1z1, (38)

其中: kb1、b1、k1和a1是正的设计参数; θ̂1是理想更新
律θ∗1的估计值,而

˙̂
θ1 =

r1b1
2a21

ST
1 (Z1)S1(Z1)z

2
1 − σ1θ̂1, (39)

r1、b1和σ1是设计参数.
由 θ̃1 = θ̂1 − θ∗1 ,有下面不等式成立:

−σ1

r1
θ̃1θ̂1 ⩽ −σ1

r1
θ̃21 +

σ1

r1
θ̃1θ

∗
1 ⩽ −σ1θ̃

2
1

2r1
+

σ1θ
∗2
1

2r1
.

(40)

可得

V̇z1 ⩽
z1

k2
b1−z21

(
z2+(k2

b1−z21)
(
− θ̂1b1

2a21
ST
1 (Z1)S1(Z1)z1

)
−

k1z1

)
+

b1
2a21

z21θ
∗
1S

T
1 S1 +

1

2
a21 +

1

2
z21 +

1

2
ϵ∗21 +

ζ1
2
e21 +

1

r1
θ̃1

(r1b1
2a21

ST
1 (Z1)S1(Z1)z

2
1 − σ1θ̂1

)
−

ϑz21(t− τ1)H2
1(θ̂1(t− τ1))− VQ1 − ν0Ξ

2
1 (θ̂1)z

2
1 ⩽

z1z2
k2
b1 − z21

+
k1z

2
1

k2
b1 − z21

+
1

2
a21 +

1

2
z21 +

1

2
ϵ∗21 +

ζ1
2
e21 −

σ1θ̃
2
1

2r1
+

σ1θ
∗2
1

2r1
− VQ1 − ν0Ξ

2
1 (θ̂1)z

2
1−

ϑz21(t− τ1)H2
1(θ̂1(t− τ1)), (41)

其中z1z2/(k
2
b1 − z21)在下一步会被消除.

第i步(2 ⩽ i ⩽ n − 1) 对zi = x̂i − αi−1求导

可得

żi = x̂i+1 − lie1 − α̇i−1. (42)

其中

α̇i−1 =

i−1∑
j=1

∂αi−1

∂x̂j
(x̂j+1 − lje1)+

i−1∑
j=1

∂αi−1

∂yjd
y
(j+1)
d +

∂αi−1

∂θ̂j

˙̂
θj . (43)

对于交叉项− zi
k2
bi − z2i

i−1∑
j=1

∂αi−1

∂x̂j
liei,满足如下

的不等式:

zi
k2
bi − z2i

(
− lie1 +

i−1∑
j=1

∂αi−1

∂x̂j
(lje1)

)
⩽
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ζie
2
i +

1

2ζi

( zi
k2
bi−z2i

li

)2

+
1

2ζi

( zi
k2
bi−z2i

i−1∑
j=1

∂αi−1

∂x̂j
lj

)2

.

(44)

选择Lyapunov函数

Vzi = Vz,i−1 +
1

2
log k2

bi

k2
bi − z2i

+
1

2ri
θ̃2i + VQi. (45)

其中

VQi =

ϑ exp(−(t− τi))
w t

t−τi
exp(s)z2i (s)H2

i (θ̂i(s))ds.

(46)

可得

V̇Qi =

ϑ exp(τi)z2iH2
i (θ̂i(t))−

ϑz2i (t− τi)H2
i (θ̂i(t− τi))− VQi, (47)

进而可得

V̇zi =

V̇z,i−1 +
ziżi

k2
bi − z2i

+
1

ri
θ̃i
˙̂
θi + V̇Qi =

zi
k2
bi − z2i

(zi+1 + αi − lie1 − α̇i−1) +
1

ri
θ̃i
˙̂
θi + V̇Qi.

(48)

定义未知非线性函数

Fi(Zi) =

zi
2ζi

( 1

k2
bi − z2i

li

)2

+
zi
2ζi

( 1

k2
bi − z2i

i−1∑
j=1

∂αi−1

∂x̂j
lj

)2

+

zi−1

k2
b,i−1 − z2i−1

− 1

k2
b1 − z2i

( i−1∑
j=1

∂αi−1

∂x̂j
(x̂j+1)+

i−1∑
j=1

∂αi−1

∂yjd
y
(j+1)
d +

∂αi−1

∂θ̂j

˙̂
θj

)
+

ν0Ξ
2
i (θ̂i)zi + ϑ exp(τi)ziH2

i (θ̂i(t)). (49)

利用RBF神经网络去逼近未知的函数
Fi = W ∗T

i Si(Zi) + ϵi(Zi), |ϵi(Zi)| ⩽ ϵ∗i . (50)

其中:Zi = [x1, θ̂1, · · ·, θ̂i, yd, ẏd, · · ·, y(i)d , θ̂1, · · ·, θ̂i]T,
ϵi(Zi)是逼近误差.有如下不等式成立:

ziFi =

zi(W
∗T
i Si(Zi) + ϵi(Zi)) ⩽

bi
2a2i

z2i θ
∗
i S

T
i Si +

1

2
a2i +

1

2
z2i +

1

2
ϵ∗2i , (51)

其中∥W ∗
i ∥2 = biθ

∗
i .

定义虚拟控制

αi = (k2
bi − z2i )

(
− θ̂ibi

2a2i
ST
i (Zi)Si(Zi)zi

)
− kizi.

(52)

其中: kbi、ki和ai是正的设计参数; bi是正的设计参
数,在后面给出定义.
自适应更新率如下:

˙̂
θi =

ribi
2a2i

ST
i (Zi)Si(Zi)z

2
i − σiθ̂i, (53)

其中ri、bi和σi是设计常数.
由 θ̃i = θ̂i − θ∗i ,有下面不等式成立:

−σi

ri
θ̃iθ̂i ⩽ −σi

ri
θ̃2i +

σi

ri
θ̃iθ

∗
i ⩽ −σiθ̃

2
i

2ri
+

σiθ
∗2
i

2ri
,

(54)

可得

V̇zi ⩽

V̇z,i−1 +
zizi+1

k2
b1 − z2i

− zi−1zi
k2
b,i−1 − z2i−1

−

kiz
2
i

k2
b1 − z2i

+ ζie
2
i +

1

2
a2i +

1

2
z2i +

1

2
ϵ∗2i −

σiθ̃
2
i

2ri
+

σiθ
∗2
i

2ri
− VQi − ν0Ξ

2
i (θ̂i)z

2
i−

ϑz2i (t− τi)H2
i (θ̂i(t− τi)). (55)

其中在第i− 1步,有
V̇z,i−1 ⩽

−
i−1∑
j=1

kjz
2
j

k2
bj − z2j

+
zi−1zi

k2
b,i−1 − z2i−1

+

i−1∑
j=1

ζje
2
1 +

i−1∑
j=1

(1
2
a2j +

1

2
z2j +

1

2
ϵ∗2j +

σjθ
∗2
j

2rj

)
−

i−1∑
j=1

σj θ̃
2
j

2rj
−

i−1∑
j=1

VQj+

i−1∑
j=1

(−ϑz2j (t− τj)H2
j (θ̂j(t− τj))− ν0Ξ

2
j (θ̂j)z

2
j ),

(56)

则式(55)可以表达为
V̇zi ⩽

−
i∑

j=1

kjz
2
j

k2
bj − z2j

+
zizi+1

k2
bi − z2i

+

i∑
j=1

ζje
2
1 +

i∑
j=1

(1
2
a2j +

1

2
z2j +

1

2
ϵ∗2j +

σjθ
∗2
j

2rj

)
−

i∑
j=1

σj θ̃
2
j

2rj
−

i∑
j=1

VQj+

i∑
j=1

(−ϑz2j (t− τj)H2
j (θ̂j(t− τj))− ν0Ξ

2
j (θ̂j)z

2
j ).

(57)

第n步 对zn = x̂n − αn−1求导得

żn = u(t)− lne1 − α̇n−1. (58)
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其中

α̇n−1 =

n−1∑
j=1

∂αn−1

∂x̂j
(x̂j+1 − lje1)+

n−1∑
j=1

∂αn−1

∂yjd
y
(j+1)
d +

∂αn−1

∂θ̂j

˙̂
θj . (59)

有如下不等式成立:

zn
k2
bn − z2n

(
− lne1 +

n−1∑
j=1

∂αn−1

∂x̂j
(lje1)

)
⩽

ζne
2
1 +

1

2ζn

( zn
k2
bn − z2n

ln

)2

+

1

2ζn

( zn
k2
bn − z2n

n−1∑
j=1

∂αn−1

∂x̂j
lj

)2

. (60)

选择Lyapunov函数

Vzn = Vz,n−1 +
1

2
log k2

bn

k2
bn − z2n

+
1

2rn
θ̃2n + VQn,

(61)

可得

V̇zn =

V̇z,n−1 +
znżn

k2
bn − z2n

+
1

rn
θ̃n

˙̂
θn + V̇Qn =

zn
k2
bn − z2n

(u− lie1 − α̇n−1) +
1

rn
θ̃n

˙̂
θn + V̇Qn. (62)

定义未知非线性函数

Fn(Zi) =

zn
2ζn

( 1

k2
bn−z2n

ln

)2

+
zn
2ζn

( 1

k2
bn−z2n

n−1∑
j=1

∂αn−1

∂x̂j
lj

)2

+

zn−1

k2
b,n−1 − z2n−1

− 1

k2
bn − z2n

( n−1∑
j=1

∂αn−1

∂x̂j
(x̂j+1)+

n−1∑
j=1

∂αn−1

∂yjd
y
(j+1)
d +

∂αn−1

∂θ̂j

˙̂
θj

)
+

ν0Ξ
2
n(θ̂n)zn + ϑ exp(τn)znH2

n(θ̂n(t)). (63)

利用RBF神经网络去逼近未知的函数

Fn = W ∗T
n Sn(Zn) + ϵn(Zn), |ϵn(Zn)| ⩽ ϵ∗n. (64)

其中:Zn = [x1, θ̂1, · · · , θ̂n, yd, ẏd, · · · , y(n)d , θ̂1, · · · ,
θ̂n]

T, ϵn(Zn)是逼近误差.有如下不等式成立:

znFn =

zn(W
∗T
n Sn(Zn) + ϵn(Zn)) ⩽

bn
2a2n

z2nθ
∗
nS

T
nSn +

1

2
a2n +

1

2
z2n +

1

2
ϵ∗2n , (65)

其中∥W ∗
n∥2 = bnθ

∗
n.

定义控制器

u = (k2
bn − z2n)

(
− θ̂nbn

2a2n
ST
n (Zn)Sn(Zn)zn

)
− knzn.

(66)

其中: kbn、kn和an是正的设计参数; bn是正的设计常
值,下面给出定义.
自适应更新率为

˙̂
θn =

rnbn
2a2n

ST
n (Zn)Sn(Zn)z

2
n − σnθ̂n, (67)

其中rn、bn和σn是设计常数.
由 θ̃n = θ̂n − θ∗n,有下面不等式成立:

−σn

rn
θ̃nθ̂n ⩽ − σn

rn
θ̃2n +

σn

rn
θ̃nθ

∗
n ⩽

− σnθ̃
2
n

2rn
+

σnθ
∗2
n

2rn
. (68)

可得

V̇zn ⩽

−
n∑

i=1

kiz
2
i

k2
bi − z2i

+

n∑
i=1

ζie
2
1 +

n∑
i=1

(1
2
a2i +

1

2
z2i+

1

2
ϵ∗2i +

σiθ
∗2
i

2ri

)
−

n∑
i=1

σiθ̃
2
i

2ri
−

n∑
i=1

VQi+

n∑
i=1

(−ϑz2i (t− τi)H2
i (θ̂i(t− τi))− ν0Ξ

2
i (θ̂i)z

2
i ).

(69)

联立式(28)和(69),可得

V̇ = V̇p + V̇zn ⩽

−
(
λmin(Q)− 3p0∥P∥ − ∥P∥−

∥P∥
n∑

i=1

exp(τi)ϑ2
i − c0 − ζ0

)
∥e∥2+

N0 − Vϑ −
n∑

i=1

kiz
2
i

k2
bi − z2i

+

n∑
i=1

(1
2
a2i+

1

2
z2i +

1

2
ϵ∗2i +

σiθ
∗2
i

2ri

)
−

n∑
i=1

σiθ̃
2
i

2ri
−

n∑
i=1

VQi,

(70)

其中ζ0 = diag
( n∑

i=1

ζi, 0, · · · , 0
)

.定义

Mv = N0 +
n∑

i=1

(1
2
a2i +

1

2
z2i +

1

2
ϵ∗2i +

σiθ
∗2
i

2ri

)
,

(71)

并且存在一个常数β0 > 0,使得

−β0 = −
(
λmin(Q)− 3p0∥P∥ − ∥P∥−

∥P∥
n∑

i=1

exp(τi)ϑ2
i − c0 − ζ0

)
. (72)

由引理(2)可知,在区间 |zi| < kbi内,有
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log k2
bi/(k

2
bi − z2i ) ⩽ z2i /(k

2
bi − z2i ),

因此有

−z2i /(k
2
bi − z2i ) < − log k2

bi/(k
2
bi − z2i ).

进一步,可得

V̇ ⩽ − β0∥e∥2 +Mv − Vϑ −
n∑

i=1

ki log k2
bi

k2
bi − z2i

−

n∑
i=1

σiθ̃
2
i

2ri
−

n∑
i=1

VQi, (73)

可以重写为

V̇ ⩽ −ρ0V +Mv. (74)

其中ρ0 = min
{ 2β0

λmax(Q)
, 2ki, 2, σi

}
, i = 1, 2, · · · , n.

这里需要选择适当的参数保证ρ0 > 0.
定理1 由被控系统 (1)、控制器 (66)、虚拟函数

(38)、(52)和自适应控制率(39)、(53)、(67)构成的闭环
系统,在有界的初始条件和假设条件下,闭环系统的
所有信号有界,且ei、zi和 θ̃i都在紧集范围内,定义如
下:

∥ei∥ ⩽
√

D

∥P∥
, i = 1, 2, · · · , n;

∥zi∥ ⩽
√

k2
bi(e

2D − 1)

e2D
, i = 2, 3, · · · , n;

∥θ̃i∥ ⩽
√

2riD, i = 1, 2, · · · , n. (75)

其中D = V (0) +
Mv

ρ0
.

证明 式(74)两边同乘以eρ0t,可得
d
dt(V eρ0t) ⩽ Mveρ0t, (76)

两边求积分,得

V ⩽
(
V (0)− Mv

ρ0

)
e−ρ0t +

Mv

ρ0
⩽ V (0) +

Mv

ρ0
.

(77)

对于ei,有

eTPe ⩽ D, (78)

可以得到

∥e∥ ⩽
√

D

∥P∥
; (79)

对于z1,有

1

2
log k2

b1

k2
b1 − z21

⩽ D, (80)

推导得到

∥zi∥ ⩽
√

k2
bi(e

2D − 1)

e2D
. (81)

类似可以得出

∥θ̃i∥ ⩽
√

2riD, i = 1, 2, · · · , n. (82)

从不等式 (77)可以看出,选择有界的初值,闭环
系统中所有信号都是有界的.从式 (81)可以看出,系
统的输出y能够跟踪参考信号yd.证明过程和上面推
导过程类似,这里省略. 2
3 仿真研究

考虑如下的两阶非线性系统:

ẋ1 = x2 + f1(x1) + h1(x1(t− τ1)),

ẋ2 = u+ f2(x̄1) + h2(x̄2(t− τ2)). (83)

其中

f1(x1) = x1 + sin2(x1)x1,

f2(x1, x2) = −2.5x2 + x1x
2
2,

h1(·) = x2
1(t− τ1),

h2(·) = x2(t− τ2) sin2(x1(t− τ1))+

x1(t− τ1)/(1 + x2
2(t− τ2)),

延迟时间τ1 = 3, τ2 = 2.系统的初始条件为

[x1(t0), x2(t0)]
T = [0.3, 0.2]T,

理想的跟踪轨迹为

yd = 0.5(sin(t) + sin(2t)).

对系统(83)设计观测器
˙̂x1(t) = x̂2 − l1(x1(t)− x̂1(t)),

˙̂x2(t) = u(t)− l2(x1(t)− x̂1(t)), (84)

其中 [x̂1(0), x̂2(0)]
T = [0.3, 0.5]T.

定义虚拟控制

α1 = (k2
b1 − z21)

(
− θ̂1b1

2a21
ST
1 (Z1)S1(Z1)z1

)
− k1z1,

(85)

u = (k2
b2 − z22)

(
− θ̂2b2

2a22
ST
2 (Z2)S2(Z2)z2

)
− k2z2.

(86)

其中

z1 = x̂1 − yd, Z1 = [x1, x̂1, yd, ẏd]
T

z2 = x̂2 − α1, Z2 = [x1, x̂1, x̂2, ẏd, θ̂1]
T.

这里
˙̂
θi =

rbi
2a2i

ST
i (Zi)Si(Zi)z

2
i − σiθ̂i, i = 1, 2,初始

值 θ̂1(0) = θ̂2(0) = 0.
参数设置如下: l1 = 20, l2 = 20, b1 = 10, b2 =

8, a1 = 0.8, a2 = 0.8, k1 = 30, k2 = 10, r1 =

r2 = 2,σ1 = σ2 = 0.001, kb1 = 0.5, kb2 =

1.2.基于设计的控制器, RBF神经网络用来逼近未
知的系统动态, RBF神经网络 ŴT

1 S1(Z1)包含 54个
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神经元, ŴT
2 S2(Z2)包含 55个,均匀分布在 [−2, 2] ×

[−2, 2]×[−2, 2]×[−2, 2]和 [−2, 2]×[−2, 2]×[−2, 2]×
[−2, 2]× [−2, 2].神经网络间距为1,宽度设为0.9.
仿真结果如图1∼图6所示.图1是系统的跟踪

轨迹;图2是状态x2和估计值 x̂2;图3是系统跟踪误
差y − yd的时间轨迹;图4展示了z1和z2组成的相空
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1

t /s

A

x
1

x
1

yd

24.524.223.9

图 1 闭环系统的跟踪性能
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x
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x
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图 2 系统状态x2和估计值 x̂2
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图 3 跟踪误差y − yd的时间轨迹
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图 4 z1和z2组成的相图
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图 5 自适应更新率 θ̂1和 θ̂2的时间轨迹

0 15 30
-40

0

40

t /s

A

图 6 控制器u

间,说明 z1和z2被限制在预定的范围内;图5为自适
应更新 θ̂1、̂θ2的轨迹;图6是控制u.从图中可以看出
闭环系统中所有信号一致有界.

4 结 论

本文设计了时滞系统在全状态约束下的自适应

神经网络输出反馈控制器.利用RBF神经网络逼近
未知的非线性系统动态,利用BLF解决全状态约束
问题,所提出的状态观测器可以估计不可测量的系统
状态,并设计了合适的Lyapunov-Krasovskii函数消除
时滞对系统的影响.本文提出的控制器可以保证闭
环系统的所有信号半全局一致最终有界,信号误差收
敛到零值附近.
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