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新型动态控制力矩陀螺操纵律设计
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摘 要: 首先提出一类新型控制力矩陀螺 (CMG)操纵律,改变使用静态数据求逆构造力矩分配矩阵的设计思路,
利用近似的动态微分特性构造力矩分配矩阵,进而对新型操纵律奇异性进行分析.基于奇异分析结果,设计一种
切换型 CMG奇异回避策略,使 CMG能在首选力矩分配矩阵接近奇异时,使用非奇异的备选分配矩阵将之替
换.仿真结果表明,所设计的CMG操纵律具有较高的计算精度,同时具有一定的奇异适应性.
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Novel dynamic CMG steering law based on differential approximation
LIU Xiang-dong, XIN Xing, LI Zhen†, CHEN Zhen

(1. School of Automation，Beijing Institute of Technology，Beijing 100081，China；2. Beijing Institute of Electronic
System Engineering，Beijing 100854，China)

Abstract: To address the control momentum gyros(CMG) control issue, a novel steering law is proposed, characterized
by the approximate differential dynamics used in the control allocation to replace the statically calculated pseudo-inverse
methods. The analysis is proceeded to figure out the singularity robustness. As a result, a switching strategy is proposed
to handle the singularity by replacing the allocation matrix with a nonsingular one. Numerical simulations are applied to
verify the performance of the algorithm which provides better accuracy and certain singularity robustness.
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0 引 言

现代航天器对姿态控制的快速性和精确性有较

高要求[1].单框架控制力矩陀螺 (SGCMG、CMG)能
够输出连续、精确的角动量交换控制力矩,且具有力
矩放大作用,是先进航天器的首选之一[2-3]. CMG常
以非对称构形安装,需要设计操纵律实现三轴控制
力矩对冗余执行机构的分配.此外,奇异现象会严重
削弱CMG的三轴力矩输出能力,回避奇异也是设计
CMG操纵律必须考虑的问题.
所有的CMG操纵律依据其对输入输出信息的

处理方式可分为全局操纵律和局部操纵律两类[4].全
局操纵律通过引入框架角位置约束限制CMG的运
动,能够可靠回避内部奇异,但同时也需要牺牲一部
分角动量交换能力[4-5];或通过离线计算对CMG的动
量或框架运动进行全局规划,能实现对内部奇异状态
的可靠回避[6],但实际应用中会受到星载计算机资源
或上注数据时窗的限制[4,7-8].

局部操纵律根据实时状态对控制量进行优化,
其计算量小,在轨实现的代价较低[4, 8] 以构造力矩

分配矩阵的方式为区别,当前主要的局部操纵律
包括GI型 (generalized inverse)、 SR型 (singularity
robust inverse)、GSR型 (generalized singularity robust
inverse)、SDA型 (singularity direction avoidance)、PSR
型 (predicted singularity robustness)操纵律等[9-11].这
些操纵律的原理相似,并且已被证明可以归纳为
统一的BI型 (blended inverse)操纵律的二次优化形
式[10].局部操纵律在CMG 接近奇异时都会输出一
定的力矩误差.相较之下, SDA操纵律仅在奇异的特
征向量方向上引入误差,具有更高的输出精度.同
时, GSR操纵律通过在分配矩阵中引入摄动,使得操
纵律具有脱离局部优化极值的能力,其回避奇异的能
力较强[10].此外, SR操纵律也可以设计成反馈形式,
从而避免进行矩阵求逆运算[12].
一些改进型操纵律是在求逆型操纵律之上引入
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新的优化或加权逻辑得到的,如基于2阶模型近似和
数值迭代寻优的二次型控制逻辑[13],又如在进行奇
异回避时对可回避与不可回避奇异点采用不同回避

策略的混合操纵逻辑[14]等.
大多数局部操纵律在求解控制量的过程中将力

矩分配过程归纳为对静态数据方程的求逆问题.事
实上, CMG力矩的输出是动态过程,框架位置、框架
角速度和框架角加速度之间是级联微分关系,而这
三者的变化均与CMG力矩相关.在PSR中,操纵律的
优化逻辑考虑了使用一阶微分近似的框架角预测信

息[11].
本文同样考虑将框架角速度动态特性代入力矩

分配方程,通过对框架角加速度的近似使得力矩分配
矩阵的构造形式产生变化.基于这种新型的动态分
配矩阵,设计了两种新的CMG操纵律,同时对力矩分
配矩阵的奇异性进行分析,设计了可以保证操纵律奇
异鲁棒性的奇异回避策略.

1 控制力矩陀螺的动力学特性

有N个执行机构的控制力矩陀螺群 (CMGs)的
力矩分配方程[15]可写为

TG = −IwsAtdiag(Ω)δ̇ − IgAgδ̈. (1)

其中:TG∈R3×1为输出力矩;At=[t1 t2 · · · tN ],Ag

= [g1 g2 · · · gN ] ∈ R3×N , tj , gj ∈ R3×1分别为

第j个CMG的陀螺力矩和框架旋转方向的单位矢量
坐标; Iws为CMG的飞轮轮体转动惯量, Ig为CMG旋
转部分在框架轴向的转动惯量; δ = [δ1 δ2 · · · δN ]T

为 CMGs的框架角位置矢量坐标, δ̇ 和 δ̈ 分别为

CMGs的框架角速度和角加速度矢量坐标;Ω =

[Ω1 Ω2 · · · ΩN ]T为CMGs的飞轮转速矢量坐标.

2 基于微分近似的动态CMG操纵律
基于式(1)设计的常规操纵律通常将小量 δ̈忽略,

本节将针对完整的式(1)设计操纵律.

2.1 基于一阶差分近似的操纵律

首先构造如下两个分配矩阵:

Qk = Dt (tk) + ∆t−1
k Dg, (2)

Q∗
k = Dt (tk) + ∆t̂−1

k Dg. (3)

其中:Dt = −IwsAtdiag(Ω),Dg = −IgAg;∆tk =

tk − tk−1为控制的采样时间间隔,∆t̂−1
k =

at(ms)

∆tk
=

at(ms)

tk − tk−1
, at(ms)取为

at(ms) =

1, ms ⩾ µ1;

1 + µ2(ms − µ1)
2, ms < µ1.

(4)

ms ∈ [0,∞]为奇异度量参数,µ1和µ2为正的常量,
µ2
1µ2 ≫ 1.针对Qk和Q∗

k分别定义奇异度量,有

ms = det(Q̄kQ̄
T
k ) =

1

λ2
k

det(QkQ
T
k ), (5)

m∗
s = det(Q̄∗

k(Q̄
∗
k)

T
) =

1

(λ∗
k)

2 det(Q∗
k(Q

∗
k)

T
). (6)

其中

Q̄k =
1

λk
Qk, λk = (I2WsΩ

2
i +∆t−2

k I2g )
1
2 ,

Q̄∗
k =

1

λk
Q∗

k, λ
∗
k = (I2WsΩ

2
i +∆t̂−2

k I2g )
1
2 .

Q̄k 和 Q̄∗
k 都由单位向量组成.若令 Q̄k,i =

IWsΩiti + ∆t−1
k Iggi为Q̄k的第 i列,考虑到ti⊥gi,对

∀i ∈ [1, N ],则有∣∣Q̄k,i
∣∣2 =

1

λ2
k

((IWsΩi)
2 + (∆t−1

k Ig)
2) = 1.

基于式 (2)和 (6)的定义,给出基于一阶差分近似
的CMG操纵律为

δ̇(tk) =

Q−1
k TF (k,∆t−1

k ), ms ⩾ m∗
s;

(Q∗
k)

−1TF (k,∆t̂−1
k ), ms < m∗

s.
(7)

其中:TF (k, a) = T̂G (tk) + aDg (tk) δ̇ (tk−1)为对时

序k和参数a定义的算子, T̂G为期望控制力矩.对于
矩阵变量,符号(·)−1表示矩阵伪逆,以下相同.
式 (7)的力矩分配作用可通过将近似 δ̈ (tk) ≈

∆t−1
k (δ̇(tk)− δ̇(tk−1))代入 tk时刻的式 (1)中进行验

证,有

TG(tk) ≈Pk(T̂G(tk) + ∆t̂−1
k Dgδ̇(tk−1))−

∆t−1
k Dgδ̇(tk−1),

其中Pk = Qk(tk)(Q
∗
k(tk))

T(Q∗
k(tk)(Q

∗
k(tk))

T
)−1.

考虑 CMG远离奇异的情形,有ms ⩾ µ1,
at(ms) = 1,进而有Qk = Q∗

k和∆t−1
k = ∆t̂−1

k .由此
得到等式关系

TG (tk) =(T̂G (tk) + ∆t−1
k Dgδ̇ (tk−1))−

∆t−1
k Dgδ̇ (tk−1) = T̂G (tk) ,

可见,式 (7)能够以框架角速度 δ̇复现控制力矩TG.
同时,式 (7)额外考虑了 δ̈,因此相较于常规操纵律具
有一定的精度优势.

2.2 基于一阶微分近似的操纵律

考虑另一种力矩分配矩阵的选取方法

Qk = Dt (tk) + ∆τkDg, (8)

Q∗
k = Dt (tk) + ∆τ̂kDg. (9)

其中:∆τk = τge−τg(tk−tk−1),∆τ̂k = at (ms)∆τk.
对应地,改写式 (5)和 (6),令 λk = (I2WsΩ

2
i +

∆τ2
k I

2
g )

1
2 ,λ∗

k = (I2WsΩ
2
i + ∆̂τ2

k I
2
g )

1
2 ,可得到针对矩阵
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(8)和矩阵 (9)的奇异度量,进而得到基于一阶微分近
似的CMG操纵律

δ̇(tk) =

Q−1
k TF (k,∆τk), ms ⩾ m∗

s;

(Q∗
k)

−1TF (k,∆τ̂k), ms < m∗
s.

(10)

为验证式 (7)的动态力矩分配能力,考虑如下一
阶线性微分特性:

δ̇(t) ≈

δ̇(tk−1) + (1− e−τg(t−tk−1)(δ̇(tk)− δ̇(tk−1))),

δ̈(t) ≈ τge−τg(t−tk−1)(δ̇(tk)− δ̇(tk−1)).

在上述线性近似关系下,考虑 t = tk时刻的式

(1),得到

TG(tk) =

Pk(T̂G(tk) + ∆τ̂kDgδ̇(tk − 1))−∆τkDgδ̇(tk−1).

依然考虑CMG远离奇异的情形,令Qk = Q∗
k,

∆t−1
k = ∆t̂−1

k ,由此得到等式关系

TG (tk) ≈ T̂G (tk) + ∆τ̂kDg (tk) δ̇ (tk−1)−

∆τkDgδ̇ (tk−1) = T̂G (tk) .

上述关系表明式 (10)能够完成控制力矩的分
配,同时考虑常规操纵律忽略的 δ̈的影响.特别地,式
(10)使用一阶线性微分近似CMG的瞬时动态,如果
已知驱动CMG的无刷直流电机的等效直流参数,则
可将τg设为等效的电机惯性时间常数,此时式 (10)的
动态微分近似将具有明确的物理意义.

2.3 微分近似操纵律的奇异鲁棒性

本节深入分析操纵律 (7)和 (10)的奇异鲁棒性,
并设计相应的奇异回避策略.
首先,给出关于矩阵Qk和Q∗

k奇异性的定理.
定理1 Qk和Q∗

k中至少有一个是非奇异的.
证明 针对Qk和Q∗

k的构成,设Aα = Dt+αDg

∈ R3×N ,Aβ = Dt + βDg ∈ R3×N ,α ̸= β是正的

常量.假设Aα和Aβ都是奇异矩阵,且有 rankAα =

rankAβ = 2.
考虑对如下的矩阵进行初等变换:

DA =

[
Aβ Aβ

Aα 03×N

]
,

rankDA =

rank

Dt + βDg Dt + βDg

Dg
−1

α− β
(Dt + βDg)

 =

rank[DB DC ].

其中:DB = [DT
t DT

g ]
T,DB = [αAT

β −AT
β ]

T.
进而,如果设dB,i、dB,i和βi分别是DB、DC和

Aβ的第i列,则有

dB,i = [tT
i gT

i ]
T, dC,i = [αβT

i − βT
i ]

T.

如果假设dB,i ∈ span{dC,i, i = 1, 2, · · · , N},则存
在不全为0的x1, x2, · · · , xN ,使得如下线性相关性成
立:

dB,i =

[
ti

gi

]
=


N∑
j=1

xjαβj

−
N∑
j=1

xjβj

 =

N∑
j=1

xjdC,j . (11)

从以上关系可以得到 ti = −αgi,但实际上有
ti⊥gi,上述矛盾表明dB,i /∈ span{dC,i, i = 1, 2, · · · ,
N},即DB 的每一列都与DC线性无关.因为对于常
值的框架轴矢量矩阵Dg,必有rankDg = 3,进而得到

rank[DB DC ] = rankDB + rankDC = 5.

另一方面,由DA的定义可知

rank[DB DC ] = rank (diag (Aα,Aβ)) = 4.

上述矛盾表明 rankAα = rankAβ = 2的假设不

成立,Aα和Aβ中至少有一个满秩.考虑到Aα和Aβ

就是Qk和Q∗
k的一般形式,从而定理得证. 2

定理1表明,式 (7)和 (10)的切换机制能使操纵律
的求逆运算总是可行.当ms ⩾ µ1时,操纵律的力矩
分配矩阵是Qk,只有当ms < µ1且ms < m∗

s时,才使
用候选的Q∗

k.因此,操纵律 (7)和 (10)的力矩分配矩
阵的奇异度量是max (ms,m

∗
s).同时,注意到Q∗

k的

组成分量Dg总是满秩的,只要保证µ2
1µ2 ≫ 1,操纵

律(7)和(10)便能凭借占优的Dg分量在ms → 0时回

避奇异.
对于式 (7)而言, at (ms)的增大可视为令输出

TG (tk)力矩的时刻从 tk = tk−1 + ∆tk提前至 t̂k =

tk−1 + a−1
t (ms)∆tk.假设 t̂k时刻, δ和 δ̇已经达到

tk时刻的期望值,则有At

(
t̂k
)

= At (tk), δ̇
(
t̂k
)

=

δ̇ (tk),此时有

T̂G (tk) =Dt

(
t̂k
)
δ̇
(
t̂k
)
+∆t̂−1

k Dg∆
˙̂
δk ≈

Dt (tk) δ̇ (tk) + atDgδ̈ (tk) ,

其中∆
˙̂
δk = δ̇

(
t̂k
)
− δ̇ (tk−1).

由上述关系可见,式 (7)假想框架驱动器从位
置 δ (tk−1)和速度 δ̇ (tk−1)过渡到给定状态 δ (tk)和

δ̇ (tk)的时间可以任意提前至 t̂k,使得此时的 δ̈
(
t̂k
)

任意大,从而以飞轮力矩Dgδ̈补偿因奇异减小的陀

螺力矩Dtδ̇.然而, δ̇在 tk−1 ∼ tk之间的变化由框架

伺服驱动机构的伺服特性决定,实际的 δ̇响应与式(7)
的期望值之间必存在差异,此即操纵律在奇异时输出



第9期 刘向东等: 新型动态控制力矩陀螺操纵律设计 1645

的力矩误差.
操纵律 (10)进行奇异回避时输出误差的原理与

式(7)类似.

3 仿真分析

本节通过一个数值仿真测试动态CMG操纵律
的力矩分配能力和奇异鲁棒性.测试对象为标称角
动量20 N·m·s,用于控制1 000 kg级别小卫星的CMG.
设CMGs以金字塔构形安装[16],单个CMG的三轴转
动惯量为Is、It和Ig,框架驱动器的响应时间常数为
10 s(与τg相同),最大框架角速度限制为15◦s−1,控制
采样时间∆tk = 25ms.主要模型参数见表1.

表 1 仿真参数

Parameters Values Units

Is, It, Ig, IWs 0.13, 0.05, 0.05, 0.09 kg·m2

Ω̇i 2 000 rpm

Jb
b,0

 1 481.2 −46.7 82.9

−4.67 1 522.0 25.4

82.9 25.4 1 128.0

 kg·m2

µ2, µ1, τg 0.3, 105µ2
1, 10 —

首先测试CMG操纵律的输出精度,设置δ(t0) =[π
2

− π

2

π

2
− π

2

]T
,此时CMG处于远离奇异的位

置.令CMG分别在操纵律 (7)和 (10)的控制下跟踪正
弦信号给定的 T̂G,同时以精度较高的SDA操纵律作
为参考,使用SDA方法的鲁棒逆力矩分配律作为对
比分析. 3种操纵律输出的TG对 T̂G的跟踪情况如图

1∼图 3所示.由仿真结果可见, CMG的输出由于受
限于框架驱动器的带宽而相对给定有所滞后.图1和
图2的差分/微分动态操纵律对同一力矩指令的跟踪
精度与SDA操纵律基本相当,在跟踪高动态信号时
滞后更小,这表明本文所提出的动态微分近似操纵律
具有较高的执行精度.
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图 1 差分操纵律
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图 2 微分操纵律
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图 3 SDA操纵律

使用一个对太阳同步回归轨道卫星的大角度快

速姿态机动算例检验CMG操纵律的奇异鲁棒性.使
卫星从随机初始姿态开始,通过机动转入对地面目
标的凝视状态,机动开始时姿态误差的主轴角超过了
100◦,而卫星的静态转动惯量Jb

b,0已在表1中给出.分
别使用动态差分、动态微分和SDA方法的鲁棒逆力
矩分配律进行控制,得到的3种姿态机动误差以主轴
角为表征显示在图4中,其中θe1、θe2和θe3分别对应

使用差分动态、微分动态和SDA操纵律的情形.图
5为3次姿态机动过程中,以σmin/σmax表示的CMG
奇异度量的变化情况,其中σmin和σmax分别表示At

的最小和最大奇异值,曲线σ1、σ2和σ3分别对应差分

动态、微分动态和SDA操纵律的情形.图6为差分动
态操纵律的两种奇异度量ms和max (ms,m

∗
s)的变

化.

0 20 40 60 80 100

t / s

0

40

80

120

0

0.05

0.10

82.10 82.15

θ
/ 

d
e
g

e

θ
e1 θ

e2 θ
e3

图 4 姿态机动误差

0

0.2

0.4

0.6

0 20 40 60

t / s

σ
σ

m
in

m
a
x

/

σ
1

σ
2

σ
3

图 5 奇异度量比较

0 5 10 15 20 25

t / s

0

0.5

1.0

1.5

m
m

s
s*

/

m
s

max( )m m
s s
,

*

图 6 差分操纵律奇异度量



1646 控 制 与 决 策 第32卷

由图4和图5可见, CMG在机动过程中框架角一
度接近奇异,但所测试的3种操纵律均具备回避代数
奇异的能力:能以引入误差为代价,使操纵律在奇异
状态下仍输出连续而平滑的控制力矩. 3次机动过程
中, CMG均能从奇异状态脱离,此时TG的输出有一

定误差,但仍能控制航天器继续向目标运动,使航天
器在80 s时实现单轴精度优于0.1◦的指向. 3次机动
过程的姿态误差变化过程平稳且响应曲线几乎重合,
表示本文设计的操纵律执行效果与 SDA操纵律相
近.
另一方面,对于差分近似操纵律 (7)而言,原始分

配矩阵Qk的奇异度量ms在0∼ 5 s时两次因为奇异
接近于0,操纵律 (7)的切换策略使得式 (7)的奇异度
量max (ms,m

∗
s)始终保持在0.1以上,避免了操纵律

计算发生代数奇异.上述仿真结果表明了本文所提
出的CMG操纵律具有对构形奇异的鲁棒性.

4 结 䇪

本文提出了两种新的CMG操纵律.不同于传统
的局部型操纵律基于对静态数据求逆获得力矩分

配矩阵,将CMG框架角的一阶微分近似动态引入
力矩分配方程中,得到了新的力矩分配矩阵构造方
法.根据对操纵律的奇异分析结果,还设计了切换型
的CMG奇异回避机制.
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