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含摩擦非线性系统的自适应滑模控制
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摘 要: 针对摩擦非线性的扰动抑制和输出反馈控制问题,提出一种高阶滑模扩张状态观测器 (ESO),实时获得系
统的状态信号.在此基础上,设计神经网络自适应权值调节律,以得到控制信号设计参数与输出跟踪性能之间的
关系;同时,给出保证系统动态性能的观测器状态初值与自适应调节律参数初值的充要条件.最后,通过稳定性证
明和仿真算例验证了所提出控制算法的有效性.
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Adaptive sliding mode control for nonlinear systems with friction
TIAN Yu1, SUN Guo-fa2†, WANG Liang1

(1. China Academy of Launch Vehicle Technology, Beijing Aerospace Automatic Control Institute, Beijing 100854,
China；2. College of Automation Engineering, Qingdao University of Technology, Qingdao 266520，China)

Abstract: Aiming at the disturbance suppression of nonlinear friction and the output feedback control problem, this
paper presents a high order sliding mode extended state observer(ESO) to obtain real-time state signals. On this basis, an
adaptive neural update law is designed, obtaining the relationship between the control signal parameters setting and output
tracking performance. Meanwhile, the necessary and sufficient conditions of observer state initial value and adaptive
parameter initial value are given to guarantee system dynamic performance. Finally, the stability proof and simulation
results verify the effectiveness of the proposed control algorithm.
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0 ᕅ 言

在所有机械系统中都存在摩擦现象[1].为了更深
入地认识摩擦现象并消除摩擦带来的不利影响,学者
们对摩擦现象进行了深入广泛的研究,提出多种数学
模型来描述实际摩擦力.例如,神经网络智能摩擦模
型[2]、非线性回归模型[3]、动态模型[4]等.复杂模型
虽然能够提高对实际对象的逼近精度,但也带来了参
数难以确定的问题.近年来,基于动态摩擦模型,自适
应摩擦补偿成为一种有效的算法设计工具.而在改
善含摩擦的非线性系统的调节时间[5]方面,非线性控
制算法的设计成为主流.基于一种连续可微摩擦模
型[6],本文将设计采用输出反馈形式的一种自适应滑
模控制策略.
滑模变结构控制[7]是非线性控制领域中处理系

统不确定性的有效方法之一.该方法也在不断地研

究和改进,例如,基于描述函数法的线性二阶滑模[8]、

提高瞬态控制性能的非线性滑模[9]、采用等效控制的

二阶滑模[10]被提出.与此同时,基于标准的ESO,文
献 [11]提出了符合匹配条件的串联积分系统的一般
化基于ESO的控制.该控制算法对ESO与滑模控制
相结合具有指导意义.
本文提出一种自适应输出反馈滑模控制算法,考

虑含摩擦输入的二阶非线性不确定系统状态未测量

的情况,针对这一存在扰动的观测器设计问题,提出
一种扰动下的高阶滑模ESO的结构.在此基础上,提
出神经网络滑模控制律,得到调节律初值与闭环系统
动态性能之间的关系,给出保证动态性能的观测器状
态初值满足的重要条件.根据这一条件来设置观测
器状态和自适应参数初值,保证观测误差和跟踪误差
的收敛速度和稳态误差满足要求,使输出信号获得期
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望的跟踪性能.最后通过数值仿真验证了所提出的
输出反馈滑模控制算法的有效性.

1 系统描述

考虑如下形式的二阶非线性被控对象:ẋ1 = f1(x1) + g1x2,

ẋ2 = f2(x2) + Ff (x2) + g2u.
(1)

其中: f1(x1), f2(x2)为未知光滑非线性函数,Ff (x2)

为未知摩擦扰动, g1和g2为已知正常数.
根据文献 [6],摩擦非线性可以描述为如下形式

的一种光滑可微模型:

Ff (xn) =α1(tanh(β1xn)− tanh(β2xn))+

α2 tanh(β3xn) + α3xn. (2)

其中:α1, α2, α3和β1, β2, β3是与实际对象有关的正

常数,具体而言,α1, α2为静摩擦因数,而 tanh(β1xn)

− tanh(β2xn)表征Stribeck效应,库伦摩擦和粘滞摩
擦由α2 tanh(β3xn)和α3xn两项体现.当参数取值为
α1 = 0.5,α2 = 0.5,α3 = 0.005和β1 = 100,β2 =

5,β3 = 100时摩擦扰动的函数曲线如图1所示.
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图 1 摩擦非线性

如图 2所示,对于含输入端摩擦非线性环节 (2)
的非线性系统 (1),给定有界的期望参考信号xd,假设
参考信号具有 (n − 1)阶有界导数.本文的控制目标
是设计一个自适应自抗扰滑模控制信号u(t),使得闭
环系统输出信号y能够快速跟踪参考信号xr,并且跟
踪误差 e1尽可能小.该控制信号u具有较强的鲁棒

性和自抗扰能力.
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图 2 摩擦扰动非线性闭环系统

2 观测器设计

针对由式 (1)描述的非线性被控对象,定义一个
坐标变换映射z = T (x)的形式为

ż1 = z2,

ż2 = z3,

y = z1 = x1,

(3)

其中z1, z2, z3表示新定义的系统状态.
根据参考文献 [12]中的前期工作,通过上述坐标

变换,存在一个反馈信号v = a2(x2) + bnu(t),使得

ż = Az + bv (4)

可控.其中系统矩阵A和控制矩阵b定义为

A =

[
0 1

0 0

]
, b =

[
0

1

]
. (5)

由此,扩张状态观测器的形式取为

˙̂z1 = υ1,

υ1 = −λ1|ẑ1 − y| 23 sign(ẑ1 − y) + ẑ2,

˙̂z2 = υ2 + b2u,

υ2 = −λ2|ẑ2 − υ1|
2
3 sign(ẑ2 − υ1) + ẑ3,

˙̂z3 = −λ3sign(ẑ3 − υ2).

(6)

其中:λ1, λ2, λ3为设计参数,实际应用中应取为正常
数,扩张状态z3用来估计系统的总的扰动信号.
根据参考文献 [13]的证明方法,扩张状态观测器

(6)的状态观测器误差满足
|z̃1| = |ẑ1 − y| ⩽ µ1,

|z̃2| = |ẑ2 − z2| ⩽ µ2ε
2
3 ,

|z̃3| = |ẑ3 − z3| ⩽ µ3ε
1
3 ,

(7)

其中ε代表滤波器输入信号的误差上界.

3 滑模控制器设计

在进行控制器设计之前,定义如下有用的符号:

xd = [xd, ẋd]
T, e = z − xd. (8)

其中:xd和e分别为参考信号和系统输出信号跟踪

误差, z为未扩展的状态向量.

3.1 等效控制律

选取滑模面形式如下:

s = λe1 + e2, (9)

其中λ > 0为设计的正常数.滑模s的面的估计信号

为

ŝ = Λê = Λ[ê1 ê2], (10)

其中Λ = [λ 1].
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求取上述滑模面的导数,得

ṡ = ė2 + λe2 =

a2(x2) + b2u(t)− ẍd + [0 λ]e. (11)

反馈线性化的控制信号u设计为

u = − 1

b2
(kŝ+ a2(x2) + [0 λ]e+ ẍd + ω) =

us − a2(x2). (12)

其中: k为设计参数,ω为鲁棒项,us = −�kŝ+[0 λ]e

+ ẍd + ω).

3.2 RBF神经网络

根据RBF神经网络的函数逼近能力,存在一个
以任意精度逼近未知光滑非线性函数的神经网络

a2 = θTσ(X) + ϵ. (13)

其中: θ为神经网络权值向量,σ为基函数向量,X为
神经网络输入向量, ϵ为函数逼近误差.

通过设计权值向量θ的自适应调节律,未知非线
性函数的估计形式改写为

ân(x2) = θ̂Tσ(x2). (14)

权向量的估计误差记为

θ̃ = θ̂ − θ∗, (15)

θ∗为权值向量的最优值.
本文中, RBF神经网络的基函数向量选为如下

形式的高斯函数:

σl(X) = exp
{
− (X − ζ)T(X − ζ)

η2

}
, (16)

其中 l为网络结点的个数.不难证明, RBF神经网络基
向量σ(X)的范数满足不等式∥σ(X)∥ ⩽ Cσ.
在逼近非线性函数时,假设逼近误差满足

ϵ ⩽ ϵM , (17)

其中ϵM为误差的上确界.因此,实际控制信号设计为

u = − 1

bn
(kŝ+ θ̂Tσ(x2) + [0 λ]ê+ ẍd + ω), (18)

其中鲁棒项的形式为

ω = ϵM sign(ŝ), (19)

sign为符号函数.
将控制信号u代入式(15),得滑模面s的动态为

ṡ = −kŝ− θ̃σ(x2) + ϵM − ω − [0 λ]ẽ. (20)

其中: ŝ包含状态观测误差, ϵM为神经网络估计误差
的边界.

3.3 神经网络自适应调节律

定理1 给定一个二阶不确定性系统 (1),同时存
在系统内部不确定性函数和输入端摩擦非线性干扰

(2).如果一个复合控制反馈控制信号的形式设计为
(18),则整个闭环系统是最终一致有界的,其中的参数
调节律设计为

˙̂
θ = Γ (ŝσ(x2)− ϱθ̂). (21)

其中:Γ为一个正定的常值对称矩阵,代表神经网络
的学习速度, ϱ为一个小的正常数.通过合理选择设
计参数值,系统输出信号y能够快速无超调地跟踪光

滑参考信号xd.特别地,通过合理地设置系统状态和
自适应参数的初始值,能够显著提高闭环系统的跟踪
性能.
证明 考虑如下形式的李雅普诺夫候选泛函:

V =
1

2
s2 +

1

2
θ̃TΓ−1θ̃. (22)

对式(22)两边取微分,得

V̇ = sṡ+ θ̃T(ŝσ(x2)− ϱθ̂). (23)

由式(20)和(21)可得

V̇ =

s(−kŝ− θ̃σ(x2) + ϵM − ω − [0 λ]ẽ)+

θ̃T(ŝσ(x2)− ϱθ̂) =

− ks2 − kss̃− s̃θ̃σ(x2)− s[0 λ]ẽ+

sϵM − sω − ϱθ̃Tθ̂ =

− ks2 − ksΛz̃ − Λz̃θ̃σ(x2)− s[0 λ]z̃+

sϵM − sω − ϱθ̃Tθ̂. (24)

根据Young不等式,可以证明以下不等式成立:

− ksΛz̃ ⩽ ks2

2
+

kcλ1
2

∥z̃∥2,

− Λz̃θ̃σ(x2) ⩽
cλ1cσ∥θ̃∥2

2
+

cλ1cσ
2

∥z̃∥2,

− ϱθ̃Tθ̂ ⩽ −ϱ∥θ̃∥2

2
+

ϱ∥θ∥2

2
, (25)

其中cλ1 = ∥Λ∥.
将不等式 (25)代入 (24),并考虑观测器误差的有

界性(7),可得

V̇ ⩽ −KV + γ. (26)

其中:K和γ定义为

K = min{k, (ϱ+ cλ1cσ), λmin(Γ )},

γ =
cλ1
2

(k + cσ)µ
2 +

ϱ∥θ∥2

2
. (27)

λmin(Γ )为对称矩阵Γ的最小特征值,µ为误差向量 z̃

的范数.
对不等式(26)两边取积分运算,可得

0 ⩽ V (t) ⩽ γ

K
+
(
V (0)− γ

K

)
exp (−Kt). (28)

进一步可以得到
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lim
t−→∞

V (t) =
γ

K
. (29)

由式 (29)可以看出,闭环系统的所有误差信号都是最
终一致有界的.通过合理地选择设计参数,可以尽量
地减小系统的跟踪误差. 2

由于参数和系统状态初值对系统的跟踪性能

(尤其是动态性能)会产生较大的影响,通过初始化技
术能够提高系统对参考信号xd的跟踪性能.

4 动态性能分析

定理2 考虑由定理1描述的整个闭环系统,如
果扩张状态观测器 (10)的初始状态选为 ẑ1(0) =

xd(0), ẑ2(0) = ẋd(0), xd(0) = x1(0) = z1(0),神经
网络自适应参数的初值选为 θ̂(0) = 0,则滑模面的无
穷范数有界的充要条件是观测器的第2个初始状态
满足 ẑ2(0) = z2(0).
证明 考虑式 (26),通过直接计算可得V (0)的

表达式为

V (0) =
s2(0)

2
+

1

2
θ̃T(0)Γ−1θ̃(0). (30)

其中

s(0) = e1(0) + λe2(0) =

z1(0)− xd(0) + λ(z2(0)− ẋd(0)) =

z̃1(0) + λ(ẑ2(0)− ẋd(0) + z̃2(0)) =

z̃1(0) + λz̃2(0) = λz̃2(0), (31)

θ̃(0) = θ̂(0)− θ = −θ. (32)

将式 (31)和 (32)中 s(0)和 θ̃(0)的表达式代入式 (30),
得

V (0) =
λ2z̃22(0)

2
+

1

2
θTΓ−1θ ⩽

λ2z̃22(0)

2
+

ρ

K
. (33)

同时考虑V (t)满足的表达式 (28)和V (0)的表达

式,得到V (t) ⩽ ρ/K的充要条件是 ẑ2(0) = z2(0).此
时,再重新考虑李雅普诺夫泛函V (t)的表达式 (22),
可以求得滑模面的无穷范数满足

∥s1(0)∥ ⩽
√

ϱ

K
= ρ, (34)

其中ρ为一个可通过调节设计参数尽量减小的常数.
由此定理得证. 2

5 仿真算例

考虑如下形式的二阶非线性系统:ẋ1 = x2
1 + x2,

ẋ2 = 0.2 exp(−x2
2) + x1 sin(x2) + u;

(35)

由坐标变换式(6),可得

ż1 = z2,

ż2 = a2(x2) + b2u(t).
(36)

其中

a2(x2) = 2x1(f1 + x2) + f2 − F. (37)

系统仿真模型中采用的摩擦力表达式的参数与

第1节中取值相同,其他参数取值如表1所示.仿真中
选择的参考信号为xd = sin t.

表 1 仿真参数取值表

参数 K ϵM λ ϱ λ1 λ2 λ3 Γ

取值 10 0.1 1 0.001 10 5 3 100 × I125

仿真结果如图3 ∼ 图5所示.图3给出了输出信
号跟踪效果曲线,而扩张状态观测器的状态跟踪曲线
由图4给出.图5为仿真中采用的神经网络参数权值
范数.
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由仿真结果可以看出,整个闭环系统输出反馈
控制的所有信号都是有界的.由图3中的曲线可以看
出,输出信号能够以较小的误差跟踪参考信号xd.同
时,由图4中状态的观测器的跟踪曲线可以看出,坐
标变换后的系统状态被完整地观测出来,保证了控制
信号能够实时利用估计系统状态实现输出反馈控制.

6 结 论

本文在研究摩擦干扰下二阶不确定性系统的高

阶观测器基础上,提出一种自适应神经网络滑模控制
算法,保证了系统状态的实时获得,并且观测误差能
够保证系统输出信号动态跟踪瞬态性能.得到了观
测器的初始状态与系统动态性能、稳态误差之间的

关系,为观测器的设计提供了理论依据.仿真结果表
明,当观测器的第2个状态初值选取合适时,系统输
出信号跟踪误差的动态性能较好,该结果与理论分析
相符.所得到的控制算法结构简单、设计参数少,有
利于观测器的设计与应用,表明了所提出的自适应
滑模控制算法是有效的.
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