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基于辅助变量的压缩采样匹配追踪闭环系统辨识方法
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摘 要: 针对被控对象和反馈通道均具有未知时滞的闭环系统,提出一种基于辅助变量的压缩采样匹配追踪辨识
方法.该方法利用辅助变量方法对压缩采样匹配追踪算法进行改进,获得过参数化辨识模型稀疏参数向量的估
计,根据稀疏向量的结构得到前向通道的参数估计和时滞估计,进而根据模型等价原理获得反馈通道的参数估
计.仿真结果表明,所提出方法仅需少量的迭代即可获得这类闭环系统参数与时滞的有效估计.
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An instrumental variable based compressed sampling matching pursuit
method for closed-loop identification
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Abstract: For the identification of a class of closed-loop systems with unknown time-delays in both the control plant
and the feedback controller, an instrumental variable based compressed sampling matching pursuit method is developed.
By using the instrumental variable identification idea to modify the compressed sampling matching pursuit algorithm,
the sparse parameter vector of the overparameterized identification model is firstly estimated. Then the estimates of the
control plant parameters and the time-delays can be extracted from the estimated parameter vector, and the parameters
of the feedback controller can be obtained by using the model equivalence principle. Simulation results show that the
proposed method can effectively estimate the parameters and time-delays for the class of closed-loop systems with only a
few iterations.
Keywords: closed-loop identification；time-delay estimation；instrumental variable method；compressed sampling
matching pursuit algorithm；sparse vector

0 引 䀰

闭环辨识是系统辨识领域一个重要的研究方向,
几十年来受到学者们的广泛关注[1-4].在闭环系统中,
由于反馈的作用,使得被控对象的输入与噪声相关,
只有当反馈控制器具有足够高的阶次,闭环系统才具
备可辨识性.若反馈通道控制器已知,则可用间接辨
识方法辨识被控对象的模型的参数[5],即首先利用外
部激励信号与输出信号获得整个闭环系统的辨识模

型,然后根据已知的反馈控制器模型获得被控对象的
模型.针对不同的模型结构,间接辨识方法得到了丰
富的发展[2, 6-8].然而,很多情况下反馈通道的模型参
数也是未知的.时滞在实际系统中普遍存在,是控制

系统中的一个重要变量,且通常未知.一般的系统辨
识文献假设系统没有时滞或者假设时滞已知[9].本文
利用间接辨识方法研究一类反馈通道控制器未知,且
正向通道和反向通道均有未知时滞的闭环系统的参

数与时滞辨识问题.
在闭环系统中,当被控对象和反馈控制器都具有

时滞且时滞较大时,外部输入与输出间的过参数化
辨识模型的参数向量维数较大,且含有大量的零元
素,即参数向量具有稀疏特性.稀疏向量的估计问题
可以借助于压缩感知重构技术解决[10-14].常用的压
缩感知重构方法有凸优化方法和贪婪算法等.贪婪
算法由于其性能优越且执行方便近年来获得较大发
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展[15-17].正交匹配追踪 (OMP)算法是典型的贪婪算
法[18-19],在没有噪声干扰时可以获得信号的精确重
构.为了提高算法抗噪能力, Needell等[20]在OMP的
基础上提出了压缩采样匹配追踪(CoSaMP)算法.
本文将CoSaMP算法用于闭环系统的辨识,并利

用辅助变量方法对CoSaMP算法进行改进,提出基
于辅助变量的CoSaMP辨识算法来辨识稀疏参数向
量.从稀疏向量的结构获得时滞的估计,并利用模型
等价原理[21-22]获得反馈控制器的参数估计.仿真结
果表明,所提出方法仅需少量的迭代即可获得这类闭
环系统参数与时滞的有效估计.

1 问题描述

考虑一类线性单输入单输出 (SISO)闭环系统
(如图1所示)

y(t) =
z−d1B(z)

A(z)
u(t) + v(t), (1)

u(t) = r(t)− z−d2Q(z)y(t). (2)

其中: t为离散时间变量;u(t)和y(t)分别为系统输入

和输出信号; r(t)为具有足够高阶次的持续激励信
号; v(t)为零均值白噪声; d1、d2为未知时滞;A(z)、
B(z)和Q(z)为阶次已知、参数未知的常系数多项式,
且有

A(z) = 1 + a1z
−1 + · · ·+ ana

z−na ,

B(z) = b1z
−1 + · · ·+ bnb

z−nb ,

Q(z) = 1 + q1z
−1 + · · ·+ qnq

z−nq .

+ +
A z( )

z B z
-d1 ( )

z Q z
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图 1 闭环系统结构

本文的主要目的是利用外部可观测数据r(t)和

y(t)获得多项式A(z)、B(z)和Q(z)的参数和时滞

d1, d2的有效估计.
研究闭环系统的辨识问题,通常假设满足以下条

件[24]:
1) r(t)是平稳随机过程;
2)反馈通道的模型结构不会导致闭环传递函数

产生零极点对消;
3)噪声v(t)与r(t)统计不相关.
本文采用间接辨识法,首先建立输出y(t)和外部

输入r(t)的数学模型,再根据闭环系统的结构特点获

得前向通道与反馈通道的估计模型.若d1 + d2 > na,
则将式 (2)中的u(t)代入到 (1)中,得到y(t)与 r(t)之

间的关系

α(z)y(t) = z−d1B(z)r(t) + w(t). (3)

其中

α(z) :=

A(z) + z−(d1+d2)B(z)Q(z) =

1 + a1z
−1 + · · ·+ ana

z−na + z−(d1+d2)×

(γ1z
−1 + · · ·+ γnγ

z−nγ ),

γ(z) := B(z)Q(z) = γ1z
−1 + · · ·+ γnγ

z−nγ ,

nγ := nb + nq,

w(t) := A(z)v(t).

定义信息向量φ(t),参数向量θ1、θ2和θ如下:

φ(t) := [−y(t− 1), · · · ,−y(t− l1),

r(t− 1), · · · , r(t− l2)]
T ∈ Rn,

θ1 := [a1, · · · , ana
, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
d1+d2−na

, γ1, · · · , γnγ
,

0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
l1−d1−d2−nγ

]T ∈ Rl1 ,

θ2 := [0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
d1

, b1, · · · , bnb
, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
l2−nb−d1

]T ∈ Rl2 ,

θ := [θT
1 ,θ

T
2 ]

T =

[θT
a ,0d1+d2−na

,θT
γ ,

0l1−d2−nγ
,θT

b ,0l2−nb−d1
]T ∈ Rn. (4)

其中:n = l1 + l2, l1和 l2分别为信息向量中的输出

数据回归长度与输入数据回归长度;0j为有j个零元

素的零块.由于时滞未知,将 l1和 l2取足够大,即 l1 >

nγ + d1 + d2, l2 > nb + d1,则式(3)可以表示为

y(t) = φT(t)θ + w(t). (5)

若有m组测量数据,则定义

ym := [y(1), y(2), · · · , y(m)]T ∈ Rm,

Φm := [φ(1),φ(2), · · · ,φ(m)]T ∈ Rm×n,

wm := [w(1), w(2), · · · ,w(m)]T ∈ Rm.

由模型(5)可得

ym = Φmθ +wm. (6)

闭环系统间接辨识的第1步是由观测数据ym和
Φm估计参数向量θ.这里wm为有色噪声向量,当采
样数据足够多时,可以利用辅助变量方法获得有效的
参数估计,即构造一个辅助矩阵Fm,满足
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(A1) : E

[ 1

m
FT

mΦm

]
= Q, |Q| ̸= 0;

(A2) : E
[ 1

m
FT

mwm

]
= 0.

参数向量的估计值可由下式获得:

θ̂IV = (FT
mΦm)−1(FT

mym). (7)

由于θ的维数较大,要获得足够多的采样数据将耗费
大量的实验时间,从而增加辨识成本.因此期望找到
一个能够利用少量采样数据实现有效估计的辨识方

法.在式(4)中,注意到θ包含大量零元素,且最多含有
K = na + nγ + nb个非零元素,因此参数向量θ为稀
疏向量,稀疏度为K.辨识问题 (6)即为稀疏向量估计
的问题,可以借助于压缩感知逼近技术解决.

2 压缩感知重构

压缩感知重构问题可以描述为

y = Φθ. (8)

其中:y ∈ Rm为观测值;Φ ∈ Rm×n(m ⩽ n)为测量

矩阵;θ ∈ Rn为稀疏信号;K := ∥θ∥0为向量θ的稀
疏度,即向量θ中非零元素的个数[23].稀疏信号的重
构即通过低维的观测向量y和测量矩阵Φ求解稀疏

向量θ.当m < n时,方程 (6)有无穷多解.然而,压缩
感知理论表明,当测量矩阵Φ满足一定的条件,如等
距约束性条件[24],稀疏向量θ可以得到精确重构.
压缩感知重构方法有很多,主要包括凸优化算

法、贪婪算法等,其中贪婪算法以其效率高、结构简
单得到了广泛的应用. OMP算法是一种典型的贪
婪算法[17-19],在每次迭代中选择一个局部最优解
对信号进行逼近,当系统不受噪声干扰时,只需
m = O(K lnn)即可实现稀疏信号的准确重构[20].然
而, OMP算法抗噪能力比较弱,为了提高重构算法的
鲁棒性, Tropp等[23,25]对OMP算法进行改进,提出了
CoSaMP算法,该算法具有较快的计算速度,较低的
运算复杂度,且在低噪声的情况下能保证较高的重构
精度.
与式 (8)相比,式 (7)即为具有噪声干扰的稀疏向

量的逼近问题,采用CoSaMP算法进行多次迭代可
以获得较高精度的稀疏向量估计值.在系统辨识领
域有色噪声的辨识已经相当成熟,如式 (7)所示的辅
助变量方法.为了获得更高的参数估计精度和更快
的计算效率,本文将利用辅助变量方法对CoSaMP
算法进行改进,提出基于辅助变量的CoSaMP(IV-
CoSaMP)算法.

3 基于辅助变量的压缩采样匹配追踪辨识

方法

本文针对受噪声干扰且含有未知时滞的闭环系

统,将CoSaMP与辅助变量法 (IV)结合,研究闭环系
统参数和时滞的联合估计.具体方法如下.
式(6)所示的稀疏向量估计问题可以描述为

θ̂ = arg min ||θ||0,

s.t. ||ym −Φmθ̂|| < ε.

其中ε > 0为设定的允许误差.
令θj为θ的第 j个元素,ϕj为Φm的第 j列,则系

统(6)可改写为

ym = ϕ1θ1 + ϕ2θ2 + · · ·+ ϕnθn +wm. (9)

由于式 (9)右边仅有K个非零项,需要将这些非零项
挑选出来,并对非零项参数进行估计.
本文提出的 IV-CoSaMP算法是一个迭代算法,

在每次迭代中,从Φm中选出p(p > K)列,一般情况
下选择2K列[20],将每次迭代选取的列的索引用集合
J表示.令迭代次数为k(k = 1, 2, · · · ),Λk表示前k次

迭代集合J的合并集,即Λk = Λk−1

∪
J ; Φ̂Λk

表示根

据索引集Λk从Φm 中选出的相应列构成的子信息矩

阵; rk为第k次迭代的残差.
首先进行初始化,Λ0 = ∅, r0 = ym,第k次迭代

时,定义如下准则函数[26]:

J(θj) = ∥ϕjθj − rk−1∥2, j = 1, 2, · · · , n. (10)

令其对θj求导并令导数为零,得到

θj =
ϕT

j rk−1

∥ϕj∥2
. (11)

将θj代入式(10)中,可得

J(θj) =
∥∥∥ϕT

j rk−1

∥ϕi∥2
ϕj − rk−1

∥∥∥2

=

∥rk−1∥2 −
ϕT

j rk−1

∥ϕj∥2
. (12)

在进行第k次迭代时,由式 (12)可知,若要J(θj)最小,

则需要残差rk−1与
ϕj

∥ϕj∥2
的内积最大.令

xj =
∣∣∣⟨rk−1,

ϕT
j

∥ϕj∥2
⟩∣∣∣, j = 1, 2, · · · , n. (13)

将xj从大到小排列,前n个值所对应的ϕj的索引构

成集合J .根据J更新索引集Λk,并由Λk更新子信息

矩阵ΦΛk
,有

Λk = Λk−1

∪
J,

ΦΛk
= ΦΛk−1

∪
ΦJ . (14)
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在第k次迭代时,从Φm中选出ΦΛk
,式(5)可表示为

ym = ΦΛk
θΛk

+wΛk
. (15)

此时对应的干扰项wΛk
为

wΛk
= wm +Φm\Λk

θm\Λk
.

其中:θΛk
为待估计的子参数向量,Φm\Λk

为测量矩

阵Φm除去子信息矩阵ΦΛk
包含的列后剩下的列组

成的矩阵.这时wΛk
仍可视为有色噪声,直接采用由

最小二乘法获得的估计值 θ̂LS = [ΦT
Λk
ΦΛk

]−1ΦT
Λk
ym

存在较大的估计误差.为了提高参数估计精度,借助
辅助变量法解决上述问题.由外部激励回归项构造
辅助向量

f(t) := [r(t− 1), r(t− 2), · · · , r(t− n)]T ∈ Rn.

(16)

令

Fm = [f(1),f(2), · · · ,f(m)]T. (17)

根据索引集Λk在Fm中选择相应的列构造与ΦΛk
同

维数的子辅助矩阵,用FΛk
表示,显然Fm满足条件

(A1)与(A2),即
(A1) : E

[ 1

2K
FT

Λk
ΦΛk

]
= Q, |Q| ̸= 0;

(A2) : E
[ 1

2K
FT

Λk
wΛk

]
= 0.

θΛk
基于辅助变量算法的估计值

θ̂Λk
= (FT

Λk
ΦΛk

)−1FT
Λk
ym ∈ R2K . (18)

由于θ中仅有K个非零值,从 θ̂Λk
中选出绝对值最大

的K项组成新的参数向量 θ̂λk
∈ RK ,其中Λk为选出

的K项的索引组成的集合.根据Λk将 θ̂λk
∈ RK恢

复为 θ̂k ∈ Rn, θ̂k ∈ Rn即为第k次迭代的参数估计.
第k次迭代的残差可由下式获得:

rk = ym −Φλk
θ̂λk

= ym −Φmθ̂k. (19)

当残差满足∥rk − rk−1∥ > ε时,令k = k + 1,进行下
一次迭代,否则停止.

由式 (4)可以看出, θ̂有 3个零块,每个零块中零
元素的个数分别为z1、z2、z3.根据A(z)、γ(z)、B(z)

的阶次na、nγ、nb以及输入输出数据回归长度 l1、l2

可得到时滞d1、d2的估计为

d̂1 = l2 − z3 − nb, 或 d̂1 = z1 + na − d̂2, (20)

d̂2 = l1 − nγ − z2. (21)

θ̂中的3个非零块分别对应参数估计值 θ̂a、̂θγ、̂θb,则
多项式A(z)、γ(z)、B(z)的估计为

Â(z) = 1 + â1z
−1 + · · ·+ âna

z−na ,

B̂(z) = b̂1z
−1 + · · ·+ b̂nb

z−nb ,

γ̂(z) = γ̂1z
−1 + · · ·+ γ̂nγ

z−nγ .

根据式(3),令

γ̂(z) = B̂(z)Q̂(z). (22)

假设nb > nq,令

θ̂q := [q̂1, q̂2, · · · , q̂nq
]T,

Γ̂ := [γ̂2 − b̂2, γ̂3 − b̂3, · · · , γ̂nq+1 − b̂nq+1,

γ̂nq+2 − b̂nq+2, · · · , γ̂nb
− b̂nb

,

γ̂nb+1, γ̂nb+2, · · · , γ̂nγ
]T,

ψ̂ :=



b̂1 0 · · · 0

b̂2 b̂1 · · · 0
...

...
. . .

...
b̂nq

b̂nq−1 · · · b̂1

b̂nq+1 b̂nq
· · · b̂2

...
...

. . .
...

b̂nb−1 b̂nb−2 · · · b̂nb−nq

b̂nb−1 b̂nb−2 · · · b̂nb−nq

b̂nb
b̂nb−1 · · · b̂nb+1−nq

0 b̂nb
· · · b̂nb+2−nq

...
...

. . .
...

0 0 · · · b̂nb−nq



.

通过比较等式(22)两边的z的同次幂系数,可得

Γ̂ = ψ̂θ̂q. (23)

利用最小二乘法估计 θ̂q,得

θ̂q = (ψ̂Tψ̂)−1ψ̂TΓ̂ . (24)

为了更加简明地阐述参数和时滞的联合估计算

法,给出具体流程如图2所示.

4 仿真算ֻ

例1 考虑具有时滞的SISO闭环系统

y(t) =
z−64(0.82z−1 − 1.11z−2)

1− 0.62z−1 + 0.62z−2
u(t) + v(t), (25)

u(t) = r(t)− z−44(1− 1.23z−1)y(t). (26)

取 l1 = 120和 l2 = 80,参数向量θ为

θ = [a1, a2,0106, γ1, γ2, γ3,072, b1, b2,014]
T =

[−0.620 0, 0.620 0,0107, 0.820 0,−2.118 6, 1.365 3,

072, 0.820 0,−1.110 0,014]
T ∈ Rl1+l2 . (27)

这里参数向量θ的维数是200,有7个非零参数,即稀
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图 2 估计参数和时滞的算法流程

疏度K = 7.不考虑θ中的零元素,定义新的参数向
量

ϑ1 =: [a1, a2, b1, b2, q1]
T,

ϑ̂1 =: [â1, â2, b̂1, b̂2, q̂1]
T.

参数估计相对误差

δ1 := (∥ϑ1 − ϑ̂1∥2/∥ϑ1∥2).

仿真时,外部激励信号r(t)采取不相关的零均值单位

方差随机信号,噪声v(t)采取均值为零、方差为σ2 =

0.102的白噪声序列,分别考虑在采样数据长度m =

80,m = 120,m = 150,m = 160的情况下,利用
IV-CoSaMP算法得到的估计相对误差δ1随迭代次数

k的变化,如图 3所示.由图 3可见,随着采样数据长
度m的增加, IV-CoSaMP算法在噪声环境下的辨识
精度不断提高,表明数据信息越充足越有利于上述
系统的辨识.当m = 150和m = 160时,参数估
计精度几乎相同,由此看出当采样次数m = 150

时, IV-CoSaMP算法可实现闭环参数的有效估计.当
采样次数为m = 150时,分别采用 IV-CoSaMP算法
和CoSaMP算法对系统进行参数估计,估计结果如图
4所示.由图4可以看出,辅助变量方法的引入提高了
参数的辨识精度.

m =120
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m =80
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图 3 不同数据长度下δ1随迭代次数k的变化曲线
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图 4 参数估计误差δ1随k的变化曲线

当迭代次数k = 3,噪声方差σ2 = 0.102,采样数
据长度m = 150时,利用 IV-CoSaMP算法得到θ的参
数估计为

θ̂ =

[−0.610 42, 0.620 44, 0106, 0.797 03,−2.107 12,

1.321 20, 073, 0.815 38,−1.101 57, 014]
T ∈ Rn.

从 θ̂中可以得到各个参数的估计值为

â1 = −0.610 42, â2 = 0.620 44,

b̂1 = 0.815 38, b̂2 = −1.101 57,

γ̂1 = 0.797 03, γ̂2 = −2.107 12,

γ̂3 = 1.319 42.

3个零块的零元素个数分别为

z1 = 106, z2 = 73, z3 = 14.

结合式 (20)、(21)和 (24)可得时滞d1、d2和反馈控制

器参数q1的估计值为

d̂1 = l2 − z3 − nb = 64,

d̂2 = z1 + na − d̂1 = 44,

q̂1 = −1.210 32.

当采样数据长度m = 150时,分别考虑噪声方差
为σ2 = 0.102和σ2 = 0.202,用 IV-CoSaMP算法得到
的参数估计相对误差 δ1随迭代次数k的变化如图5
所示.由图5可见,噪声方差越小, IV-CoSaMP算法参
数估计的精度越高,所需要的迭代次数也越少.
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图 5 不同噪声方差下δ1随迭代次数k的变化曲线

例2 考虑被控对象具有非线性的闭环系统

y(t) + a1y(t− 1)y(t− 2) + a2y(t− 2) =

z−d1B(z)u(t) + w(t),

u(t) = r(t)− z−d2Q(z)y(t). (28)

其中

a1 = −0.38, a2 = 0.82,

B(z) = b1z
−1 = −0.29z−1,

Q(z) = 1 + q1z
−1 = 1 + 0.86−1,

d1 = 35, d2 = 66.

若取 l1 = 100, l2 = 200,并定义如下向量:

θ :=

[a1, a2, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
d1+d2−2

, b1, b1 ∗ q1, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
l1−d1−d2−2

,

0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
d1

, b1, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
l2−d1−1

]T ∈ Rl1+l2 ,

φ(t) :=

[−y(t− 1)y(t− 2),−y(t− 2),−y(t− 3), · · · ,

− y(t− d1 − d2),−y(t− d1 − d2 − 1),

− y(t− d1 − d2 − 2), · · · ,−y(t− l1),

r(t− 1), · · · , r(t− l2)]
T,

则尽管系统模型具有非线性,但仍可以表示为参数线
性的辨识模型

y(t) = φT(t)θ + w(t). (29)

定义新的参数向量

ϑ2 =: [a1, a2, b1, q1]
T,

ϑ̂2 =: [â1, â2, b̂1, q̂1]
T.

仿真时,外部激励信号 r(t)采取不相关的零均值单

位方差随机信号,w(t)为有色噪声,采样次数为m =

210, 分别采用 IV-CoSaMP算法和CoSaMP算法对系
统进行参数估计,参数估计相对误差 δ2 := (∥ϑ2−
ϑ̂2∥2/∥ϑ2∥2)随迭代次数变化的曲线如图6所示.由
图6可见, IV-CoSaMP的辨识精度要优于CoSaMP.
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δ
1

CoSaMP
IV-CoSaMP

图 6 参数估计误差δ2随迭代次数k的变化曲线

5 结 论

本文针对前向通道和反馈通道均具有未知时

滞,且反馈控制器未知的闭环系统,提出一种基于 IV-
CoSaMP的间接辨识算法.该算法不仅可以估计出被
控对象和反馈控制器的参数,而且可以估计出系统的
未知时滞.与辅助变量方法相比,所提出算法仅需少
量的测量数据,因此可以降低辨识成本.与CoSaMP
算法相比,所提出算法具有更高的参数估计精度,且
所需的迭代次数更少,进而提高辨识速度.
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