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基于核和灰度的区间灰数型灰色聚类模型

党耀国, 冯 宇†, 丁 松, 魏 龙

(南京航空航天大学经济与管理学院，南京 211106)

摘 要: 对传统灰色聚类模型进行延拓,考虑了观测值和白化权函数转折点为区间灰数的情形.通过“核”和灰度
来表征区间灰数,以“灰度不减公理”作为理论依据,给出区间灰数型白化权函数的表达式,并将聚类过程中区间
灰数运算转化为实数运算,进而建立灰色定权聚类模型.最后将该模型应用于南京市江宁区高新技术企业核心竞
争力的聚类评估中,说明了所提出方法的有效性和实用性.
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Grey clustering model for interval grey numbers based on kernel and
degree of greyness
DANG Yao-guo, FENG Yu†, DING Song, WEI Long

(College of Economics and Management，Nanjing University of Aeronautics and Astronautics，Nanjing 211106, China)

Abstract: The traditional grey clustering model based on the real numbers is extended to the condition in which the
observation values and the turning points of the whitenization weight function are the interval grey numbers. By
representing the interval grey number based on “kernel”and degree of greyness, and using the “unreduced axiom
of degree of greyness”as the theory basis, the expression of whitenization weight function with interval grey number
is given, and the interval grey number operation is transformed into real number operation, then the grey fixed weight
clustering model is established. Finally, the interval grey clustering model is used to evaluate the core competencies of
high tech enterprises in Jiangning District of Nanjing. The result shows that the model is effective and reasonable.
Keywords: grey clustering；interval grey number；whitenization weight function；kernel and grey degree
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作为灰色系统理论的重要组成部分,灰色聚类在
处理“小数据、贫信息”聚类问题中具有独特的优

势.其中,灰色白化权函数聚类是依据灰数的白化权
函数来获取观测对象的聚类系数,进而将其归划为
相应类别的聚类方法,具有很强的实用性[1].目前,关
于灰色白化权函数聚类理论方面的研究主要集中在

白化权函数的构造、指标权重的确定等方面.刘思峰
等[2-3]首先提出基于端点的三角白化权函数灰色评

估模型,但考虑到模型存在多重交叉现象且不满足
规范性,而提出了基于中心点的三角白化权函数评估
模型,对白化权函数的灰类交叉特性、聚类系数、端
点选取和指标取值范围的左右延拓等方面进行改进,
丰富和完善了灰色白化权函数聚类理论;肖新平等[4]

运用灰色关联度和最优化理论,改进了经典白化权函
数,建立了灰色最优聚类的新模型;徐卫国等[5]提出

了基于指数型白化权函数的灰色聚类改进模型,有效
地避免了零权重现象的出现,并将改进模型应用到对
系统进行质量等级综合评价中;董一哲等[6]利用信息

差异程度来确定聚类系数的指标权重,构建了基于离
差最大化的灰色变权聚类模型,提高了聚类分析的客
观性;王正新等[7]考虑到不同指标在区分对象所属类

别的作用不同,定义了白化权函数的分类区分度,并
融合样本信息和专家经验确定指标权重;吴凤平等[8]

以三角模糊数表示分级指标的判断信息,利用模糊可
能度求得各指标的权重,进而利用白化权函数对突发
事件进行灰色聚类;钱丽丽等[9]借鉴信息熵的思想,
以区间灰数本身的信息为依据,通过计算灰熵得到

收稿日期: 2016-08-04；修回日期: 2017-01-16.
基金项目: 国家自然科学基金项目 (71071077, 71371098)；中央高校基本科研业务费专项资金项目 (NC2012001,

NR2013033)；江苏高校哲学社会科学重点研究基地重大项目 (2012JDXM005)；江苏省社会科学基金重
点项目 (16GLA001).

作者简介: 党耀国 (1964−),男,教授,博士生导师,从事灰色系统理论、数量经济等研究；冯宇 (1993−),男,硕士生,
从事灰色系统理论与其应用的研究.

†通讯作者. E-mail: 2570806613@qq.com



第10期 党耀国等: 基于核和灰度的区间灰数型灰色聚类模型 1845

聚类指标权重,提高了聚类系数矩阵的区分度.随着
灰色聚类模型的不断优化,其在实际中的应用也愈加
广泛; Yuan等[10]定义了灰类核来阐明不同灰类之间

的差距,并用其对江苏省科技实力进行评价,取得了
良好的效果; Li等[11]运用结构评价逻辑改进了灰色

聚类模型,并对中国航空工业的风险管理进行评估,
从而给大型复杂的工程项目的安全评价提供了新思

路; Ewa[12]将灰色聚类模型应用到家族企业的接班

人能力分析中,对他们能力进行分类,并给出接班人
的胜任力模型.
值得注意的是,当前对灰色白化权函数聚类的研

究主要集中在实数域上.但是在现实生活中,由于环
境的复杂性和不确定性,常常无法获取具体数值作为
聚类模型中的观测值.此外,基于分段线性函数构建
的白化权函数,其转折点的具体数值将直接影响聚类
系数,当信息缺乏时,将转折点视为区间灰数更具合
理性.所以,对区间灰数的聚类研究更利于人们作出
合理准确的评估.张荣等[13]从理论上探讨了白化权

函数转折点选择问题,给出灰色聚类评估方法的延拓
方案,但缺乏具体计算公式;周伟杰等[14]构建了区间

灰数集上的积分均值函数,将实数域上单一观测值的
白化权函数拓展到区间灰数情形,提高了聚类模型的
实用性,但是白化权函数转折点仍限于实数域内;王
俊杰等[15]在考虑到观测值为区间灰数的前提下,构
建了转折点为区间灰数的灰色定权聚类模型,拓宽
了模型的应用范围,但白化权函数的表达式较为复
杂,增加了实际应用中的难度.可见,区间灰数聚类模
型尽管十分重要,但是由于区间灰数运算体系尚不完
善,模型的构建难度较大.刘思峰等[16]提出了“核”和

灰度的概念,并据此构建了区间灰数运算公理和运算
法则.受此启发,本文利用“核”和灰度来表征区间灰
数,以“灰度不减公理”作为理论依据,构建观测值和
白化权函数转折点为区间灰数情形的灰色聚类模型,
既符合灰色系统的内涵,又简化了计算过程和聚类结
果.最后将该模型应用于南京市江宁区高新技术企
业核心竞争力的聚类评估中,验证了该方法的有效性
和实用性.

1 基本概念

定义1 [16] 设区间灰数⊗ ∈ [a, ā](a < ā),在缺乏
灰数⊗取值信息分布的情况下:

1)若⊗为连续灰数,则称
∧
⊗ =

1

2
(a+ ā)为灰数⊗

的核;
2)若⊗为离散灰数, ai ∈ [a, ā](i = 1, 2, · · · , n)

为灰数⊗的所有可能取值,则称
∧
⊗ =

1

n

n∑
i=1

ai为灰数

⊗的核.

定义 2 [16] 设灰数⊗产生的背景或论域为Ω,
µ(⊗)为灰数⊗取数域的测度,则称

g◦(⊗) = µ(⊗)/µ(Ω)

为灰数⊗的灰度.
在实数域上给出的灰数,通常以灰区间长度作为

灰数的测度,显然,白数的灰度为0.
定义3 [16] 设区间灰数⊗ ∈ [a, ā](a < ā),

∧
⊗为灰

数⊗的核, g◦为灰数⊗的灰度,称
∧
⊗ (g◦)为区间灰数⊗

的简化形式.在已知论域的情况下,区间灰数的简化
形式

∧
⊗ (g◦)与区间灰数⊗ ∈ [a, ā]本身实现一一对应.
定理1 [16](灰度不减公理) 两个灰度不同的灰

数进行和、差、积、商运算时,运算结果的灰度不小于
灰度较大灰数的灰度.
根据公理1,为了简化区间灰数聚类模型的构建,

通常将运算结果的灰度取为灰度较大的区间灰数的

灰度.
定义4 [16] 设有n个聚类对象,m个聚类指标, s

个不同灰类,根据灰数的白化权函数将第 i(i = 1,

2, · · · , n)个对象归入第k(k ∈ {1, 2, · · · , s})个灰类
的过程,称为灰色白化权函数聚类.其中: j指标k子

类的白化权函数记为fj
k(·),若白化权函数的转折点

为区间灰数,则称其为j指标k子类的区间灰数型白

化权函数,记为fk
j⊗(·).

2 区间灰数型白化权函数构造

定义 5 设 fk
j⊗(·)为 j指标 k子类的区间灰数

型白化权函数,函数图象如图 1所示,⊗k
j (1),⊗k

j (2),

⊗k
j (3),⊗k

j (4)为区间灰数型白化权函数fk
j⊗(·)的转折

点,其中⊗k
j (l) ∈ [⊗k

j (l)
−
,⊗k

j (l)
+
], l ∈ {1, 2, 3, 4}.
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图 1 区间灰数型典型白化权函数

1)若 4个转折点均存在,则称 fk
j⊗(·)为区间灰

数型典型白化权函数,记为fk
j⊗[⊗k

j (1),⊗k
j (2),⊗k

j (3),

⊗k
j (4)];

2)若⊗k
j (1)和⊗k

j (2)不存在,则称 fk
j⊗(·)为区间

灰数型下限测度白化权函数,记为fk
j⊗[−,−,⊗k

j (3),

⊗k
j (4)];

3)若 ⊗k
j (2)和 ⊗k

j (3)重合,则称 fk
j⊗(·)为区间

灰数型适中测度白化权函数,记为 fk
j⊗[⊗k

j (1),

⊗k
j (2),−,⊗k

j (4)];
4)若⊗k

j (3)和⊗k
j (4)不存在,则称 fk

j⊗(·)为区间
灰数型上限测度白化权函数,记为fk

j⊗[⊗k
j (1),⊗k

j (2),

−,−].
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3 基于核和灰度的区间灰数型灰色聚类模

型构建

3.1 基于核和灰度的区间灰数型白化权函数表达式

构造

命题1 对象 i关于指标 j的观测值和 j指标子

类的区间灰数型白化权函数的转折点具有相同的论

域Ωj .
定义6 设⊗ij ∈ [⊗−

ij ,⊗
+
ij ]是对象 i关于指标 j

的观测值 (i = 1, 2, · · · , n; j = 1, 2, · · · ,m), fk
j⊗(·)

是 j指标k(k = 1, 2, · · · , s)子类的区间灰数型典型
白化权函数,转折点为⊗k

j (l) ∈ [⊗k
j (l)

−
,⊗k

j (l)
+
](l ∈

{1, 2, 3, 4}).
依据定义1、定义2、定义3和命题1,可将观测值

和转折点用核和灰度表示,有
⊗ij = ⊗̂ij(g◦

ij)
, ⊗k

j (l) = ⊗̂k

j (l)(g◦k
j (l))

;

g◦ij =
µ(⊗ij)

µ(Ωj)
, g◦kj (l) =

µ(⊗k
j (l))

µ(Ωj)
.

其中

⊗̂ij =
1

2
(⊗−

ij +⊗+
ij),

⊗̂k

j (l) =
1

2
(⊗k

j (l)
−
+⊗k

j (l)
+
).

根据上述定义可以得到如下4种区间灰数型白化权
函数的表达式.
命题2 设⊗ij ∈ [⊗−

ij ,⊗
+
ij ](i = 1, 2, · · · , n; j =

1, 2, · · · ,m)是对象 i关于指标j的观测值, fk
j⊗(·)是j

指标k(k = 1, 2, · · · , s)子类的区间灰数型白化权函
数.假设观测值的区间测度小于白化权函数中两相
邻转折点间的距离测度,则

1)对于区间灰数型典型白化权函数,有
fk
j⊗(⊗ij) =

0, ⊗+
ij ⩽ ⊗k

j (1)
−
或⊗−

ij ⩾ ⊗k
j (4)

+
;

0(g◦
ij∨g◦k

j (1))
,

⊗̂ij /∈ [⊗̂k

j (1), ⊗̂
k

j (4)]且⊗+
ij > ⊗k

j (1)
−
;( ⊗̂ij − ⊗̂k

j (1)

⊗̂k

j (2)− ⊗̂k

j (1)

)
(g◦

ij∨g◦k
j (1)∨g◦k

j (2))

,

⊗̂ij ∈ [⊗̂k

j (1), ⊗̂
k

j (2)];

1(g◦
ij∨g◦k

j (2))
, ⊗̂ij ∈ [⊗̂k

j (2), ⊗̂
k

j (3)]且⊗−
ij < ⊗k

j (2)
+
;

1, ⊗k
j (2)

+ ⩽ ⊗−
ij < ⊗+

ij ⩽ ⊗k
j (3)

−
;

1(g◦
ij∨g◦k

j (3))
, ⊗̂ij ∈ [⊗̂k

j (2), ⊗̂
k

j (3)]且⊗+
ij > ⊗k

j (3)
−
;( ⊗̂k

j (4)− ⊗̂ij

⊗̂k

j (4)− ⊗̂k

j (3)

)
(g◦

ij∨g◦k
j (3)∨g◦k

j (4))

,

⊗̂ij ∈ [⊗̂k

j (3), ⊗̂
k

j (4)];

0(g◦
ij∨g◦k

j (4))
, ⊗̂ij /∈ [⊗̂k

j (1), ⊗̂
k

j (4)]且⊗−
ij < ⊗k

j (4)
+
.

2)对于区间灰数型下限测度白化权函数,有
fk
j⊗(⊗ij) =

0, ⊗+
ij ⩽ 0或⊗−

ij ⩾ ⊗k
j (4)

+
;

1(g◦
ij)
, ⊗̂ij ∈ [0, ⊗̂k

j (3)]且⊗−
ij < 0;

1, 0 ⩽ ⊗−
ij < ⊗+

ij ⩽ ⊗k
j (3)

−
;

1(g◦
ij∨g◦k

j (3))
, ⊗̂ij ∈ [0, ⊗̂k

j (3)]且⊗+
ij > ⊗k

j (3)
−;( ⊗̂k

j (4)− ⊗̂ij

⊗̂k

j (4)− ⊗̂k

j (3)

)
(g◦

ij∨g◦k
j (3)∨g◦k

j (4))

,

⊗̂ij ∈ [⊗̂k

j (3), ⊗̂
k

j (4)];

0(g◦
ij∨g◦k

j (4))
, ⊗̂ij > ⊗̂k

j (4)且⊗−
ij < ⊗k

j (4)
+.

3)对于区间灰数型适中测度白化权函数,有
fk
j⊗(⊗ij) =

0, ⊗ij
+ ⩽ ⊗k

j (1)
−或⊗ij

− ⩾ ⊗k
j (4)

+;

0(g◦
ij∨g◦k

j (1))
,

⊗̂ij /∈ [⊗̂k

j (1), ⊗̂
k

j (4)]且⊗ij
+ > ⊗k

j (1)
−;( ⊗̂ij − ⊗̂k

j (1)

⊗̂k

j (2)− ⊗̂k

j (1)

)
(g◦

ij∨g◦k
j (1)∨g◦k

j (2))

,

⊗̂ij ∈ [⊗̂k

j (1), ⊗̂
k

j (2)];( ⊗̂k

j (4)− ⊗̂ij

⊗̂k

j (4)− ⊗̂k

j (2)

)
(g◦

ij∨g◦k
j (2)∨g◦k

j (4))

,

⊗̂ij ∈ [⊗̂k

j (2), ⊗̂
k

j (4)];

0(g◦
ij∨g◦k

j (4))
,

⊗̂ij /∈ [⊗̂k

j (1), ⊗̂
k

j (4)]且⊗ij
− < ⊗k

j (4)
+.

4)对于区间灰数型上限测度白化权函数,有
fk
j⊗(⊗ij) =

0, ⊗+
ij ⩽ ⊗k

j (1)
−
;

0(g◦
ij∨g◦k

j (1))
,

⊗̂ij < ⊗̂k

j (1)且⊗+
ij > ⊗k

j (1)
−
;( ⊗̂ij − ⊗̂k

j (1)

⊗̂k

j (2)− ⊗̂k

j (1)

)
(g◦

ij∨g◦k
j (1)∨g◦k

j (2))

,

⊗̂ij ∈ [⊗̂k

j (1), ⊗̂
k

j (2)];

1(g◦
ij∨g◦k

j (2))
, ⊗̂ij > ⊗̂k

j (2)且⊗−
ij < ⊗k

j (2)
+
;

1, ⊗−
ij > ⊗k

j (2)
+
.

命题2的证明只涉及到简单的区间灰数的运算,
故此省略.

3.2 区间灰数型灰色定权聚类模型构建

定义 7 设⊗ij ∈ [⊗ij
−,⊗ij

+](i = 1, 2, · · · ,
n; j = 1, 2, · · · ,m)是对象 i关于指标j的观测值,有
fk
j⊗(·)是j指标k(k = 1, 2, · · · , s)子类的区间灰数型
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白化权函数.若j指标k子类的权ηkj与k无关,则此时
可将ηkj的上标k略去,记为ηj(j = 1, 2, · · · ,m),并称

σk
i =

m∑
j=1

fk
j⊗(⊗ij)·ηj

为对象 i关于k灰类的区间灰数型灰色定权聚类系

数.若 max
1⩽k⩽s

{σk
i } = σk∗

i ,则称对象i属于灰类k∗.

显然,σk
i 是基于核和灰度表示的区间灰数,记为

σ̂k
i(g◦k

σi )
.那么在确定对象 i属于灰类k∗时就涉及到区

间灰数的排序问题.本文借鉴闫书丽等[17]提出的基

于相对核和精确度的区间灰数排序方法来确定对象

i属于何种灰类.
定义8 设σk

i (i = 1, 2, · · · , n; k = 1, 2, · · · , s)
为对象 i关于k灰类的区间灰数型聚类系数, σ̂k

i 为区

间灰数σk
i 的核, g◦kσi为区间灰数σk

i 的灰度,称

δ(σk
i ) = σ̂k

i /(1 + g◦kσi )

为σk
i 的相对核.
定义9 设σk1

i 、σ
k2

i 为对象 i关于灰类k1、k2的

区间灰数型聚类系数,核分别为 σ̂k1

i 、σ̂k2

i ,灰度分别
为 g◦k1

σi 、g◦k2

σi ,则有: 1)若 δ(σk1

i ) < δ(σk2

i ),则σk1

i ≺
σk2

i . 2)若 δ(σk1

i ) > δ(σ
k
2

i ),则 σk1

i ≻ σk2

i . 3)若
δ(σk1

i ) = δ(σk2

i ),则: i) g◦k1

σi = g◦k2

σi ,则σk1

i = σk2

i (σ̂k1

i

= σ̂k2

i , g◦k1

σi = g◦k2

σi ); ii) g◦k1

σi < g◦k2

σi ,则σk1

i ≻ σk2

i ;
iii) g◦k1

σi > g◦k2

σi ,则σk1

i ≺ σk2

i .
已知对象 i关于指标 j的观测值⊗ij(i = 1, 2,

· · · , n; j = 1, 2, · · · ,m),根据命题 2和定义 7可计
算出区间灰数型灰色定权聚类系数集 {σk

i |k =

1, 2, · · · , s},再根据定义8和定义9对聚类系数进行
排序,从而得到最大聚类系数σk∗

i = max
1⩽k⩽s

{σk
i },则可

将对象 i归于灰类k∗,从而完成区间灰数型灰色定权
聚类过程.

4 实ֻ分析

南京市江宁区作为国家重要的科教中心和创新

基地,拥有一批重点高新技术企业.为了分析这些企
业核心竞争力的发展情况,选取5家企业作为代表,
从技术能力、管理能力、财政能力和创新能力这4个
指标对企业的发展情况进行评估. 5家企业将被划分
为3个类别:核心竞争力强、核心竞争力一般、核心竞
争力弱.在获取数据时,由于各指标的影响因素较多,
更依赖于定性分析,在指标量化过程中难以用具体数
值表示,为此可以用区间灰数赋值,相应地,采用区间
灰数型白化权函数进行聚类分析将更显合理.最终,
通过专家百分制打分法得到各指标的区间灰数值及

其关于各个类型的区间灰数型白化权函数,则指标值
和白化权函数转折点的论域皆为 [0, 100].
对5家企业按以上4个评价指标打分 (百分制),

所得的区间灰数矩阵如下:

A(⊗) =


[75, 80] [50, 55] [65, 68] [78, 80]

[50, 54] [50, 52] [60, 63] [64, 66]

[60, 65] [55, 59] [54, 56] [54, 58]

[42, 44] [34, 36] [70, 76] [35, 40]

[76, 78] [62, 64] [64, 68] [80, 82]

 .

通过Delphi调查确定了每个指标关于各个类型
的区间灰数型白化权函数如下:

1)技术能力指标的3类白化权函数为
f1
1 [[50, 52], [75, 78],−,−],

f2
1 [[34, 36], [50, 52],−, [75, 78]],

f3
1 [−,−, [34, 36], [50, 52]];

2)管理能力指标的3类白化权函数为
f1
2 [[45, 47], [64, 66],−,−],

f2
2 [[28, 32], [45, 47],−, [64, 66]],

f3
2 [−,−, [28, 32], [45, 47]];

3)财政能力指标的3类白化权函数为
f1
3 [[46, 48], [72, 74],−,−],

f2
3 [[36, 38], [46, 48],−, [72, 74]],

f3
3 [−,−, [36, 38], [46, 48]];

4)创新能力指标的3类白化权函数为
f1
4 [[52, 54], [75, 77],−,−],

f2
4 [[38, 40], [52, 54],−, [75, 77]],

f3
4 [−,−, [38, 40], [52, 54]].

采用灰色定权聚类,确定各指标的权重为
η(⊗) = [η1, η2, η3, η4] = [0.26, 0.23, 0.24, 0.27];

然后计算出灰色定权聚类系数,用矩阵形式表示为

Σ= [σk
i ] =


0.788 2(0.05) 0.211 8(0.05) 0
0.345(0.04) 0.655(0.04) 0(0.04)
0.346 1(0.05) 0.640 1(0.05) 0
0.24(0.06) 0.201 9(0.06) 0.558 1(0.05)

0.909 9(0.04) 0.090 1(0.04) 0

 .

结合定义9中的区间灰数排序方法,得到如下结
果: max

1⩽k⩽3
{σk

1} = σ1
1 = 0.788 2(0.05), max

1⩽k⩽3
{σk

2} =

σ2
2 = 0.655(0.04), max

1⩽k⩽3
{σk

3} = σ2
3 = 0.640 1(0.05),

max
1⩽k⩽3

{σk
4} = σ3

4 = 0.558 1(0.05), max
1⩽k⩽3

{σk
5} = σ1

5 =

0.909 9(0.04).
根据上述聚类结果,企业1、企业5的核心竞争

力强,企业2、企业3的核心竞争力一般,企业4的核
心竞争力较弱.以小看大可以获知,南京市江宁区高
新技术企业间的核心竞争力存在一定差距,但整体
表现较为突出.此外,从聚类系数σ1

1 = 0.788 2(0.05)、

σ1
5 = 0.909 9(0.04)可知,同属于核心竞争力强的企业

1和企业5之间仍存在较大差距,如果将企业的核心
竞争力进一步细化为强、较强、一般、较弱、弱5个灰
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类,则可得出不同的结果.

5 结 论

现实生活中,环境往往具有复杂性和不确定性,
因此用区间灰数来表征观测值和白化权函数转折点

更为合理.在区间灰数的“核”、灰度和“灰度不减公
理”的理论基础上,本文构造了区间灰数型白化权函
数的表达式,并将聚类过程中区间灰数运算转化成实
数运算,进而建立了灰色定权聚类模型.相比于已有
研究成果,在拓宽灰色聚类应用范围的同时,简化了
整个计算过程,提高了模型的实用性.另一方面,本文
仅考虑了区间灰数分布信息未知的情况,如何在现有
区间灰数运算法则和公理的基础上,构建区间灰数白
化权函数已知的灰色聚类模型值得进一步研究.
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